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“实验 设计 的 经 典 教材 和 实用 参考 书 ， 学 生 们 会 发 现 ， 在 上 完 课 进 入 到 实际 工作 中 以 后 ， 你 还 
需要 经 常 参 考 书 中 的 相关 理论 、 方 法 和 技巧 。” 


—Quality & Reliability Engineering International 杂 志 
“这 是 实验 设计 领域 最 权威 的 一 本 书 ， 全 面 、 造 彻 而 且 非 常 实用 。” 
一 一 Michael R. Chernick， 著 名 统计 学 家 ，Bootstrap Methods 一 书 作 者 


本 书 是 实验 设计 与 分 析 课程 的 经 典 教材 ， 凝 聚 了 作者 在 美国 多 所 名 校 近 40 年 的 教学 经 验 ， 同 时 充分 
展现 了 作者 将 统计 实验 方法 应 用 于 各 行 各 业 实际 项 目的 丰富 工程 实践 经 验 。 已 被 美国 麻 省 理工 学 院 、 普 
度 大 学 、 华 盛 顿 大 学 、 英 国 曼彻斯特 大 学 和 中 国 台湾 大 学 等 世界 众多 高 校 广 泛 采 用 ， 并 深 受 广大 工程 科 
技 人 员 的 欢迎 。 原 版 销量 累计 已 经 超过 10 万 册 。 

本 书 讲述 了 设计 、 实 施 和 分 析 实 验 以 改善 产品 与 过 程 性 能 的 高 效 方法 ， 说 明了 如 何 使 用 统计 实验 进 
行 产品 的 设计 与 开发 、 改 进 生产 过 程 、 获 取 系 统 特征 和 优化 的 信息 。 


本 书 特色 


ш ”注重 与 信息 技术 相 结合 ， 给 出 了 Design- Expert 和 Minitab 两 种 软件 的 输出 结果 。 
ш AREH, KAE, AHK. 


ш ”本 书 网 站 提供 了 大 量 的 支持 性 资源 和 补充 材料 ， 有 利于 读者 深入 学 习 。 


Douglas C. Montgomery 著名 统计 学 家 ， 亚 利 桑 那州 立 大 学 工业 与 管理 系统 工程 
教授 ， 美 国 统计 学 会 、 工 业 工程 学 会 、 质 量 控制 学 会 会 士 。 他 出 版 了 多 部 影响 深远 的 
统计 学 著作 ,发 表 了 大 量 广 为 引 用 的 论文 。 他 还 应 [BM、 可 口 可 乐 、 波 音 、 摩 托 罗拉 
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ЖЕ 15, 江苏 苏州 人 .1962 年 9 HÆ, 2003 年 毕业 于 香港 中 文大 学 并 获 博士 学 位 .苏州 大 
学 数学 科学 学 院 统计 系 副教授 , 主要 研究 方向 是 实验 设计 、 贝 叶 斯 统计 . 现 担任 中 国 现场 统计 研 
究 会 理事 、 苏 州 市 现场 统计 研究 会 理事 长 《数理 统计 与 管理 》 编 委 . 作为 主要 参加 者 参加 了 国 
家 自然 基金 项 目 等 科研 项 目 . 


Ж 健 男 ,江苏 昆山 人 ， 1972 年 出 生 , 2004 年 毕业 于 苏州 大 学 获 理学 博士 学 位 ， 苏 州 大 学 数 
学 科学 学 院 讲师 , 主要 研究 方向 是 实验 设计 , 作为 主要 参加 者 参加 了 国家 自然 基金 项 目 等 科研 项 
H. 


ERA de 江苏 苏州 人 ，1957 4E 6 HÆ, 1986 年 华东 师范 大 学 数理 统计 专业 研究 生 毕 业 , 苏 
州 大 学 数学 科学 学 院 统计 系 副教授 , 主要 研究 方向 是 实验 设计 、 质 量 管理 中 的 统计 方法 等 , 现 担 
任 江 苏 省 现场 统计 研究 会 理事 、 苏 州 市 现场 统计 研究 会 副 理事 长 ,作为 主要 参加 者 参加 了 国家 
自然 基金 项 目 等 科研 项 目 , 在 多 家 中 外 企业 协作 开展 科研 协作 工作 等 . 


解 Ж 女 , 江苏 海安 人 ，1968 年 2 月 出 生 , 2003 年 毕业 于 苏州 大 学 并 获 硕士 学 位 .苏州 大 学 
医学 部 从 事 学 生 管理 主要 研究 方向 是 抽样 调查 、 实 验 设计 . 现 担任 江苏 省 现场 统计 研究 会 
理事 、 苏 州 市 现场 统计 研究 会 秘书 长 . 
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本 书 是 关于 实验 设计 与 分 析 的 名 著 , 已 经 是 第 6 版 了 . 作者 是 亚利桑那 州立 大 学 工业 与 管 
理 系 统 工程 方面 的 教授 , 他 是 一 位 杰出 的 应 用 统计 学 者 , 多 次 获得 国际 性 学 术 奖 励 . 

本 书 强调 了 工程 师 和 科学 工作 者 在 产品 设计 和 开发 、 工 序 开发 及 改进 等 方面 用 实验 设计 作 
为 工具 的 重要 性 , 案例 丰富 , 所 有 重要 的 概念 、 方 法 都 通过 大 量 实例 予以 说 明 . 

与 前 5 版 相 比 , 作者 进一步 强调 了 实验 设计 的 应 用 背景 , 给 出 了 实际 应 用 方面 的 一 些 新 的 进 
展 与 实际 案例 , 本 书 还 强调 统计 软件 Minitab 和 Design-Expert 的 使 用 . 

本 书 的 翻译 工作 由 傅 球 生 主持 实施 . 解 燕 、 傅 球 生 、 王 振 羽 和 张 健 分 别 完成 了 原著 第 1 章 至 
第 4 章 、 第 5 章 至 第 8 章 、 第 9 章 至 第 12 章 和 第 13 章 至 第 15 章 的 翻译 初稿 , 并 对 所 有 案例 
重新 进行 计算 , 纠正 了 原著 中 的 一 些 错误 . 4 位 译 者 共同 校对 与 修改 , 最 后 由 全 球 生 协调 定稿 

译 者 在 翻译 过 程 中 始终 得 到 了 第 3 版 译 者 汪 仁 官 、 陈 荣 照 两 位 先生 的 帮助 , 在 此 表示 感谢 
同时 感谢 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公司 的 领导 和 编辑 在 本 书 的 翻译 和 出 版 过 程 中 给 予 的 帮助 和 鼓励 ， 
感谢 苏州 大 学 数学 科学 学 院 的 大 力 支持 . 

由 于 我 们 水 平 有 限 , 译文 中 难免 有 不 当 或 错 旋 之 处 , 敬 请 读者 批评 指正 . 
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2008 年 8 月 
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读者 对 象 

这 是 一 本 论述 实验 设计 与 分 析 的 入 门 教科 书 , 它 是 基于 我 40 年 来 在 亚利桑那 州立 大 学 、 华 
盛 顿 大 学 和 优 治 亚 理工 学 院 讲授 实 验 设计 方面 的 大 学 课程 而 写成 的 ， 它 还 包括 了 我 在 专业 实践 
中 认为 有 用 的 实验 设计 方法 , 多 年 来 我 在 自然 科学 和 工程 等 诸多 领域 内 担任 统计 顾问 , 并 涉足 产 
品 实现 过 程 . 

本 书 供 学 完 统计 方法 基础 课程 的 读者 使 用 . 读者 至 少 应 掌握 描述 性 统计 技术 、 正 态 分 布 、 置 
信 区 间 以 及 关于 均值 和 方差 的 假设 检验 的 基本 知识 和 有 关 概 念 . 第 10 章 至 第 12 章 的 部 分 内 容 
要 求 读者 熟知 矩阵 代数 

因为 所 需 的 预备 知识 相对 适中 , 所 以 本 书 可 以 作为 工程 学 、 物 理学 、 数 学 、 化 学 以 及 其 他 学 
科 本 科 生 的 侧重 于 实验 统计 设计 的 后 继 统计 学 教程 ， 多 年 来 我 将 本 书 作为 工科 研究 生 一 年 级 的 
教材 , 选修 这 门 课 的 学 生 的 专业 背景 有 工程 学 、 材 料 学 、 物理 学、 化学、 数学、 运筹 学 和 统计 学 等 . 
我 还 将 它 作 为 各 种 背景 的 技术 员 的 短期 技术 培训 教材 ， 书 中 的 大 量 例子 说 明了 所 有 的 设计 和 分 
析 方 法 , 这 些 例子 都 体现 了 实验 设计 在 现实 世界 中 的 应 用 , 并 选 自 不 同 的 工程 学 及 科学 领域 . 这 
为 培养 工程 师 和 科学 家 的 理论 课程 平添 了 浓郁 的 应 用 气息 , 也 使 本 书 可 用 作 各 种 学 科 的 实验 者 
的 参考 书 . 
关于 本 书 

第 6 版 是 本 书 的 重要 修订 版 . 在 努力 保持 以 前 版 本 的 设计 和 分 析 这 两 方面 内 容 平衡 的 同时 ， 
我 添加 并 组 织 了 很 多 新 的 内 容 和 例子 , 本 版 更 加 强调 计算 机 的 应 用 ， 

1. Minitab 软件 和 Design-Expert 软件 

近 几 年 来 , 在 实验 设计 和 分 析 领 域 出 现 了 一 批 优秀 的 软件 产品 ， 本 书 多 处 使 用 了 其 中 两 种 
软件 (Minitab 和 Design-Expert) 的 输出 结果 . Minitab 是 一 个 应 用 广泛 的 统计 软件 包 , 它 有 
良好 的 数据 分 析 能 力 和 相当 好 的 处 理 固定 因子 及 随机 因子 (包括 混合 模型 的 实验 分 析 能 力 ， 
Design-Expert 是 一 个 侧重 于 实验 设计 的 软件 包 , 它 具 有 构建 和 评估 设计 的 能 力 并 可 以 进行 深入 
的 分 析 . 本 书 的 例子 都 可 以 用 Design-Expert 和 Minitab 的 学 生 版 完成 , 并 强烈 推荐 使 用 . 我 极 
力主 张 使 用 本 书 的 教师 在 课程 教学 中 加 入 计算 机 软件 . (在 我 的 课程 中 , 每 一 讲 都 用 便携 式 计算 
机 和 投影 仪 , 在 课堂 中 讨论 的 每 一 个 设计 或 分 析 的 主题 我 都 用 计算 机 演示 过 .) 

2. 经 验 模型 

我 一 如 既往 地 注重 实验 本 身 和 实验 者 通过 该 实验 的 结果 建立 的 模型 之 间 的 联系 . 工程 师 (73 
至 广义 上 的 物理 学 家 、 化 学 家 ) 在 他 们 早期 的 科学 训练 中 学 习 了 物理 知识 及 机 理 模型 , 并 在 他 们 
的 大 部 分 职业 生涯 中 都 自觉 不 自觉 地 运用 了 这 些 模型 . 统计 实验 设计 为 工程 师 开发 一 个 系统 的 
经 验 模型 提供 了 理据 方面 的 基础 ,可 以 像 使 用 其 他 的 工程 模型 一 样 来 使 用 这 个 经 验 模型 (也 许 
借助 于 响应 曲面 或 等 高 线 , 也 许 借助 于 数学 方法 ). 通过 多 年 的 教学 , 我 得 出 这 样 一 个 结论 : 运用 
统计 实验 设计 可 以 非常 有 效 地 调动 工程 师 的 创造 热情 . 因此 , 实验 的 基础 经 验 模型 和 响应 曲面 的 
概念 出 现在 早期 版 本 中 并 得 到 了 进一步 的 重视 . 


3. 析 因 设计 

我 也 作 了 一 些 努 力 , 尽快 将 读者 带 入 包括 析 因 设 计 在 内 的 许多 重要 论题 . 为 此 , 我 将 完全 随 
机 化 单 因子 实验 设计 的 介绍 性 材料 和 方差 分 析 的 内 容 压缩 到 一 章 里 (第 3 章 ). 之 所 以 扩充 析 因 
设计 和 分 式 析 因 设计 (第 5 章 至 第 9 章 ) 的 内 容 , 目的 是 为 了 兼顾 一 般 读者 和 教师 两 种 读者 , 同 
时 将 更 多 的 重点 放 在 经 验 模型 上 . 许多 重要 的 论题 包含 了 一 些 新 的 内 容 , 包括 分 式 析 因 后 的 追加 
试验 , 还 有 小 规模 、 有 效 分 辨 度 为 V 和 V f 

4. 增加 的 重要 论题 

响应 曲面 这 一 章 (第 11 章 ) 紧 接 在 析 因 设计 、 分 式 析 因 设计 和 回归 模型 之 后 . 另 增加 了 新 
的 一 章 (第 12 章 ) 其 内 容 为 稳健 参数 设计 和 工序 稳健 设计 . 第 13 章 和 第 14 章 主要 讨论 了 随 
机 效应 实验 及 其 概念 在 嵌 套 设计 和 型 区 设计 的 实际 应 用 . 因为 工业 界 对 这 些 设计 越 来 越 感 兴趣 ， 
第 13 章 和 第 14 章 还 介绍 了 一 些 新 的 论题. 第 15 章 概述 了 一 些 重要 的 设计 和 分 析 论 古 非 正 
态 响应 , 选择 变换 形式 的 Box-Cox 方法 以 及 其 他 的 替代 方法 ; 不 平衡 析 因 实验 ; 协 方差 分 析 , 包 
括 协 变量 的 析 因 设计 和 重复 测量 . 

5. 实验 设计 

通 贯 本 书 , 我 始终 强调 工程 师 和 科学 工作 者 在 产品 设计 和 开发 、 工 序 开发 和 改进 等 方面 用 实 
验 设计 作为 工具 的 重要 性 ， 并 说 明了 利用 实验 设计 有 助 于 工程 师 开 发 出 不 受 环境 因子 和 其 他 变 
异 来 源 影响 的 所 谓 稳健 产品 , 我 相信 , 在 产品 工序 开发 的 早期 阶段 ， 成 功 地 应 用 实验 设计 会 大 大 
缩短 开发 时 间 和 降低 成 本 , 而 且 比 起 用 其 他 方法 来 , 所 开发 的 工序 和 产品 会 有 更 好 的 性 能 , 并 有 
更 高 的 可 靠 性 . 

本 书 内 容 很 难 在 通常 的 一 门 课程 中 完成 ， 我 希望 教师 能 针对 不 同 的 课程 灵活 地 选择 内 容 , 或 
者 根据 师 生 的 兴趣 更 为 深入 地 讨论 某 些 论题 , 每 章 之 末 都 有 一 些 思 考题 (第 1 章 除 外 ), 这 些 思 
考题 的 计算 量 有 大 有 小 , 它们 有 助 于 加 强 基础 理论 的 学 习 ， 以 及 基本 原理 的 推广 或 完善 . 
课程 建议 

我 自己 的 课程 着 重 于 析 因 设计 和 分 式 析 因 设计 , 因此 , 我 通常 选择 第 1 章 、 第 2 章 (非常 
快 )、 第 3 章 的 大 部 分 , 以 及 第 4 章 (不 完全 区 组 的 材料 除外 ， 并 仅 简单 介绍 拉丁 方 ). 我 会 详细 讨 
论 第 5 章 至 第 8 章 的 关于 析 因 设计 和 二 水 平 的 分 式 析 因 设计 . 课程 最 后 引进 响应 曲面 方法 (第 
11 章 ), 并 简要 介绍 随机 效应 模型 (第 13 章 ) LUCR WE HERI UE (第 14 章 ). 我 通常 要 求 
学 生 完 成 学 期 作业 , 包括 设计 、 运 行 并 给 出 统计 实验 设计 的 结果 . 我 要 求学 生 以 小 组 的 形式 完成 
学 期 作业 , 因为 大 部 分 工业 实验 都 是 这 样 进行 的 . 他 们 必须 给 出 作业 的 结果 , 包括 口头 形式 和 书 
HER. 
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课本 网 页 的 学 生 部 分 包括 以 下 内 容 ， 

(1) 前 面 提 及 的 补充 材料 ; 

(2) 本 书 各 种 例题 和 家 庭 作业 问题 (电子 形式 ); 

(3) 学 生 专题 范本 . 

2. 教师 社区 

课本 网 站 的 教师 部 分 包括 以 下 内 容 : 
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(2) 前 面 提 及 的 补充 材料 ; 

(3) PowerPoint. 讲稿 幻灯 片 ; 

(4) 本 书 各 种 例题 和 家 庭 作业 问题 (电子 形式 ); 

(5) 学 生 专 题 范 本 . 

部 分 内 容 仅 提供 给 使 用 本 书 作为 教材 的 教师 , 有 密码 保护 ， 可 致 信 contact@turingbook. 
com 申请 密码 . 

*3, 学 生 解 题 手 册 
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本 章 纲要 
1.1 实验 策略 16 小结: 在 实验 中 使 用 统计 方法 
1.2 实验 设计 的 一 些 典型 应 用 第 1 章 补 充 材料 
13 ”基本 原理 511 设计 实验 的 更 多 内 容 
14 设计 实验 指南 8,2 ”实验 设计 前 的 空白 指导 图 
15 “统计 设计 简 史 SL3 ”实验 设计 的 Montgomery 理论 
1.1 实验 策略 


研究 者 几乎 在 所 有 的 研究 领域 中 都 会 进行 实验 , 通常 是 为 了 探究 一 个 特定 过 程 或 系统 . 从 字 
面 意义 上 说 , 一 次 实验 就 是 一 次 试验 (test), 更 正式 的 说 法 是 , 我 们 可 以 定义 一 次 实验 (experiment) 
是 一 次 试验 或 一 系列 试验 , 在 实验 中 通过 对 某 一 过 程 或 系统 的 输入 变量 作 一 些 有 目的 的 改变 , 以 
便 能 够 观测 到 和 识别 出 可 在 输出 响应 中 观测 到 的 变化 的 缘由 . 

本 书 讲解 实验 的 设计 、 实 施 以 及 结果 数据 分 析 , 以 便 能 够 得 到 有 效 且 客观 的 结论 . 我 们 重点 
关注 工程 学 和 科学 方面 的 实验 , 实验 在 包括 新 产品 设计 和 配方 、 制 造 过 程 (process) 开发 以 及 过 
程 改 进 在 内 的 产品 实现 (product realization) 中 起 着 重要 的 作用 . 多 数 情况 下 是 为 了 开发 一 种 稳 
健 的 (robust) 过 程 , 即 受 外 部 变异 性 来 源 影响 最 小 的 过 程 ， 

举 一 个 实验 的 例子 , 假设 一 位 治 金工 程 师 想 要 研究 两 种 不 同 的 注 火 工艺 Cabo do 4 
一 种 铝 合金 的 效应 , 在 这 里 , 实验 者 的 目的 是 确定 哪 种 淳 火 溶液 能 使 得 这 种 特殊 合金 的 硬度 最 大 
工程 师 决定 对 每 种 济 火 介质 都 提供 若干 合金 试 件 并 在 浏 火 后 测量 试 件 的 硬度 . DUAE TE AERE 
火 溶液 中 处 理 之 后 的 平均 硬度 来 确定 哪 一 种 溶液 是 最 好 的 . 

考虑 这 样 一 项 简单 的 实验 时 , 有 很 多 重要 的 问题 需要 思考 : 

(1) 要 研究 的 济 火 介质 只 有 这 两 种 溶液 吗 ? 

(2) 在 这 项 实验 中 , 有 没有 其 他 可 能 影响 硬度 的 因子 应 该 被 研究 或 被 控制 呢 (比如 , A 
质 的 温度 )? 

(3) 每 种 淳 火 溶液 中 应 该 检测 多 少 块 合金 试 件 呢 ? 

(4) 怎样 把 试 件 分 配给 淳 火 溶液 ? 又 应 该 按 什么 次 序 来 收集 数据 ? 

(5) 应 该 用 什么 样 的 数据 分 析 方 法 ? 

(6) 两 种 济 火 介质 间 的 平均 观测 硬度 之 差 是 多 大 时 将 被 认为 是 重要 的 ? 

所 有 这 些 问 题 , 也 许 还 有 很 多 其 他 问题 ， 都 必须 在 进行 这 项 实验 之 前 得 到 满意 的 回答 . 

实验 是 科学 (或 工程 ) 方 法 的 一 项 重要 组 成 部 分 有 了 时， 由 于 对 科学 现象 理解 得 比较 透彻 , 直 
接应 用 这 些 简单 的 原理 就 能 得 到 包括 数学 模型 的 有 用 结果 . 直接 由 物理 原理 得 到 的 模型 叫 机 理 模 
型 (mechanistic model). 一 个 简单 的 例子 就 是 电路 中 关于 电流 的 著名 公式 , 即 欧姆 定律 , E — IR. 
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然而 , 科学 和 工程 的 大 多 数 问题 要 求 对 系统 的 运行 进行 观测 (observation) 和 实验 , ДА ПТВ ВЯ 
统 运行 的 原因 和 方式 . 设计 良好 的 实验 常常 可 以 导出 系统 运行 的 模型 , 这 种 由 实验 决定 的 模型 称 
作 经 验 模型 (empirical model). 通 贯 全 书 , 我 们 将 介绍 把 所 设计 实验 的 结果 转化 为 所 研究 系统 的 
经 验 模型 的 技巧 , 这 些 经 验 模型 像 机 理 模型 一 样 能 被 科学 家 和 工程 师 使 用 . 

一 个 设计 良好 的 实验 是 重要 的 , 因为 从 实验 中 得 到 的 结果 和 结论 在 很 大 程度 上 依赖 于 收集 
数据 的 方法 ， 为 了 说 明 这 一 点 , 假定 在 上 述 实验 中 那 位 冶金 工程 师 用 来 自 同 一 炉 的 试 件 进行 油 
VE, 而 用 第 二 炉 的 试 件 进 行 盐水 溢 . 那么 , 当 比 较 平均 硬度 时 , 工程 师 就 不 能 说 出 所 观测 到 的 差 
别 有 多 少 是 济 火 介质 所 致 , 以 及 有 多 少 是 由 于 炉 次 的 不 同 而 致 了 ， 因 此 , 收集 数据 的 方法 对 由 实 
验 所 能 得 到 的 结论 起 到 了 负面 的 影响 . 

一 般 地 ， 实 验 可 以 用 来 研究 过 程 和 系统 的 性 
HE. 过 程 或 系统 可 以 用 图 1.1 所 示 的 模型 来 表示 . 
通常 可 以 形象 地 将 过 程 视 为 操作 、 机 器 、 方 法 、 
人 以 及 其 他 资源 的 一 种 组 合 ， 它 把 某 种 输入 QR 
常 是 一 种 物质 ) 转变 为 有 一 个 或 多 个 可 观测 的 响 
应 (response) 变量 的 一 种 输出 , 某 些 过 程 变量 和 材 
料 特性 z1，z2,… oy 是 可 控制 的 ,而 另 一 些 变量 
zu zn 是 不 可 控制 的 (尽管 它们 对 试验 的 目 ND F 
的 来 说 也 许 是 可 控 的 ), 实验 的 目的 包括 : 不 可 控 因 子 


(1) 确定 哪些 变量 对 响应 y 的 影响 最 大 ; 图 1.1 过 程 或 系统 的 一 般 模型 
(2) 确定 有 影响 的 z 设置 为 何 值 可 使 y 几乎 接 
近 于 所 希望 的 额定 值 ; 


(3) 确定 有 影响 的 z 设置 为 何 值 可 使 得 y 的 变异 性 较 小 ; 

(4) 确定 有 影响 的 > 设置 为 何 值 可 使 得 不 可 控制 的 变量 2, z2, з, 的 效应 最 小 . 

正如 前 面 讨论 所 见 , 实验 往往 包括 几 个 因子 . 通常 进行 实验 的 人 ( 称 为 实验 者 ) 的 目的 , 就 
是 要 确定 这 些 因子 对 系统 的 输出 响应 的 影响 , 设计 和 进行 实验 的 一 般 方法 称 作 实验 策略 . 实验 者 
可 以 采取 多 个 策略 . 我 们 将 用 一 个 非常 简单 的 例子 来 说 明 一 些 策略 . 

我 很 喜欢 打 高 尔 夫 球 ， 可 是 我 不 喜欢 练习 , 所 以 我 总 是 在 寻找 一 种 降低 得 分 的 更 简单 的 办 
VE. 我 认为 有 些 因子 可 能 会 很 重要 , 即 可 能 会 影响 我 的 高 尔 夫 得 分 , 这 些 因 子 包括， (1) 使 用 的 长 
打 棒 的 类 型 (特大 尺寸 的 还 是 常规 尺寸 的 ); (2) 使 用 的 球 的 类 型 (树胶 的 还 是 三 片 的 ); (3) 步行 
并 手提 高 尔 夫 球 棒 还 是 乘 高 尔 夫 球 车 ; (4) 打球 时 喝 的 是 水 还 是 啤酒; (5) 在 上 午 打球 还 是 在 下 
午 打球 ; (6) 打球 时 天 气 是 冷 还 是 热 ; (7) 高 尔 夫 球鞋 钉 的 类 型 (金属 的 还 是 软 的 ); (8) 在 有 风 的 
日 子 还 是 无 风 的 日 子 打球 . 

显然 , 还 可 以 考虑 其 他 的 因子 . 假定 我 们 主要 感 兴趣 的 就 是 这 些 因子 . 而 且 ， 基于 长 期 的 比 
жек, 我 认为 第 58 个 因子 可 以 忽略 ， 这 些 因子 之 所 以 不 重要 是 因为 它们 的 效应 非常 小 , 没有 
实际 意义 . 工程 师 和 科学 家 通常 必须 对 他 们 正 考虑 的 真实 实验 中 的 部 分 因子 作出 以 上 的 决策 

现在 , 考虑 怎样 通过 实验 检验 第 1~4 个 因子 对 我 的 高 尔 夫 成 绩 的 影响 . 假定 实验 过 程 中 最 


(D 实验 设计 专家 可 能 会 说 , 济 火 介质 和 炉 次 的 效应 已 经 混杂 了 ， 也 就 是 说 ， 这 两 种 因子 的 效应 不 能 分 
ЖТ 
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多 能 打 8 轮 高 尔 夫 球 . 一 种 方法 就 是 选择 这 些 因子 的 任意 组 合 , 测试 它们 , 观测 发 生 了 什么 , 例 
如 , 选择 使 用 特大 长 打 棒 、 树 胶 球 、 乘 高 尔 夫 球 车 和 喝 水 的 组 合 , 结果 为 87 FF. 但 是 在 这 一 轮 中 ， 
我 注意 到 使 用 特大 长 打 棒 有 几 杆 进 球 结果 并 不 好 (高 尔 夫 比 赛 中 长 并 不 总 是 好 的 ), 因此 我 决定 
在 另 一 轮 中 使 用 常规 长 打 棒 , 其 他 因子 保持 不 变 . 基于 目前 试验 的 结果 , 下 次 试验 改变 一 个 (或 两 
个 ) 因子 的 水 平 , 这 种 方法 可 以 几乎 无 限期 地 继续 下 去 . 这 种 我 们 称 之 为 最 佳 猜测 法 (best-guess 
approach) 的 实验 策略 在 实践 中 经 常 被 工程 师 和 科学 家 所 采用 ， 因 为 实验 者 具有 大 量 关于 他 们 
正 研究 的 系统 的 技术 上 或 理论 上 的 知识 , 还 有 相当 丰富 的 实际 经 验 , 所 以 该 方法 的 使 用 效果 通常 
相当 好 . 但 是 最 佳 猜测 法 至 少 有 两 点 不 足 , 第 一 , 假定 最 初 的 最 佳 猜测 没有 产生 预期 的 结果 , 实 
验 者 不 得 不 做 另 一 种 关于 因子 水 平 正确 组 合 的 猜想 , 这 要 继续 很 长 一 段 时 间 , 而 且 没有 成 功 的 保 
ШЕ. 第 二 , 假定 最 初 的 最 佳 猜测 产生 了 一 个 可 以 接受 的 结果 , 现在 虽然 不 能 保证 最 优 解决 办 法 已 
被 发 现 , 但 实验 者 仍 试图 终止 实验 . 

另 一 种 在 实际 中 被 广泛 应 用 的 实验 策略 是 一 次 一 因子 (one-factor-at-a-time) 方法 ， 这 种 方 
法 包括 对 每 个 因子 选择 初始 点 , 或 者 水 平 的 初始 (baseline) 组 合 , 然后 在 保持 其 他 因子 在 初始 水 
平 不 变 的 条 件 下 , 让 每 一 个 因子 在 其 所 允许 的 范围 内 进行 连续 变动 . 当 所 有 的 试验 都 做 完 后 , 我 
们 就 可 以 作出 一 系列 的 图 形 , 来 显示 响应 变量 如 何 受 各 个 单 因 子 变化 ( 即 保持 其 他 因子 不 变 ) 的 
影响 . 图 1.2 给 出 了 高 尔 夫 实验 的 一 系列 图 , 将 特大 长 打 榨 、 树 胶 球 、 步 行 和 喝 水 作为 4 个 因子 
的 初始 水 平 . 这 个 图 的 解释 是 非常 直观 的 , 例如 , 行进 模式 曲线 的 斜率 是 负 的 , 我 们 可 以 得 出 乘 
车 有 助 于 提高 成 绩 的 结论 . 根据 这 些 一 次 一 因子 图 形 , 我 们 选择 的 最 优 组 合 是 常规 长 打 棒 、 乘 车 
和 喝 水 . 高 尔 夫 球 的 类 型 似乎 并 不 重要 . 


DELE 


特大 步行 RE 水 LL] 
长 打 和 行进 模式 饮料 


图 1.2 高 尔 夫 实验 的 一 次 一 因子 策略 的 结果 


一 次 一 因子 策略 的 主要 缺点 在 于 , 它 没 有 考虑 因子 өхете 
间 可 能 存在 的 交互 作用 (interaction)， 交 互 作用 会 使 一 
个 因子 与 另 一 个 因子 的 不 同 水 平 的 结合 使 用 难以 对 响应 
产生 同样 的 效应 . 图 1.3 说 明了 高 尔 夫 实验 中 长 打 标的 E 
类 型 和 饮料 因子 之 间 的 交 守 作用 . 可 以 看 出 , 如 果 我 使 
用 常规 长 打 棒 , 所 喝 的 饮料 类 型 对 得 分 几乎 没有 影响 ,但 


常规 长 打 棒 


是 如 果 我 使 用 特大 长 打 棒 , 喝 水 的 效果 比 喝 啤酒 的 效果 Ж 

更 好 . 因子 间 的 交互 作用 是 非常 普遍 的 , 如 果 交 互 作用 Каза 

存在 , 那么 一 次 一 因子 的 策略 产生 的 结果 往往 不 理想 . 许 13 高 尔 夫 实 验 长 打 棒 类 型 和 
多 人 没有 意识 到 这 一 点 , 结果 在 实际 中 经 常 采 用 一 次 一 球 的 类 型 的 交互 作用 


因子 实验 .( 有 些 人 确实 认为 这 个 策略 是 一 种 科学 方法 , 或 者 认为 它 “ 合 平 ” 工程 原理 .) 然而 对 设 
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计 而 言 , 一 次 一 因子 实验 往往 比 其 他 基于 统计 途径 的 方法 效率 更 低 . 第 5 章 将 详细 讨论 这 一 点 . 

处 理 多 个 因子 的 正确 方法 是 进行 析 因 实 验 (factorial experiment)， 这 种 实验 策略 是 所 有 因 
子 一 起 变化 , 而 不 是 一 次 变 一 个 . 析 因 实验 设计 的 概念 非常 重要 , 因此 本 书 中 有 好 几 章 都 介绍 基 
本 析 因 实验 及 其 大 量 有 用 的 变形 和 特例 . 

为 了 说 明 析 因 实验 是 如 何 进行 的 , 考虑 高 尔 夫 实验 , 假定 只 考虑 两 个 因子 : 长 打 棒 的 类 型 和 
球 的 类 型 . 图 1.4 显示 了 研究 两 个 因子 对 高 尔 夫 得 分 的 联合 效应 的 二 因子 析 因 实验 . 注意 到 这 
个 析 因 实验 的 两 个 因子 都 有 两 个 水 平 , 而 且 两 个 因子 水 平 交叉 的 所 有 可 能 组 合 在 设计 中 都 用 上 
T. 从 几何 上 看 , 也 就 是 4 轮 实验 的 结果 对 应 于 一 个 正 
方形 的 4 个 角 点 . 这 种 特殊 的 析 因 实验 称 作 22 析 因 设 
计 ( 两 个 因子 , 每 个 因子 有 两 个 水 平 ), 因为 我 希望 打 8 T 
轮 高 尔 夫 球 来 检测 这 些 因子 , 所 以 图 1.4 中 显示 的 每 MN 
个 因子 水 平 组 合 可 以 各 打 2 轮 . 实验 设计 者 称 之 为 重 Ы 
复 设 计 两 次 , 这 样 的 实验 设计 可 以 帮助 实验 者 研究 每 Fi 
个 因子 的 个 体 效应 (或 主 效应 ) 并 判定 因子 是 否 存在 Е 
交互 作用 ， * 

图 1.5a 显示 了 执行 图 1.4 中 的 析 因 实验 的 结果 . 

在 正方 形 的 4 个 角 点 上 显示 了 每 一 轮 高 尔 夫 得 分 , 注 

意 到 有 4 个 轮 次 的 高 尔 夫 得 分 提供 了 使 用 常规 长 打 棒 

的 信息 , 另外 4 轮 提供 了 使 用 特大 长 打 棒 的 信息 . 通 

过 计算 正方 形 右边 和 左边 的 得 分 均值 差 (如 图 1.5b 所 示 ), 我 们 得 到 从 特大 长 打 棱 换 到 常规 长 打 
棒 效 应 的 度量 , 即 
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图 1.5 图 1.4 中 的 高 尔 夫 实验 的 得 分 以 及 因子 效应 的 计算 
因此 , 从 特大 长 打 棒 换 到 常规 长 打 棒 平 均 每 轮 增加 3.25 2. 与 此 类 似 , 正方 形 项 部 的 4 个 得 分 
和 正方 形 底部 的 4 个 得 分 的 均值 差 度量 了 所 用 球 的 效应 ( 见 图 1.5c): 


= 88+91+92+94 — 88--90--93 191 
球 的 效应 = 7" Я 


最 后 , 用 右上 -左下 对 角 线 和 左上 - 右 下 对 角 线 的 均值 差 来 度量 球 类 型 和 长 打 棒 类 型 的 交互 作用 


- 0.75 
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(ЛЕ 1.54), 结果 如 下 : 
92+94+88+90 88--91--93--91 
球 和 球 棒 的 交互 作用 = Т - " 

析 因 实验 的 结果 表明 长 打 棒 的 效应 大 于 球 以 及 交互 作用 的 效应 , 可 以 利用 统计 检验 判定 这 
些 效应 与 0 是 否 有 显著 差异 . 事实 上 , 统计 证 据 表明 长 打 棒 效应 与 0 有 显著 差异 , 而 其 他 两 个 效 
应 与 0 没有 显著 差异 . 所 以 , 实验 结果 提示 我 应 该 采用 特大 长 打 棒 . 

这 个 简单 的 例子 显现 出 析 因 实验 的 一 个 非常 重要 的 特性 , 即 析 因 实 验 可 以 高 效率 地 利用 实 
验 数据 ,注意 到 这 组 实验 包括 8 个 观测 值 , 所 有 观测 值 都 用 于 计算 长 打 棒 、 球 和 交互 作用 的 效 
应 . 没有 其 他 的 实验 策略 可 以 这 样 高 效率 地 利用 数据 , 这 是 析 因 实验 一 个 重要 且 有 用 的 特性 . 

可 以 将 析 因 实 验 的 概念 推广 到 3 个 因子 . 假定 希望 研究 长 打 棒 类 型 、 球 类 型 以 及 饮料 类 型 
对 高 尔 夫 得 分 的 效应 , 并 且 假 定 这 3 个 因子 都 有 两 个 水 平 , 析 因 实验 的 设计 可 以 如 图 1.6 所 示 . 
注意 到 各 有 两 个 水 平 的 3 个 因子 有 8 个 试验 组 合 , 8 个 试验 点 可 以 在 几何 上 用 立方 体 的 8 个 顶 
点 来 表示 . 这 是 一 个 23 析 因 设 计 的 例子 . 因为 我 只 想 打 8 轮 高 尔 夫 球 , 所 以 , 此 次 实验 要 求 我 每 
轮 只 能 打 图 1.6 中 的 8 个 顶点 所 代表 的 其 中 一 种 组 合 . 但 是 , 与 图 1.4 中 的 二 因子 析 因 设 计 相 
6, 2° 析 因 设 计 在 因子 的 效应 方面 提供 了 相同 的 信息 . 例如 , 若 图 1.4 中 的 二 因子 设计 中 的 每 轮 
实验 重复 两 次 , 则 在 这 两 个 设计 中 , 都 有 4 个 试验 提供 关于 常规 长 打 棒 的 信息 , 4 个 试验 提供 关 
于 特大 长 打 棒 的 信息 . 


= 0.25 


饮料 


ime 
图 1.6 涉及 长 打 梯 类 型 、 球 类 型 以 及 饮料 类 型 的 三 因子 析 因 实验 
图 1.7 显示 了 如 何在 24 析 因 设计 中 研究 所 有 的 4 个 因子 一 一 长 打 棒 、 球 、 饮料 和 行进 方式 


(步行 或 乘 车 ), 像 在 任意 的 析 因 设计 中 一 样 , 它 利用 了 因子 水 平 组 合 的 所 有 可 能 . 由 于 所 有 4 个 
因子 都 有 两 个 水 平 , 所 以 这 个 实验 设计 在 几何 上 仍然 可 以 用 立方 体 (实际 上 是 超 立 方 体 ) RR. 


行进 模式 


图 1.7 涉及 长 打 棒 类 型 、 球 类 型 、 饮 料 类 型 以 及 行进 模式 的 四 因子 析 因 实 验 


一 般 地 , 如 果 有 k 个 因子 , 每 个 因子 有 两 个 水 平 , 那么 析 因 设计 就 要 进行 2* 轮 . 例如 , 图 1.7 
中 的 实验 要 进行 16 轮 . 显然 , 随 着 感 兴 趣 的 因子 数 的 增加 , 要 求 的 轮 数 也 迅速 增加 .比如 , 具有 
10 个 因子 、 每 个 因子 都 有 两 个 水 平 的 实验 需要 进行 1 024 轮 . 这 无 论 从 时 间 还 是 资源 角度 来 说 ， 
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都 是 不 可 行 的 . 在 高 尔 夫 实验 中 , 我 只 能 打 8 轮 高 尔 夫 球 , 所 以 图 1.7 中 的 实验 次 数 就 已 经 很 多 
Ts 

所 幸 的 是 , 如 果 有 4-5 个 甚至 更 多 的 因子 , 通常 没 必要 对 因子 水 平 所 有 可 能 的 组 合 一 一 进 
行 试验 , 分 式 析 因 实 验 (fractional factorial experiment) 是 基本 的 析 因 设 计 的 变形 , 它 只 对 所 有 
组 合 的 一 个 子 集 进行 试验 . 图 1.8 显示 了 高 尔 夫 实 验 中 4 个 因子 的 一 个 分 式 析 因 设 计 . 这 个 实 
验 只 需要 做 8 轮 而 不 是 原来 要 求 的 16 轮 , 因此 称 作 去 分 式 (one-half fraction)， 如 果 我 只 做 8 
轮 实验 , 那么 这 是 研究 所 有 4 个 因子 的 极 好 试验 . 它 提供 了 很 好 的 关于 4 个 因子 主 效应 的 信息 
以 及 因子 间 如 何 交互 的 部 分 信息 . 


图 1.8 涉及 长 打 棒 类 型 、 球 类 型 、 饮 料 类 型 以 及 行进 模式 的 四 因子 分 式 析 因 实 验 


分 式 析 因 设计 广泛 应 用 在 产品 研究 和 开发 以 及 过 程 改进 中 . 这 些 设计 将 在 第 8 章 中 讨论 . 
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实验 设计 方法 在 很 多 学 科 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 正如 前 面 提 到 的 一 样 , 我 们 可 以 把 实验 看 作 
科学 研究 过 程 的 一 部 分 , 也 可 以 把 它 看 作 是 探究 系统 或 过 程 运行 方式 的 一 种 途径 . 一 般 来 说 , 我 
们 先是 对 某 一 过 程 提 出 一 些 猜想 , 然后 进行 实验 , 产生 这 一 过 程 的 一 些 数据 , 再 用 来 自 这 一 实验 
的 信息 建立 新 的 猜测 , 它 又 导出 新 的 实验 , 如 此 等 等 . 我 们 正 是 通过 这 样 的 一 系列 活动 进行 探究 
№. 

在 科学 和 工程 学 领域 , 实验 设计 是 改进 产品 实现 过 程 的 非常 重要 的 手段 ， 这些 活动 是 新 的 
制造 过 程 设 计 与 开发 以 及 过 程 管理 中 的 重要 元 素 , 在 过 程 开发 的 早期 , 应 用 实验 设计 方法 能 够 : 
(1) 提高 产量 ; (2) 减少 变异 性 , 与 额定 值 或 目标 值 更 为 一 致 ; (3) 缩短 开发 时 间 ; (4) 降低 总 成 本 . 

实验 设计 方法 在 开发 新 产品 、 改 进 老 产品 的 工程 设计 (engineering design) 活动 中 也 扮演 着 
重要 角色 . 实验 设计 在 工程 设计 中 的 某 些 应 用 包括 : (1) 评价 和 比较 基本 的 设计 结构 ; (2) 评定 材 
料 的 选择 方案 ; (3) 选择 设计 参数 , 使 得 产品 能 在 广泛 的 实际 使 用 条 件 下 运行 良好 , 也 就 是 说 , 使 
得 产品 是 稳健 的 ; (4) 确定 影响 产品 性 能 的 关键 产品 设计 参数 ; (5) 新 产品 的 配方 . 在 这 些 领 域 中 ， 
应 用 实验 设计 可 以 使 产品 更 容易 制造 , 具有 更 高 的 现场 性 能 和 可 靠 性 , 具有 更 低 的 产品 成 本 、 更 
短 的 产品 设计 和 开发 时 间 . 现在 介绍 儿 个 例子 来 予以 说 明 . 

例 1.1 过程 刻画 

一 台 温 流 焊接 机 用 在 印刷 电路 板 的 制造 过 程 中 . 机 器 将 电路 板 在 焊剂 中 清洗 、 预 热 , 然后 将 它 顺 着 传送 
带 通过 一 波 融 化 的 焊料 ， 这 一 焊接 过 程 将 板 上 的 加 铅 元 件 进行 电 连 接 和 机 械 连 接 . 

目前 , 该 过 程 产生 大 约 1% 的 次 品 , 也 就 是 说 , 电路 板 上 约 有 1% 的 焊 点 是 不 合格 的 , 需要 人 工 修正 . 但 
Ж, 因为 每 个 印刷 电路 板 平均 含有 2 000 多 条 焊接 线 , 即使 是 1% 的 次 品 水 平 也 使 需要 返工 的 焊 点 太 多 了 
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对 此 , 负责 该 过 程 的 工程 师 想 用 实验 设计 来 确定 哪些 机 器 参数 对 出 现 焊料 次 品 有 影响 ， 以 及 应 该 怎样 调整 那 
些 变量 以 便 减 少 焊 料 次 品 . 

浸 流 焊接 机 有 以 下 几 个 可 以 控制 的 变量 ，(1) 焊料 温度 ; (2) 预 热 温度 ; (3) 传送 带 速度 ; (4) 焊剂 类 型 ; 
(5) 焊剂 的 比重 ; (6) 焊料 波 的 深度 ; (7) 传送 带 角度 ， 

除了 这 些 可 控制 的 因子 之 外 , 还 有 另外 几 个 因子 在 日 常生 产 中 不 容易 控制 (尽管 为 了 试验 的 目的 可 以 
对 它们 进行 控制 ) 这 些 因子 是 : (1) 印刷 电路 板 的 厚度 ; (2) 电路 板 上 所 用 的 元 件 的 类 型 ; (3) 电路 板 上 的 元 
件 的 布局 ; (4) 操作 工 ; (5) 生产 率 . 

在 这 种 情况 下 ,工程师 想 要 刻画 (characterize) 温 流 焊接 机 . 也 就 是 说 , 他 想 要 确定 哪些 因子 (可 控制 
的 与 不 可 控制 的 ) 对 印刷 电路 板 出 现 次 品 有 影响 . 要 完成 这 一 任务 , 他 可 以 设计 一 个 实验 以 便 能 够 估计 因子 
效应 的 大 小 和 方向 , 即 当 每 个 因子 变化 时 , 响应 变量 (每 单位 的 次 品 数 ) 能 有 多 大 的 变化 , 所 有 因子 一 起 改变 
产生 的 结果 与 调节 个 别 因子 产生 的 结果 有 没有 差别 ( 即 , 因子 间 是 否 存 在 交互 作用 )? 有 时候, 我 们 称 这 类 实 
KAMERE (screening experiment)， 籍 选 实验 或 刻画 实验 一 般 需 要 使 用 分 式 析 因 设计 , 如 图 1.8 所 示 的 
高 尔 夫 例子 . 

由 这 种 筛选 实验 或 刻画 实验 所 得 到 的 信息 , 将 用 于 识别 关键 的 过 程 因子 , 并 确定 这 些 因子 的 调整 方向 以 
便 进一步 减少 单位 次 品 数 ， 实验 也 可 以 提供 关于 在 日 常生 产 中 哪些 因子 应 该 更 仔细 地 控制 的 信息 ， 以 避免 出 
现 高 次 品 水 平和 不 稳定 的 过 程 性 能 . 这 样 一 来 , 实验 的 一 种 结果 可 能 就 是 ,不 仅 可 以 将 控制 图 技术 运用 到 过 
程 输出 上 , 而 且 可 以 将 像 控制 图 这 样 的 技术 应 用 到 一 个 或 多 个 过 程 变量 (例如 焊料 温度 ) 中 . 过 一 段 时 间 , 如 
果 过 程 有 足够 的 改善 , 就 有 可 能 主要 依靠 过 程控 制 方案 来 控制 过 程 输入 变量 ， 而 不 是 依靠 控制 图 来 控制 过 程 
输出 

例 1.2 ”过程 优化 

在 刻画 实验 中 ， 人 们 通常 希望 确定 哪些 过 程 变量 会 影响 过 程 的 响应 ， 逻辑 上 , 下 一 步骤 就 是 优化 ， 即 确 
定 导致 最 佳 响应 的 重要 因子 的 范围 . 例如 , 如 果 响 应 是 产 率 , 则 寻求 最 大 产 率 的 区 域 ; 如 果 响应 是 产品 的 一 个 
重要 尺度 的 变异 性 , 则 寻求 最 小 变异 性 的 区 域 . 

假设 我 们 想 要 提高 某 一 化 学 过 程 的 产 率 . 由 刻画 实验 的 结果 知道 , 影响 产 率 的 两 个 最 重要 的 过 程 变量 是 
拘 作 温度 和 反应 时 间 ， 当 前 过 程 是 在 温度 1459 F, 反应 时 间 2.1 小 时 进行 的 , 产 率 约 为 80%. 图 1.9 显示 了 
时 间 -温度 区 域 的 俯视 图 ， 在 此 图 中 , 具有 相同 产 率 的 连 线 形成 了 响应 等 高 线 (contour)， 该 图 显示 了 产 率 为 
60%,，70%，80%，90%，95% 的 等 高 线 图 ， 这 些 等 高 线 是 产 率 曲 面 (对 应 于 前 面 所 说 的 百分比 产 率 ) 的 截面 
在 时 间 - 温 度 区域 上 的 投影 . 此 产 率 曲面 有 时 叫做 响应 曲面 (response surface). 图 1.9 中 的 真实 响应 曲面 对 
生产 人 员 来 说 是 未 知 的 , 所 以 需要 实验 的 方法 并 通过 调整 时 间 和 温度 来 优化 产 率 . 

为 了 找 出 最 优 值 的 位 置 , 需要 进行 时 间 和 温度 一 起 变化 的 实验 ， 即 , 析 因 实验 . 图 1.9 显示 了 时 间 和 温 
度 都 各 有 两 个 水 平 的 析 因 实验 的 结果 , 在 正方 形 4 个 角 点 处 观测 得 到 的 响应 显示 , 我 们 应 该 按 增加 温度 且 减 
小 反应 时 间 的 方向 移动 以 增加 产 率 , 依 此 方向 再 进行 少量 的 附加 实验 , 而 这 些 附加 实验 将 足以 使 我 们 找到 最 
大 产 率 区 域 的 位 置 . 

一 旦 找到 了 优化 区 域 ， 一 般 就 要 进行 另 一 次 实验 .第 2 次 实验 的 目标 是 开发 一 个 过 程 的 经 验 模型 ， 并 
得 到 一 个 对 时 间 和 温度 的 最 优 运行 条 件 的 精确 估计 ， 这 种 过 程 最 优化 的 方法 称 作 响 应 曲面 方法 (response 
surface methodology), 第 11 章 将 会 详细 研究 它 ， 图 1.9 中 的 第 2 个 实验 是 一 个 中 心 复合 设计 (central 
composite design), 是 用 在 过 程 优化 研究 中 最 重要 的 实验 设计 之 一 . 

例 1.3 ”产品 设计 I 

生化 工程 师 要 设计 一 种 新 的 药品 静脉 推 射 硝 ， 这 种 推 射 泵 应 该 在 特定 的 时 间 里 注射 规定 剂量 的 药品 她 
必须 指定 一 些 变量 或 设计 参数 , 其 中 包括 空 简 的 直径 和 长 度 、 空洞 和 活塞 的 适合 度 、 活 塞 的 长 度 、 连 接 推 射 
泵 和 插入 病人 静脉 的 针 的 乳头 的 直径 和 壁 厚 、 用 来 制造 空 简 和 乳头 的 材料 ,以 及 系统 必须 控制 的 额定 气压 . 
部 分 设计 参数 的 效应 可 以 通过 建立 原型 (原型 中 的 参数 在 合适 的 范围 内 变化 ) 来 评估 .可 以 设计 实验 来 检验 
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原型 , 从 而 发 现 哪 些 设计 参数 对 静 推 汞 的 性 能 影响 最 大 . 分 析 这 些 信息 可 以 帮助 工程 师 找到 一 种 设计 以 提供 
可 靠 且 平 稳 的 药品 注射 . 


第 二 次 优化 实验 


引 向 较 高 产 率 
区 域 的 途径 
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图 1.9 ”说 明 优化 实验 的 产 率 作为 反应 时 间 和 反应 温度 的 函数 的 等 高 线 图 


例 1.4 产品 设计 II 

工程 师 要 设计 一 种 飞机 发 动机 (商用 的 涡 扇 发 动机 )， 希望 能 运用 到 飞行 高 度 为 40 000 英尺 、 飞 行 速度 
为 0.8 马赫 的 巡航 机 中 ， 设 计 参 数 包 括 进口 流量 、 扇 压 比 、 总 气压 、 定 子 出 口 温度 以 及 许多 其 他 因子 ， 系 统 
的 输出 响应 变量 有 耗 油 量 和 发 动机 推进 力 ， 在 设计 过 程 的 早期 , 不 允许 建造 原型 或 试验 飞机 ， 所 以 工程 师 利 
用 系统 的 计算 机 模型 (computer model), 并 把 重点 放 在 发 动机 的 关键 设计 参数 上 ， 他们 改变 这 些 参数 以 便 
优化 发 动机 的 性 能 . 实验 设计 可 以 借助 发 动机 的 计算 机 模型 来 确定 最 重要 的 设计 参数 和 它们 的 最 优 设置 . 

设计 师 经 常 利用 计算 机 模型 来 辅助 设计 , 例如, 许多 结构 性 设计 和 机 理性 设计 方面 的 有 限 元 模型 , 集成 
电路 设计 的 电路 模拟 , 工厂 或 企业 级 的 用 于 进度 计划 和 产量 计划 或 供应 链 管理 的 模型 ， 以 及 复杂 化 学 过 程 的 
计算 机 模型 ， 统 计 设计 实验 可 以 像 在 实际 的 物理 系统 中 一 样 简便 和 成 功 地 应 用 在 这 些 模型 当中 ,从 而 缩减 开 
发 时 间 , 以 获得 更 好 的 设计 . 

giis ”产品 配方 

生化 工程 师 要 设计 一 种 诊断 产品 来 检测 某 一 种 特定 疾病 是 否 存在 ， 该 产品 是 生物 材料 、 化 学 试剂 和 其 
他 材料 的 混合 物 , 当 与 人 的 血液 混合 时 发 生 反应 并 提供 诊断 信息 . 这 里 使 用 的 实验 类 型 是 混 料 实验 (mixture 
experiment), 因为 组 成 诊断 产品 的 各 成 分 在 混合 物 中 的 比率 总 和 为 100%( 无 论 是 体积 比 、 重量 比 还 是 摩尔 
比 )， 响 应 是 在 产品 中 出 现 的 混合 比 的 函数 ， 混 料 实验 是 响应 曲面 实验 的 特殊 类 型 , 第 11 章 将 会 研究 它们 . 
在 设计 生物 科技 产品 、 药品 、 油漆 和 涂料 、 消 费 品 (比如 清洁 剂 、 肥 皂 和 其 他 个 人 护理 用 品 )， 以 及 各 种 其 他 
产品 方面 , 它们 都 有 很 大 的 用 途 


1.3 基本 原理 


如 果 想 要 更 有 效 地 进行 例 11 至 例 1.5 所 描述 的 那 种 实验 , 就 必须 用 科学 的 方法 来 设计 它 
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们 . 所 谓 实验 的 统计 设计 (statistical design of experiments), 就 是 设计 实验 的 过 程 , 以 便 收集 适 
合 于 用 统计 方法 分 析 的 数据 , 从 而 得 出 有 效 且 客观 的 结论 . 如 果 想 从 数据 中 得 出 有 意义 的 结论 ， 
那么 用 统计 方法 作 实 验 设计 是 必要 的 . 当 问 题 涉及 受 实验 误差 影响 的 数据 时 , 只 有 统计 方法 才 是 
客观 的 (objective) 分 析 方 法 . 因此 , 任何 实验 问题 就 存在 两 个 方面 ; 实验 的 设计 和 数据 的 统计 分 
Jr. 这 两 个 方面 是 紧密 相连 的 , 因为 分 析 方法 直接 依赖 于 所 用 的 设计 . 这 两 个 论题 在 本 书 中 都 有 
PR. 

实验 设计 的 3 个 基本 原理 是 随机 化 (randomization)、 重 复 (replication) 和 区 组 化 (blocking). 
随机 化 是 实验 设计 中 使 用 统计 方法 的 基石 . 它 的 意思 是 , 实验 材料 的 分 配 和 实验 中 各 次 试验 进行 
的 顺序 都 是 随机 确定 的 . 统计 方法 要 求 观测 值 (或 误差 ) 是 独立 分 布 的 随机 变量 随机 化 通常 能 
使 这 一 假定 有 效 , 把 实验 进行 适当 的 随机 化 亦 有 助 于 “平均 掉 ” 可 能 出 现 的 外 来 因子 的 效应 . 例 
如 , 假设 上 述 硬度 实验 中 的 试 件 的 厚度 稍 有 差异 , 而 淳 火 介 质 的 效应 可 能 会 受 试 件 厚 度 的 影响 . 
如 果 所 有 油 淳 的 试 件 都 比 盐水 淳 的 试 件 摩 , 则 实验 结论 可 能 存在 系统 偏差 . 这 个 偏差 将 对 其 中 一 
种 淳 火 介质 不 利 ， 从 而 对 我 们 的 结论 也 不 利 ， 然 而 给 淳 火 介质 随机 地 分 配 试 件 就 会 缓解 这 种 问 
题 . 

计算 机 软件 程序 经 常用 于 辅助 实验 者 选择 和 指导 实验 设计 , 这 些 程序 经 常 使 实验 设计 按照 
随机 的 顺序 执行 每 一 轮 . 随机 顺序 可 以 由 一 个 随机 数字 发 生 器 产生 . 但 即使 有 了 这 样 一 种 计算 
机 程序 , 仍 有 必要 安排 在 实验 中 使 用 的 各 种 实验 材料 (比如 前 面 提 到 的 硬度 例子 中 的 各 个 试 件 ) 、 
操作 者 和 测量 装置 等. 

有 时 候 实验 者 很 难 随机 化 实验 的 某 一 部 分 ， 例 如 在 化 学 过 程 中 , 温度 是 非常 难以 改变 的 变 
量 . 相对 于 其 他 因子 , 我 们 很 少 改变 它 . 在 这 种 实验 中 , 完全 随机 化 是 非常 困难 的 , 因为 它 需 增加 
BEIAU. 我 们 将 采用 统计 设计 方法 来 处 理 随 机 化 的 限制 问题 . 这 些 方法 的 一 部 分 将 在 后 续 章 
节 中 讨论 (特别 地 , 见 第 13 W). 

所 谓 重复 , 是 指 每 个 因子 水 平 组 合 的 独立 重复 . 在 1.1 节 讨论 的 冶炼 实验 中 , 重复 包含 用 油 
济 处 理 试 件 和 用 盐水 济 处 理 试 件 . 这 样 , 当 在 每 种 济 火 介质 中 处 理 了 5 块 试 件 时 , 我 们 就 说 做 了 
5 次 重复 . 这 10 个 观测 值 中 的 每 一 个 都 是 按照 随机 次 序 进行 的 . 重复 有 两 条 重要 的 性 质 第 一 ， 
它 允 许 实验 者 得 到 一 个 实验 误差 估计 , 这 个 误差 估计 成 为 一 个 确定 数据 之 间 的 观测 差 是 否 统计 
意义 的 实际 差 的 基本 度量 单位 . 第 二 , 如 果 用 样本 均值 (8) 估计 实验 中 某 一 因子 水 平 的 响应 均值 
的 真 值 , 则 重复 能 够 使 得 实验 者 得 到 更 精确 的 参数 估计 . 例如 : 如 果 о? 是 单个 观测 值 的 方差 , В. 
有 n 次 重复 , 则 样本 均值 的 方差 是 


o? 


2 
dp 
也 就 是 说 , WRA n = 1 次 重复 并 观测 得 y; = 145) 和 ya = ТАТК), 我 们 也 许 
不 能 作出 关于 济 火 介质 效应 的 满意 推断 , 即 观测 差 可 能 是 实验 误差 的 结果 . 关键 是 , 没有 重复 我 
们 就 没有 办 法 知道 这 两 个 观测 值 为 何不 同 , 另 一 方面 , 如 果 n 合理 地 大 且 实 验 误差 足够 小 , 则 当 
我 们 观测 到 y, < y, 时 , 就 有 相当 可 靠 的 结论 : 对 这 种 特殊 的 铝 合金 而 言 , 盐水 济 会 比 油 淳 产生 
更 高 的 硬度 

通常 在 随机 化 实验 中 连续 两 次 (或 更 多 次 ) 试验 的 一 些 因子 会 出 现 完全 相同 的 水 平 . 例如 ， 

一 个 实验 中 有 3 个 因子 : 压强 、 温度 和 时 间 . 随机 化 实验 次 序 后 , 我 们 发 现 : 


S 
R 
* 
2 


试验 号 压强 (psi) 温度 (С) 时 间 (分 钟 ) 
i 30 100 30 
4+1 30 125 45 
із2 40 -- —25. 45 
第 i 次 和 第 i+1 次 试验 中 , 压强 的 水 平 是 相同 的 , 而 第 i+1 次 和 第 计 2 次 试验 中 , 温度 和 时 间 
的 水 平 是 相同 的 . 为 了 获得 真正 的 重复 性 , 实验 者 需要 在 第 i 次 和 第 i+1 次 试验 中 间 ,“ 扭 动 压 
力 旋钮 调 到 一 个 中 间 值 , 并 在 第 i+1 次 试验 中 重新 设 定 压强 为 30 psi. 类 似 地 , 在 第 i+1 次 
和 第 i+2 次 中 间 , 在 设 定 第 i+2 次 试验 设计 水 平 之 前 , 先 将 温度 和 时 间 设 定 在 中 间 水 平 ， 部 分 
实验 误差 就 源 自 达 到 和 维持 因子 水 平 的 变异 性 . 
重复 和 重复 测量 是 有 很 大 区 别 的 . 例如 , 假定 在 一 个 单 唱片 等 离子 体 蚀 刻 工序 中 蚀刻 一 个 硅 
晶片 ,唱片 的 关键 尺寸 需 测量 3 次 . 这 种 测量 不 是 重复 , 而 是 重复 测量 . 此 时 , 3 次 重复 测量 的 观 
测 差异 受 测量 系统 或 量具 内 在 的 变异 性 的 直接 影响 . 又 如 , 在 半导体 制造 实验 中 , 用 一 个 氧化 炉 
在 特定 的 气流 率 和 时 间 的 条 件 下 同时 加 工 4 个 晶片 , 测量 每 个 晶片 的 氧化 物 厚度 . 和 前 例 相同 ， 
这 4 个 晶片 的 测量 不 是 重复 而 是 重复 测量 . 在 这 个 案例 中 , 这 4 个 测量 值 反 映 了 特定 的 炉 次 中 
晶片 间 差 异 和 变异 性 的 其 他 来 源 . 而 重复 既 反 映 试 验 间 的 变异 又 反映 试验 内 (内 在 ) 的 变异 ， 
区 组 化 是 用 来 提高 实验 精度 的 一 种 设计 技术 , 使 用 它 我 们 在 感 兴趣 的 因子 之 间 进 行 比较 . 区 
组 化 常用 于 减少 或 消除 讨厌 因子 带 来 的 变异 . 讨厌 因子 是 指 可 能 影响 实验 响应 而 我 们 不 直接 感 
兴趣 的 因子 . 例如 , 在 一 个 化 学 过 程 中 , 要 在 所 有 的 轮 次 中 使 用 两 批 原材料 . 然而 ， 由 于 供 货 商 之 
间 的 不 同 可 能 造成 批 次 间 的 差异 , 如 果 我 们 对 这 种 影响 不 是 特别 感 兴趣 , 就 可 以 将 原材料 的 批 次 
作为 讨厌 因子 ,一 般 地 , 区 组 是 一 组 相对 类 似 的 实验 条 件 . 在 化 学 过 程 的 例子 中 , 批 次 内 的 变异 
预期 小 于 批 次 间 的 变异 , 所 以 各 个 批 次 的 原材料 将 组 成 一 个 区 组 WF, 正如 在 该 例 中 一 
Fi, 讨厌 因子 的 每 个 水 平 形成 一 个 区 组 . 实验 者 在 统计 设计 中 将 观测 值 按 区 组 进行 分 组 . 本 书 多 
处 (包括 第 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13 Ж) 将 详细 地 讨论 区 组 化 问题 , 2.5.1 节 给 出 了 -个 简单 例子 来 
说 明 区 组 化 原理 . 
实验 设计 的 3 个 基本 原理 (随机 化 、 重复 和 区 组 化 ) 是 每 个 实验 的 重要 部 分 通 贯 本 书 , 我 
们 将 反复 地 解释 并 强调 这 些 基本 原理 . 
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为 了 在 设计 和 分 析 实 验 时 使 用 统计 方法 ， 与 实验 有 关 的 每 一 个 人 需要 预先 对 所 研究 的 问题 
究竟 是 什么 以 及 如 何 收集 数据 等 有 一 个 清晰 的 认识 ， 至 少 要 对 如 何 分 析 这 些 数据 有 一 个 定性 的 
TR. 推荐 的 步骤 大 纲 见 表 1.1. 现在 我 们 简要 地 讨论 该 大 纲 并 详细 地 描述 其 中 的 一 些 要 点 . 更 
多 的 细节 , 见 Coleman and Montgomery(1993). 本 章 的 补充 材料 也 是 有 用 的 . 

(1) 问题 的 识别 与 表述 ”这 一 点 看 起 来 似乎 是 再 明白 不 过 了 , 但 是 在 实践 中 ， 确认 需要 实验 
的 问题 的 存在 却 并 不 是 那么 简单 的 , 将 问题 阐述 得 简明 而 又 可 以 被 普遍 接受 就 更 不 简单 了 ， 需要 
对 实验 目的 有 一 个 全 面 的 考虑 . 通常， 吸收 所 有 有 关 各 方 的 参与 是 很 重要 的 , 其 中 包括 : 工程 部 、 
质量 保证 部 、 制 造 部 、 市 场 营 销 部 、 管 理 部 门 、 顾 客 以 及 操作 工 (通常 , 他 们 有 很 多 很 好 的 想法 ， 
却 常常 被 忽略 了 ). 基于 这 个 原因 , 采用 团队 方法 来 设计 实验 是 值得 推荐 的 . 
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表 1.1 设计 实验 指南 


(1) 问题 的 识别 与 表述 

(2) 响应 变量 的 选择 ” 实验 前 的 计划 

(3) 因子 、 水 平和 范围 的 选择 * 

(4) 实验 设计 的 选择 

(5) 进行 实验 

(6) 数据 的 统计 分 析 

(7) 结论 和 建议 

ж 在 实践 中 , 第 2 步 和 第 З 步 通常 同时 进行 或 以 相反 次 序 进行 . 


对 实验 涉及 的 有 关 问 题 列 一 个 清单 往往 是 有 帮助 的 . 明确 地 陈述 问题 通常 有 助 于 更 好 地 理 
解 正在 研究 的 现象 以 及 问题 的 最 终 解决 方案 . 牢记 总 目标 也 很 重要 . 例如 , 它 是 否 一 个 新 的 过 程 
或 系统 (此 时 初始 目标 可 能 是 刻画 或 因子 筛选 ) 它 是 否 一 个 已 经 被 提前 刻画 的 成 熟 的 或 者 容易 
理解 的 系统 (此 时 目标 可 能 是 优化 )? 一 个 实验 可 能 有 许多 目标 , 包括 确认 (系统 运行 的 方式 是 否 
与 以 前 一 样 ? )、 发 现 (如 果 我 们 开发 新 的 材料 、 变 量 、 运 行 条 件 等 , 将 会 发 生 什 么 ? )、 稳 定性 或 
稳健 性 (在 什么 条 件 下 响应 变量 受 因子 的 影响 小 , 或 者 我 们 怎样 才能 减 小 我 们 不 能 直接 控制 的 来 
源 引 起 的 响应 变量 的 变异 ? ). 显然 , 实验 中 涉及 的 问题 直接 与 总 目标 相关 . 提出 问题 时 必须 认识 
到 一 个 大 的 综合 性 实验 不 可 能 满意 地 回答 所 有 的 关键 性 问题 . 一 个 综合 性 实验 要 求实 验 者 知道 
许多 问题 的 答案 , 如 果 他 们 错 了 , 结果 将 是 令 人 失望 的 . 这 不 仅 浪费 时 间 、 材 料 和 其 他 资源 , 也 许 
还 会 导致 根本 不 能 满意 地 回答 起 初 研究 的 问题 . 采用 序 贯 的 方法 是 一 个 较 好 的 策略 . 所 谓 序 贯 的 
方法 , 就 是 做 一 系列 较 小 的 实验 , 每 个 实验 都 有 一 个 特定 的 目标 , 比如 因子 筛选 . 

(2) 响应 变量 的 选择 ”在 选择 响应 变量 时 , 实验 者 应 该 确信 这 个 变量 确实 会 对 所 研究 的 过 程 
提供 有 用 的 信息 . 我 们 经 常 取 测 量 特性 的 平均 值 或 标准 差 (或 两 者 ) 为 响应 变量 . 多重 响应 并 非 
不 常用 ,仪表 性 能 (或 测量 误差 ) 也 是 一 个 重要 因子 ， 如果 仪表 性 能 差 , 则 只 有 相对 大 的 因子 效 
应 才能 通过 实验 检测 出 来 , 或 者 需要 做 附加 的 重复 实验 , 在 一 些 仪表 性 能 不 好 的 情形 下 , 实验 者 
可 以 多 次 测量 每 个 实验 单元 , 采用 重复 测量 的 平均 值 作为 响应 的 观测 值 . 在 进行 实验 前 , 确定 与 
响应 的 定义 及 测量 方式 有 关 的 事项 是 非常 重要 的 ， 有 时 设计 实验 被 用 来 研究 和 改进 测量 系统 的 
性 能 , 相关 例子 见 第 12 章 . 

(3) 因子 、 水 平和 范围 的 选择 (如 表 1.1 的 注释 所 示 , 第 2 步 和 第 3 步 通 常 同 时 进行 , 或 者 
以 相反 次 序 进行 .) 当 所 考虑 的 因子 可 能 影响 过 程 或 系统 的 改进 时 , 实验 者 发 现 这 些 因子 通常 可 
以 分 为 潜在 设计 因子 或 讨厌 因子 , 潜在 设计 因子 是 指 实验 者 希望 在 实验 中 改变 的 因子 . 通常 我 
们 发 现 会 有 许多 的 潜在 设计 因子 , 所 以 对 它们 进行 进一步 分 类 是 有 帮助 的 . 一 些 有 用 的 分 类 包括 
设计 因子 、 保 持 常 量 因 子 和 人 允许 改变 因子 . 设计 因子 是 指 在 实验 中 被 实际 选择 用 来 研究 的 因子 . 
保持 常量 因子 是 指 可 能 对 响应 施加 一 些 影响 的 变量 , 但 是 对 于 当前 实验 的 目的 而 言 , 我 们 对 这 些 
因子 并 不 感 兴趣 , 所 以 它们 将 被 保持 在 一 个 特定 的 水 平 . 例如 , 在 半导体 工厂 的 蚀刻 实验 中 , 也 
许 有 一 个 效应 对 于 用 在 实验 中 的 特定 的 等 离子 蚀刻 机 来 说 是 唯一 的 . 但 是 , 这 个 因子 在 实验 中 是 
很 难 改变 的 , 所 以 实验 者 也 许 会 在 一 个 特定 的 (在 理想 情况 下 , 是 “典型 的 ") 蚀刻 机 上 进行 所 有 
的 实验 , 因此 该 因子 保持 为 常量 . 至 于 允许 改变 因子 , 虽然 实验 单元 或 设计 因子 所 运用 到 的 “ 材 
料 ” 通 常 不 是 类 似 的 , 但 是 我 们 经 常 忽略 掉 单 元 和 单元 之 间 的 变异 , 而 依靠 随机 化 来 抵消 材料 或 


本 
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实验 单元 的 效应 . 我 们 通常 假定 保持 常量 因子 和 允许 改变 因子 的 效应 相对 较 小 . 

但 是 , 讨厌 因子 可 能 有 较 大 的 效应 , 尽管 在 当前 实验 的 环境 中 我 们 对 此 并 不 感 兴趣 , 但 是 必 
须 考虑 这 种 效应 . 讨厌 因子 通常 分 为 可 控 因子 、 不 可 控 因 子 和 噪声 因子 , 可 控 的 讨厌 因子 是 指 它 
的 水 平 可 被 实验 者 设置 . 例如 , 实验 者 在 进行 实验 时 可 以 选择 原材料 的 不 同 批 次 或 者 一 周 中 的 不 
同日 子 ， 前 面 讨论 的 区 组 概念 经 常用 来 处 理 可 控 的 讨厌 因子 . 如 果 一 个 讨厌 因子 在 实验 中 是 不 
可 控 的 , 但 是 它 是 可 以 测量 的 , 那么 可 以 采用 一 个 被 称 为 协 方差 分 析 的 分 析 过 程 来 补偿 它 的 效应 
例如 , 过 程 环境 的 相对 湿度 影响 过 程 的 性 能 , 如 果 湿度 不 能 控制 , 那么 它 有 可 能 被 测量 且 被 视 为 
WER. 若 因子 在 过 程 中 自然 变化 且 不 可 控制 , 但 基于 实验 的 目的 而 言 它 是 可 控 的 , 则 称 此 因子 
为 噪声 因子 ,在 这 种 情况 下 , 我 们 的 目标 通常 是 寻找 可 控 实 验 因子 的 设置 , 以 最 小 化 噪声 因子 引 
起 的 变异 性 . 有 时 称 之 为 过 程 稳健 性 研究 或 稳健 设计 问题 . 区 组 、 协 方差 分 析 和 过 程 稳健 性 研究 
将 在 后 面 章节 继续 讨论 . 

一 旦 实验 者 选择 了 设计 因子 ， 他 或 她 必须 选择 这 些 因子 变化 的 范围 及 其 特定 水 平 , 还 必须 考 
虑 如 何 将 这 些 因子 控制 在 所 希望 的 数值 上 以 及 如 何 测量 这 些 数值 . 例如 ， 在 漫 流 焊 接 实验 中 , T 
程 师 已 经 确定 了 12 个 可 能 影响 出 现 焊接 次 品 的 变量 . 实验 人 员 还 必须 确定 每 个 变量 的 范围 ( 即 
每 个 因子 未 来 可 能 变化 的 范围 ) 以 及 每 个 变量 使 用 多 少 个 水 平 . 要 做 到 这 一 点 , 就 需要 一 定 的 过 
程 知识 . 这 种 过 程 知识 通常 是 实践 经 验 和 理论 理解 的 结合 . 能 够 研究 所 有 的 重要 因子 而 不 受过 去 
经 验 的 过 分 影响 (特别 是 在 实验 的 早期 阶段 或 过 程 远 未 成 熟 时 ) 是 很 重要 的 

当 实验 目的 是 因子 复 选 或 过 程 刻画 时 , 通常 应 选择 较 少 的 因子 水 平 数 . 一 般 地 , 在 因子 筛选 
研究 中 两 个 水 平 是 较 好 的 ,选择 感 兴趣 的 范围 也 是 重要 的 . 在 因子 筛选 中 , 范围 必须 相对 地 大 ， 
即 因子 变化 的 范围 应 该 较 宽 ， 当 我 们 对 哪些 变量 重要 和 哪些 水 平 能 产生 最 佳 效 果 认 识 得 更 多 的 
时 候 , 感 兴趣 的 范围 通常 就 会 变 得 窄 一 遇 

为 了 组 织 在 实验 前 的 计划 中 产生 的 一 些 信 息 , 可 以 使 用 ARE (cause-and-effect diagram). 
图 1.10 是 一 个 因果 图 , 用 于 计划 一 个 实验 去 解决 半导体 工厂 的 蚀刻 机 中 过 到 的 唱片 负荷 (电荷 
聚集 在 晶片 上 ) 问题 . 因果 图 也 称 为 鱼刺 图 , 因为 感光 趣 的 “效应 ” 或 响应 变量 画 在 图 的 桨 骨 上 ， 
潜在 原因 或 设计 因子 安排 在 一 串 肋骨 上 . 因果 图 采用 传统 意义 的 原因 去 组 织 信息 和 潜在 的 设计 
因子 , 包括 测量 、 材 料 、 人 员 、 环境、 方法 和 机 器 . 我 们 注意 到 一 些 单个 原因 可 以 直接 作为 包含 
在 实验 里 的 设计 因子 (比如 车 轮转 速 、 气 流 和 真空 )， 而 其 他 列 出 的 潜在 区 域 则 需 进一步 研究 , 才 
能 将 它们 转 为 设计 因子 (比如 操作 者 不 正确 的 工艺 流程) 剩 下 的 原因 可 能 导致 其 他 的 因子 , 它们 
在 实验 期 间 保持 常量 或 者 被 区 组 化 (比如 温度 和 相对 湿度 ) 图 1.11 是 一 个 实验 的 因果 图 , 用 于 
研究 数控 机 床上 的 涡轮 刀片 的 几 个 因子 的 效应 . 这 个 实验 有 3 个 响应 变量 : 刀 剖 面 、 刀 面 抛光 
和 已 抛光 刀片 的 表面 抛光 缺陷 . 原因 可 以 分 成 几 组 : 可 以 从 中 选择 实验 设计 因子 的 可 控 因子 、 效 
应 可 能 被 随机 化 抵消 的 不 可 控 因子 、 可 能 区 组 化 的 讨厌 因子 和 进行 实验 时 可 能 保持 常量 的 因子 
实验 者 在 实验 前 的 计划 期 间 构建 几 个 不 同 的 因果 图 来 帮助 和 指导 自 己 是 很 正常 的 ， 关 于 数控 机 
床 实验 的 更 多 信息 ， 以 及 在 实验 前 计划 中 用 到 的 图 示 方法 的 进一步 讨论 ， 见 本 章 补充 材料 ， 

我 们 重申 , 前 面 从 第 1 步 到 第 3 步 所 有 的 观点 和 过 程 信息 是 非常 重要 的 . 我 们 把 这 归 诸 于 
实验 前 计划 .Coleman and Montgomery(1993) 一 书 中 提供 了 实验 前 计划 的 很 有 用 的 工作 表 . 更 
多 的 细节 和 使 用 这 些 工作 表 的 一 个 例子 也 见 本 书 的 补充 材料 . 在 许多 情况 下 , 一 个 人 不 可 能 拥有 
所 需 的 全 部 知识 来 把 这 类 事情 做 得 充分 好 . 因此 ， 我 们 强烈 呼吁 在 计划 实验 过 程 中 的 团队 效应 . 


14 设计 实验 指南 13 


成 功 的 关键 大 多 取决 于 实验 前 计划 的 好 坏 ， 
LES 材 料 人 员 


不 正确 的 工艺 流程 
> 晶片 负荷 


漫 没 电子 从 水流 


环 境 
图 1,10 ”蚀刻 工序 实验 的 因果 图 


不 可 控 因 子 ”可 控 设计 因子 


ини ва 
ТУЯ 


讨厌 (区 组 ) 保持 常量 因子 
因子 
图 1.11 数控 机 床 实验 的 因果 图 


(4) 实验 设计 的 选择 ”如 果 正 确 地 做 了 前 面 的 实验 前 计划 活动 , 这 一 步 就 相对 容易 些 . 设计 
的 选择 涉及 考虑 样本 量 (重复 次 数 ), 选择 合适 的 实验 次 序 , 确定 是 否 划分 区 组 或 者 是 否 涉及 其 他 
随机 化 限制 , 本 书 讨论 一 些 较 重要 的 实验 设计 类 型 , 对 于 大 多 数 问题 来 说 , 你 都 可 以 从 中 选择 到 
合适 的 实验 设计 类 型 

在 实验 设计 的 这 个 阶段 , 有 许多 交互 式 的 统计 软件 包 支持 . 实验 者 可 以 输入 包括 因子 数 、 水 
平和 范围 的 信息 , 这 些 程序 将 会 给 出 一 个 可 供 考虑 的 设计 选择 或 推荐 一 个 特定 的 设计 . (在 大 多 
数 情况 下 , 我 们 更 愿意 看 到 一 些 选择 方案 而 不 是 依赖 计算 机 的 推荐 .) 这 些 程序 通常 也 会 提供 一 
个 工作 表 ( 带 已 随机 化 的 试验 次 序 ) 用 于 指导 实验 的 进行 

在 选择 设计 时 , 时 刻 记 着 实验 的 目的 是 很 重要 的 . 在 很 多 工程 实验 中 , 我 们 已 经 知道 , 有 些 
因子 水 平 会 使 响应 得 出 不 同 的 数值 . 因此 , 我 们 想 要 识别 是 哪些 因子 引起 差异 并 估计 响应 改变 量 
的 大 小 , 在 其 他 情况 下 , 我 们 会 更 注意 验证 一 致 性 . 例如 , 比较 两 种 生产 条 件 4 和 B, A 是 标准 
的 , B. 是 成 本 效益 更 好 的 . 实验 者 可 能 会 想 弄 清楚 这 两 种 生产 条 件 的 产 率 是 否 没有 差异 

(5) 进行 实验 ”进行 实验 时 , 需要 仔细 监控 实验 的 过 程 以 确保 每 件 事情 都 按 计划 做 完 , 在 这 
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个 阶段 , 实验 程序 中 的 错误 通常 会 破坏 实验 的 有 效 性 . 而 预先 计划 是 成 功 的 关键 . 在 复杂 的 制造 
或 研究 开发 环境 中 实施 已 设计 好 的 实验 , 人 们 很 容易 低估 物流 方面 和 计划 方面 的 问题 . 

Coleman and Montgomery(1993) 认为 进行 实验 前 , 做 少数 试验 或 尝试 性 试验 通常 是 有 帮 
助 的 . 这 些 试验 提供 了 关于 实验 材料 一 致 性 的 信息 , 使 你 能 够 检查 测量 系统 , 对 实验 误差 有 一 个 
粗略 估计 , 以 及 有 机 会 实践 全 部 的 实验 技术 . 如 果 必 要 , 可 以 借 此 机 会 重新 审视 在 第 1~4 步 中 
所 作 的 决定 . 

(6) 数据 的 统计 分 析 “分 析 数据 应 该 用 统计 方法 ， 以 便 结 果 和 结论 都 是 客观 的 , 而 不 是 主观 
脐 断 的 ， 如 果实 验 设计 正确 , 并 且 按 设计 执行 了 , 则 所 需 的 统计 方法 不 必 去 费心 准备 因为 有 很 
多 优秀 的 软件 包 可 用 来 分 析 数 据 , 许多 用 在 第 4 步 中 去 选择 设计 的 程序 提供 了 无 缝 的、 直接 的 
界面 进行 统计 分 析 . 在 数据 的 分 析 和 解释 中 , 简单 的 图 解法 起 着 重要 的 作用 . 因为 实验 者 想 回答 
的 许多 问题 可 以 纳入 假设 检验 的 框架 ， 所 以 假设 检验 和 置信 区 间 估计 程序 非常 有 助 于 分 析 已 设 
计 好 了 的 实验 的 数据 , 它 通常 也 有 助 于 根据 经 验 模型 来 给 出 许多 实验 的 结果 . 经 验 模型 是 指 从 数 
据 中 推导 出 的 等 式 , 它 表达 了 响应 和 重要 设计 因子 之 间 的 关系 . 残 差分 析 和 模型 适合 性 检测 也 是 
重要 的 分 析 方法 , 后 面 的 章节 将 会 详细 地 讨论 这 一 点 . 

统计 方法 并 不 能 证 明 一 个 因子 (或 几 个 因子 ) 有 特殊 的 效应 . 它们 仅 对 实验 结果 的 可 靠 性 和 
有 效 性 提供 准则 , 只 要 统计 方法 应 当 得 当 ， 虽然 我 们 不 能 用 实验 来 证 明 任 何事 情 , 但 是 却 可 以 用 
它们 度量 结论 中 可 能 出 现 的 误差 或 者 对 一 个 命题 附加 上 置信 水 平 . 统计 方法 的 主要 优点 是 它 对 
决策 过 程 加 进 了 客观 性 , 统计 方法 与 良好 的 工程 知识 (或 过 程 知识 ) 以 及 常识 相 结合 通常 有 助 于 
人 们 得 出 正确 的 结论 . 

(7) 结论 和 建议 ”分析 过 数据 之 后 ， 实验 者 必须 作出 有 关 实 验 结果 的 真实 结论 , 并 推荐 一 种 
处 理 方法 . 这 时 候 , 图 解法 常常 比较 有 用 ， 特别 是 在 给 别人 介绍 成 果 时 更 是 如 此 . 另外 , 还 需要 进 
行 跟踪 试验 与 确认 试验 以 证 结论 的 正确 性 . 

通货 整个 过 程 , 要 牢记 实验 是 学 习 过 程 的 一 个 重要 部 分 ， 在 学 习 过 程 中 , 我 们 暂时 提出 了 关 
于 系统 的 假设 , 进行 实验 来 研究 这 些 假设 ， 根据 实验 的 结果 再 提出 新 的 假设 , 如 此 等 等 . 这 表明 ， 
实验 是 迭代 式 地 逐步 深化 的 通常 一 种 错误 的 做 法 ,是 在 研究 一 开始 ， 就 去 设计 一 个 单一 、 庞 大 
和 内 容 广泛 的 实验 . 一 个 成 功 的 实验 需要 先 弄 清 其 中 的 重要 因子 ， 这 些 因子 可 能 变化 的 整个 范 
ІН, 使 用 合适 的 水 平 个 数 , 以 及 度量 这 些 变量 的 合适 单位 . 一 般 说 来 , 我 们 不 可 能 完全 知道 这 些 
问题 的 答案 , 但 是 ， 当 我 们 不 断 实 验 下 去 就 会 获得 对 于 它 科 的 更 多 认识 . 随 着 实验 的 进展 , 我 们 
经 常会 抛弃 一 些 输入 变量 , 而 加 进 一 些 其 他 变量 ， 改变 某 些 因子 的 研究 范围 , 或 者 加 进 新 的 响应 
变量 . 因此 , 我 们 通常 序 贯 地 进行 试验 . 作为 一 般 法 则 , 在 第 一 次 试验 中 , 投入 的 可 用 资源 不 要 超 
过 约 25%. 这 样 可 以 确保 有 足够 的 资源 用 来 进行 确认 试验 并 最 终 完 成 实验 的 最 后 目的 . 
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现代 统计 实验 设计 的 发 展 分 为 4 个 时 期 . 在 20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 初期 , 开拓 者 Ronald 
A. Fisher 狠 士 引领 了 农业 时 期 . 在 那个 时 期 , Fisher 在 英国 伦敦 附近 的 Rothamsted 农业 实验 
站 负责 统计 和 数据 分 析 . 他 认识 到 ， 生成 数据 的 实验 过 程 的 缺陷 通常 会 影响 系统 (这 里 是 指 农业 
系统 ) 的 数据 分 析 . 通过 与 许多 领域 的 科学 家 和 研究 者 交流 讨论 , 他 总 结 出 1.3 节 里 讨论 过 的 3 
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个 实验 设计 的 基本 原理 : 随机 化 、 重 复 和 区 组 化 . Fisher 系统 地 将 统计 的 思想 和 原理 引入 到 实 
验 设计 研究 , 包括 析 因 设 计 概念 和 方差 分 析 . 他 的 两 本 书 [Fisher(1958, 1966)] 对 统计 的 应 用 产 
生 了 深刻 影响 , 特别 在 农业 领域 以 及 相关 的 生命 科学 领域 , 关于 Fisher 的 一 部 优秀 的 传记 , 见 
Box(1978). 

尽管 统计 设计 在 工业 背景 下 的 应 用 确实 开始 于 20 世纪 30 年 代 , 但 是 第 二 时 期 或 者 工业 时 
期 是 由 Box and Wilson(1951) 所 提出 的 响应 曲面 方法 (RSM) 催生 的 . 他 们 认识 到 许多 工业 实 
验 与 对 应 的 农业 实验 有 两 点 根本 不 同 : (1) 响应 变量 通常 可 以 被 (几乎 ) 立即 观测 到 , (2) 实验 者 
可 以 很 快 从 一 小 组 实验 中 得 到 用 于 规划 下 个 实验 的 重要 信息 . Box(1999) 称 工业 实验 的 这 两 个 
特性 为 及 时 性 和 序 贯 性 .在 接 下 来 的 30 年 中 , RSM 和 其 他 设计 技术 在 整个 化 工 邻 域 和 处 理 行 
业 中 被 广泛 应 用 , 且 大 多 数 用 于 研究 和 开发 工作 . George Box 明智 地 领导 了 这 项 运动 . 然而 , 统 
计 设 计 在 工厂 或 制造 过 程 生产 上 的 应 用 还 不 十 分 广泛 . 部 分 原因 是 对 于 工程 师 或 其 他 过 程 专家 
在 基本 的 统计 概念 和 方法 上 的 培训 不 够 , 而 且 缺 少 计算 资源 和 用 户 友好 的 统计 软件 的 支持 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 西方 工业 对 质量 改进 兴趣 的 增加 开启 了 统计 设计 的 第 三 时 期 . 田口 玄 
一 的 著作 [Taguchi and Wu (1980), Kackar(1985), Taguchi(1987, 1991)] 使 人 们 对 于 实验 设计 
的 兴趣 和 应 用 的 推广 具有 显著 性 的 影响 . 田口 主张 在 实验 设计 中 使 用 他 提出 的 稳健 参数 设计 , 即 

(1) 使 过 程 对 环境 因子 或 难以 控制 的 其 他 因子 不 敏感 ; 

(2) 使 产品 对 元 部 件 的 变异 不 敏感 ; 

(8) 寻找 过 程 变量 的 水 平 使 均值 达到 目标 值 , 同时 减少 围绕 该 值 的 变异 . 
田口 特别 推荐 使 用 分 式 析 因 设计 和 其 他 正 交 排 列 以 及 一 些 新 的 统计 方法 去 解决 这 些 问题 . 结果 ， 
在 方法 论 上 引起 了 更 多 的 争论 . 引起 争论 的 部 分 原因 是 , 虽然 田口 的 方法 在 西方 首先 (或 者 主要 ) 
被 企业 家 提倡, 但 根本 的 统计 科学 没有 得 到 西方 同行 足够 的 审 评 , 到 20 世纪 80 ERK, 同行 
的 评价 表明 , 尽管 田口 的 工程 理念 和 目标 是 完善 的 , 但 是 他 的 实验 策略 和 数据 分 析 的 方法 有 大 量 
的 问题 . 这 些 论点 的 细节 见 Box(1988)，Box，Bisgaard，and Fung(1988), Hunter(1985,1989), 
Myers and Montgomery (2002), 以 及 Pignatiello and Ramberg(1992). 涉及 的 大 多 数 内 容 也 
被 概括 总 结 在 Technometrics 杂志 1992 年 5 月 的 广泛 小 组 讨论 中 [ 见 Nair 等 人 (1992)]. 

有 关 田 口 的 争论 有 许多 肯定 的 结果 . 首先 , 实验 设计 可 以 更 广泛 地 用 在 零 部 件 工业 , 包括 汽 
车 、 航 空 航天 制造 、 电 子 和 半导体 以 及 其 他 一 些 以 前 很 少 采 用 这 种 技术 的 产业 . 第 二 , 标志 着 统 
计 设 计 的 第 四 时 期 的 开始 . 在 这 个 时 期 , 研究 者 和 实践 者 都 在 统计 设计 上 有 了 全 新 的 、 综合 的 兴 
趣 , 工业 领域 开发 了 许多 新 的 、 有 用 的 解决 实验 问题 的 方法 , 其 中 包括 田口 技术 方法 的 替代 方法 ， 
使 他 的 工程 理念 可 以 更 经 济 、 更 有 效 地 应 用 于 实践 . 这 些 替代 方法 将 在 后 面 的 章节 中 讨论 和 说 
明 , 特别 是 在 第 12 章 . 第 三 , 统计 实验 设计 的 正规 教育 已 成 为 许多 大 学 里 大 学 生 和 研究 生 工 程 
课程 的 一 部 分 .良好 的 实验 设计 经 验 与 工程 学 和 科学 的 成 功 结合 已 成 为 未 来 工业 竞争 的 关键 因 
子 


实验 设计 的 运用 已 远 不 止 农业 领域 . 没有 一 个 科学 和 工程 领域 不 能 成 功 地 使 用 实验 的 统计 
设计 . 最 近 几 年 , 许多 其 他 领域 也 在 考虑 利用 实验 设计 , 包括 商业 服务 部 门 、 财 务 服务 、 政 府 运 
作 , 以 及 一 些 非 营利 事务 部 门 . 1996 年 3 月 11 日 的 《财富 (福布斯 )》 杂 志 上 发 表 了 题 为 “The 
New Mantra:MVT" 的 文章 , 这 里 MVT 代表 的 是 “多 元 变量 检验 ", 作者 用 它 来 描述 析 因 设 计 . 
文章 提 及 许多 不 同类 型 的 公司 通过 运用 统计 实验 设计 取得 成 功 的 范例 . 
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1.6 Л: 在 实验 中 使 用 统计 方法 


在 工程 学 、 科 学 和 工业 中 , 大 多 数 的 研究 工作 都 是 以 经 验 为 根据 的 , 并 且 广 泛 使 用 实验 方法 . 
统计 方法 能 够 大 大 提高 这 些 实验 的 效率 , 并 经 常 强化 得 出 的 结论 , 在 实验 中 恰当 地 使 用 统计 方法 
就 要 求实 验 者 牢记 下 列 几 点 . 

(1) 利用 你 对 问题 非 统计 知识 的 了 解 . 实验 者 通常 精通 于 他 们 自己 的 专业 , 例如 , 专门 研究 水 
文学 问题 的 工程 师 在 这 一 领域 内 一 般 都 有 着 丰富 的 实践 经 验 和 正规 的 科学 训练 . 在 某 些 领域 有 
一 大 堆 的 物理 学 理论 用 来 论述 因子 和 响应 之 间 的 关系 . 这 类 非 统计 学 方面 的 知识 , 在 选择 因子 、 
确定 因子 水 平 、 决定 进行 多 少 次 重复 、 解 释 分 析 结果 等 方面 是 极 有 价值 的 . 仅仅 使 用 实验 设计 
是 无 法 替代 这 里 应 该 考虑 的 问题 的 . 

(2) 使 设计 和 分 析 尽 可 能 地 简单 . 不 要 过 分 热心 于 使 用 复杂 的 、 过 于 精致 的 统计 方法 . 相对 
简单 的 设计 和 分 析 方 法 往往 是 最 好 的 ， 此 处 我 们 重新 强调 1.4 节 中 所 推荐 的 步骤 13. 如 果 你 
实验 前 计划 做 得 很 仔细 并 且 选择 了 正确 的 设计 ， 那么 分 析 方法 相对 来 说 往往 是 直截了当 的 , 事实 
E, 一 个 设计 完美 的 实验 有 时 几乎 是 自我 分 析 ! 但 是 ， 如 果 你 做 出 的 实验 前 计划 很 马虎 , 并 且 执 
行 的 实验 设计 又 很 差 , 那么 即使 是 用 最 复杂 、 最 精巧 的 统计 方法 ， 也 几乎 不 可 救 药 . 

(3) 识别 实际 的 显著 性 和 统计 的 显著 性 之 间 的 差别 . 仅仅 因为 两 种 实验 条 件 产生 统计 上 不 同 
的 平均 响应 , 还 不 能 保证 这 一 差别 大 得 足以 有 实际 价值 . 例如 ， 一 位 工程 师 可 以 确定 一 种 汽车 燃 
料 喷射 系统 的 修正 方法 能 够 确实 改进 汽车 汽油 行驶 的 里 程 数 ， 平均 为 0.1 英里 /加 仓 , 这 是 一 个 
在 统计 学 上 有 意义 的 结果 . 但 是 , 如 果 修 正方 法 耗费 1 000 美元 , 则 0.1 英里 /加 仓 的 差别 可 能 就 
ADT, 没有 任何 实际 价值 . 

(4) 实验 通常 是 选 代 的 .在 大 多 数 情况 下 , 在 研究 的 开始 阶段 ， 设计 内 容 太 广泛 的 实验 是 不 
明智 的 . 成 功 的 设计 需要 你 了 解 重要 的 因子 、 这 些 因子 变化 的 范围 、 每 个 因子 合适 的 水 平 数 , 以 
及 对 每 个 因子 和 响应 而 言 合适 的 组 合 方法 和 度量 单位 . 一 般 说 来 , 我 们 在 实验 之 初 并 不 能 完满 地 
回答 这 些 问题 , 但 是 在 实验 进程 中 , 我 们 可 以 不 断 深 化 对 问题 的 认识 ， 这 表明 了 前 面 讨 论 过 的 和 迭 
代 方 法 或 序 贯 方法 的 优越 性 . 当然 ， 也 存在 完全 适用 的 内 容 广泛 的 实验 的 情况 , 但 是 , 作为 一 般 
原则 , 大 多 数 的 实验 都 应 该 是 迭代 的 . 因此 , 在 初始 设计 中 ， 投入 的 实验 资源 (试验 数 、 预 算 、 时 
间 等 ) 通常 不 应 该 大 于 25%. 第 一 次 的 努力 只 是 在 于 取得 经 验 ， 而 另外 一 些 资源 必须 用 于 完成 实 
验 的 最 终 目标 . 
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1A 假定 你 想 设 计 一 个 实验 来 研究 爆 米花 的 未 爆 谷 粒 比例 完成 1.4 节 中 实验 设计 指南 的 步骤 193. 有 无 
难以 控制 的 主要 变异 来 源 ? 

1.2 假定 你 想 研究 影响 煮 米饭 的 潜在 的 因子 ， 
(а) 在 这 个 实验 中 响应 变量 是 什么 ? 怎样 测量 这 个 响应 ? 
(b) 列 出 可 能 影响 响应 的 潜在 变异 来 源 
(c) 完成 1.4 节 中 的 实验 设计 指南 的 前 面 3 个 步 又, 

13 假定 你 想 比 较 花 在 不 同 条 件 (阳光 、 水 、 肥料 以 及 土壤 条 件 ) 下 的 生长 情况 . 完成 1.4 节 中 的 实验 设计 
指南 的 步骤 1-23. 

14 选择 一 个 你 感 兴趣 的 实验 .完成 1.4 节 中 的 实验 设计 指南 的 步骤 1-23. 
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本 章 将 比较 两 种 条 件 (有 时 称 为 处 理 ) 的 实验 . 这 些 实验 通常 称 作 简单 比较 实验 (simple com- 
parative experiment)， 我 们 从 这 样 一 个 实验 的 例子 开始 , 通过 它 来 确定 两 种 不 同 的 产品 配方 是 
否 会 得 出 相同 的 结果 , 下 面 的 讨论 要 求 我 们 先 回 顾 一 些 基本 的 统计 概念, 例如 随机 变量 、 概 率 分 
布 、 随 机 样本 、 抽 样 分 布 , 以 及 假设 检验 等， 
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工程 师 要 研究 硅 酸 盐水 泥 砂浆 的 配方 . 他 在 混合 时 加 入 聚合 物 乳胶 液 ， 判定 它 是 否 影响 固化 
时 间 和 砂浆 的 粘 结 抗 拉 强 度 , 实验 者 分 别 收集 了 原始 配方 的 10 个 观测 值 和 改良 配方 的 10 个 观 
测 值 . 我 们 称 这 两 种 不 同 的 配方 为 两 种 处 理 或 者 配方 因子 的 两 个 水 平 . 当 固化 过 程 完成 时 , 实验 
者 的 确 发 现 改良 配方 的 砂浆 的 固化 时 间 大 大 减少 . 这 时 , 他 开始 关注 砂浆 的 粘 结 抗 拉 强 度 . 如 果 
新 的 砂浆 配方 在 砂浆 的 粘 结 抗 拉 强 度 方面 有 反作用 , 那么 这 将 影响 它 的 使 用 . 

粘 结 抗 拉 强 度数 据 列 于 表 2.1, 而 图 21 用 点 来 表示 这 些 数据 . 这 种 图 称 为 点 图 .仔细 地 观 
测 这 些 数据 , 我 们 的 直接 印象 是 , 未 改良 砂浆 的 强度 要 大 于 改良 砂浆 的 强度 . 改良 砂浆 的 平均 粘 
结 抗 拉 强 度 为 = 16.76 kgf/cm?, 而 未 改 良 砂浆 的 平均 粘 结 抗 拉 强度 为 = 17.04 kgf /cm?， 
这 两 个 数据 也 证 实 了 我 们 的 印象 是 对 的 ， 这 两 个 样本 的 平均 粘 结 抗 拉 强 度 之 间 的 差 似乎 是 个 不 
大 不 小 的 量 . 然而 , 这 并 不 表明 这 个 差 大 得 足以 证 明 这 两 个 配方 确实 是 有 差异 的 . 也 许 观测 得 到 
的 平均 强度 的 差别 是 由 于 抽样 的 波动 而 产生 的 , 而 实际 上 这 两 个 配方 的 粘 结 抗 拉 强 度 却 是 相同 
的 . 如 果 另 外 给 出 两 个 样本 也 许 会 得 出 相反 的 结论 , 即 改良 砂浆 的 强度 大 于 未 改良 配方 的 强度 . 

一 种 称 之 为 假设 检验 (hypothesis testing, 有 时 称 显著 性 检验 , significance testing) 的 统计 
推断 方法 可 用 来 帮助 实验 者 比较 这 两 种 配方. 假设 检验 允许 在 客观 的 条 件 下 来 比较 两 种 配方 , 但 
是 存在 着 得 出 错误 结论 的 风险 . 在 提出 简单 比较 实验 中 所 用 的 假设 检验 方法 之 前 , 我 们 简要 概括 
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一 些 基本 的 统计 概念 . 
表 2.1 ，” 硅 酸 盐水 泥 配 方 的 粘 结 抗 拉 强度 数据 
改良 砂浆 未 改良 砂浆 j 改良 砂浆 未 改良 砂浆 
3 Mis yai 13 уі 
І 16.85 16.62 6 17.04 16.87 
2 16.40 16.75 7 16.96 17.34 
3 17.21 17.37 8 17.15 17.02 
4 16.35 17.12 9 16.59 17.08 
5 16.52 16.98 10 16.57 17.27 
改良 的 [aa a mm аа Ro aar 
未 改良 的 . а. s ee eoe а. 
1038 1652 — 1666 JOMO 1694. 1208 1722 ITW 
A git (kgf/cm?) A 
10.76 pum 


图 2.1. 3€ 2.1 中 粘 结 抗 拉 强度 数据 的 点 图 


22 ”基本 统计 概念 


上 述 硅 酸 盐水 泥 实验 中 的 每 一 次 观测 称 为 一 次 试验 (run). 每 次 试验 都 是 有 区 别 的 ,所 以 在 斌 
验 结果 上 存在 波动 (又 叫 作品 音 ), 这 种 噪音 通常 称 为 实验 误差 或 称 为 误差 (error)， 这 是 一 种 统计 
误差, 是 由 于 不 可 控制 的 变异 而 引起 的 , 因而 通常 是 不 可 避免 的 ,误差 或 噪音 的 出 现 意味 着 相应 
的 变量 ( 即 粘 结 抗 拉 强度 ) 是 一 个 随机 讲 量 (random variable). 随机 变量 可 以 是 离 艇 型 (discrete) 
的 , 也 可 以 是 连续 型 (continuous) 的 ， 如 果 随 机 变量 所 可 能 取 值 的 集合 是 有 限 的 或 可 数 无 限 的 ， 
则 此 随机 变量 是 离散 型 的 ; 如 果 随 机 变量 所 可 能 取 值 的 集合 是 一 个 区 间 , 则 此 随机 变量 是 连续 型 
im. 

1. 变异 性 的 图 示 法 

我 们 常用 简单 的 图 示 法 来 辅助 分 析 由 实验 所 得 的 数据 , 如 图 2.1 所 示 的 点 图 (dot diagram), 
是 用 来 显示 一 组 小 样本 数据 (比如 说 , 大 约 20 个 观测 值 ) 的 一 种 很 有 用 的 方法 这 种 点 图 能 使 
实验 者 快速 地 看 出 观测 值 的 总 体位 置 或 中 心 趋势 (central tendency) 及 其 分 散 程度 (spread). 例 
如 , 在 硅 酸 盐水 泥 粘 结 抗 拉 实验 中 , 点 图 显示 出 两 种 配方 在 平均 强度 上 可 能 有 差别 ,但 两 种 配方 
所 得 的 强度 变异 性 则 大 体 上 是 相同 的 . 

如 果 数据 比较 多 , 则 点 图 中 的 点 就 会 难于 区 分 , 此 时 就 不 如 采用 直方 图 了 . 图 2.2 表示 200 
个 观测 值 的 直方 图 , 这 些 观测 值 是 在 一 个 冶炼 过 程 中 回收 (或 生产 ) 金属 所 得 到 的 . 这 一 直方 图 
显示 出 这 组 数据 的 中 心 趋势 、 分 散 程度 及 其 分 布 的 一 般 形状 . 直方 图 是 这 样 做 成 的 : 在 水 平 轴 上 
划分 为 若干 个 小 区 间 (通常 是 等 长 的 )， 在 第 j HEIL IBI— AMETE, 使 征 形 的 面积 与 n ШЕН, 
其 中 ny 是 观测 值 中 洲 入 第 j 个 区 间 中 观测 值 的 个 数 . 

AM (或 带 触 点 盒 图 ) 是 显示 数据 的 一 种 很 有 用 的 方法 ， 它 在 一 个 以 水 平方 向 和 垂直 方向 定 
位 的 矩形 盒 上 显示 最 小 值 、 最 大 值 、 下 四 分 位 数 (quartile) 与 上 四 分 位 数 [分 别 代表 第 25 个 百 
分 位 数 (percentile) 和 第 75 个 百 分 位 数 |, 以 及 中 位 数 (第 50 个 百 分 位 数 ). 盒子 是 从 下 四 分 位 
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数 伸展 至 上 四 分 位 数 , 在 盒 内 用 一 条 直线 段 表示 中 位 数 . 一 般 情况 下 , 从 盒 的 两 端 各 引 一 条 直线 
B (或 带 触 点 的 线段 ) 分 别 至 最 小 值 与 最 大 值 . [许多 盒 图 对 样本 端点 的 表示 有 不 同 的 规定 , 更 多 


细节 见 Montgomery and Runger(2003)]. 


oas} 30 


频率 
ж 


ою 
60 65 70 75 [EZ 


金属 回收 (生产 ) 
图 2.2 ”冶炼 过 程 中 回收 (生产) 金属 所 得 到 的 200 个 观测 值 的 直方 图 


图 2.3 显示 了 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 实验 中 粘 结 抗 拉 强度 的 两 个 样本 的 盒 图 ， 该 图 表明 两 种 配方 
之 间 平 均 强度 的 差别 . 它 也 表明 两 种 配方 的 强度 分 布 相当 对 称 , 其 变异 性 或 分 散 程度 也 很 相似 . 


SS (kef/cm?) 


改良 的 未 改良 的 
砂浆 配方 


图 2.3 ” 硅 酸 盐水 泥 砂 浆 粘 结 抗 拉 强度 实验 的 盒 图 


点 图 、 直 方 图 以 及 盒 图 都 可 用 来 概括 出 一 个 数据 样本 (sample) 的 信息 . 要 更 全 面 地 描述 可 
能 出 现在 样本 中 的 观测 值 , 则 要 用 到 概率 分 布 的 概念 . 

2. 概率 分 布 

一 个 随机 变量 y 的 概率 结构 是 用 它 的 概率 分 布 (probability distribution) 来 描述 的 . 如 果 
y 是 离散 型 的 我 们 常用 y 的 概率 函数 [ 记 为 p(y)] 来 刻画 y 的 概率 分 布 . 如 果 y 是 连续 型 的 ， 


则 常用 y 的 概率 密度 函数 [ 记 为 f(y)] 来 刻画 y 的 概率 分 布 . 

图 2.4 描述 了 假想 的 离散 型 和 连续 型 的 概率 分 布 , 注意 在 离散 型 概率 分 布 中 , 它 是 用 概率 函 
数 p(y) 的 高 度 来 表示 相应 的 概率 ; 而 在 连续 型 概率 分 布 中 , 它 是 用 曲线 f(y) 下 相应 于 给 定 区 间 
上 的 面积 来 表示 落 入 该 区 间 内 的 概率 . 概率 分 布 的 性 质 可 以 定量 地 概述 如 下 . 


3 为 离散 型 : 对 于 一 切 y; 的 值 ，0 < ру) <1, Р(у = у) = ру), Уру) = 1. 


b oo 
AEEA: Ду) 0, Plaut) = [o [^ rev - x 
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*Lull 


П 
E 


Р(у-и)-р(и) 


P(a&y& b) 


Жу) 


ay P p P y 


(а) Bo A d (b) 连续 型 分 布 
图 2.4 离散 型 与 连续 型 概率 分 布 


3. 均值 、 方差 和 期 望 什 
一 个 概率 分 布 的 均值 (mean)y 是 它 的 中 心 趋势 或 中 心 位 置 的 度量 . 数学 上 , 均值 定义 为 


[rris узел 


вт ia (2.1) 
E уру), vy 为 离散 型 
一 切 y 


也 可 以 用 随机 变量 y MINAR (expected value) 或 随机 变量 y 的 长 期 试验 的 平均 值 来 表示 均值 
即 E 
[лодар voit 
p= Е) = | с» 


2. 
D ир VARIKA (52) 
EM 
其 中 E 表示 期 望 值 算 子 . 
一 个 概率 分 布 的 分 散 程度 或 者 离 中 趋势 ， 可 以 用 方差 (variance) 来 度量 , 方差 定义 为 
[rhon vitem 
Slc : (2.3) 
E (v-uYp(y) ”为 离散 型 
一 切 y 
方差 可 以 由 期 望 来 表示 , 因为 有 关系 式 
а? = E((y - и)? (24) 
最 后 , 因为 方差 被 广泛 应 用 , 为 了 方便 , 我 们 定义 一 个 方差 算 子 V， 
V(y) = E((y — р)? = o? (2.5) 


期 望 值 与 方差 的 概念 广泛 应 用 于 本 书 , 因此 ， 温习 一 下 关于 这 些 算 子 的 几 个 基本 结果 也 许 对 
我 们 会 有 帮助 . ДЖ y 是 具有 均值 和 方差 o? 的 随机 变量 , с 是 一 个 常量 , 则 

(1) E(c) = с 

(2) Ey) = р 

(3) E(cy) = cE(y) = сш 

(4) У(с) 20 

(5) У(у) = о? 
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(6) V(cy) = c" V(y) = co? 
如 果 两 个 随机 变量 ,例如 y 和 ро, 分别 有 Eln) = m 和 У(у)=о?, 以 及 E(yz)- ua 和 
V(y2)=03, WA 

(7) E(yi + y2)=E(y1)+E(y2)=p1 t2 
可 以 证 明 

(8) V(y + уг) 2 V(yi) - V (y2)+2Cov(y1, уг) 
其 中 

Cov(yi,y2) = El(y — i) (yo — 12)] (2.6) 

是 随机 变量 y 与 yz 的 协 方差 (convariance). 协 方差 用 来 度量 yi 与 yz 之 间 的 线性 相关 性 . 特 
别 地 , 可 以 证 明 , 如 果 y; 与 yo 独立 了 , 则 Cov(y, у2)-0. 还 可 证 明 

(9) V(yi — y2)=V(y1)+V (y2)—2Cov (y1, y2) 
如 果 ,yz 独立 , 则 有 

(10) V(yi + ya)=V (y1) + V(ya) = 0? +03 

(11) E(y y2) = E(y). E(y2) = jn Ha 
然而 要 注意 , 一 般 说 来 , 无 论 与 y 是 否 独立 ， 


a2) E (2) = Еш 
2.3 ”抽样 与 抽样 分 布 


1. 随机 样本 、 样 本 均值 和 样本 方差 

统计 推断 的 目标 是 , 我 们 要 用 总 体 的 一 个 样本 来 得 出 关于 该 总 体 的 一 些 结论 , 我 们 将 要 研究 
的 大 多 数 方法 都 假定 采用 随机 样本 (random sample). 也 就 是 说 , 如 果 总 体 含有 N 个 元 素 , 选取 
其 中 n 个 元 素 作为 一 个 样本 , 并 且 NIN — n)tn!] 个 可 能 的 样本 中 的 每 一 个 都 具有 相等 的 概 
率 被 选中 , 这 样 的 抽样 方法 叫做 随机 抽样 . 但 在 实际 操作 中 , 有 时 难以 得 出 随机 样本 , 而 通过 计 
算 机 程序 也 许 有 助 于 产生 随机 数 . 

统计 推断 充分 地 利用 从 样本 观测 值 中 计算 得 到 的 量 . 我 们 定义 统计 量 (statistic) 为 样本 观测 
值 的 不 含有 未 知 参数 的 函数 , 例如 , 设 y, oss yn 表示 一 个 样本 , 则 样本 均值 (sample mean) 


БЕРІП 
g-*i- en 
与 样本 方差 (sample variance) 
(yD 
g- ec 一 (2) 


都 是 统计 量 . 这 些 量 分 别 是 样本 中 心 趋势 和 离 中 趋势 的 度量 . S — VST, 称 为 样本 标准 差 , 有 时 
作为 离 中 趋势 的 度量 , 工程 师 们 常常 喜欢 用 标准 差 来 量度 离 中 趋势, 因为 它 的 单位 与 变量 y 的 
单位 相同 . 


(D 注意 , 这 一 点 反 过 来 并 不 成 立 , 亦 即 Cov(yi, уз)-0 ЖЖ уз 与 yo 的 独立 性 . 例如 , 见 Hines, 
Montgomery, Goldsman, and Borror(2003). 
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2. 样本 均值 和 样本 方差 的 性 质 

样本 均值 是 总 体 均值 i 的 一 个 点 估计 (4), 样本 方差 5? 是 总 体 方差 o? 的 一 个 点 估计 
Git). 一 般 说 来 , 一 个 未 知 参数 的 估计 量 (estimator) 就 是 对 应 于 那个 参数 的 统计 量 . 注意 点 估计 
( 量 ) 是 一 个 随机 变量 . 从 样本 数值 所 算得 的 估计 量 的 具体 数值 叫做 估计 值 (estimate). 例如 , 假 
设 要 估计 某 一 特殊 类 型 纺织 纤维 抗 断 强度 的 均值 和 方差 . 检验 一 个 n 二 25 的 纤维 试 件 的 随机 
样本 , 并 记录 好 每 一 试 件 的 抗 断 强度 . 按照 公式 (2.7) 与 公式 (2.8) 计算 出 样本 均值 和 样本 方差， 
ЖЭПЕ у = 18.6 和 S? =1.20. 因此 , p 的 估计 值 是 g= 18.6, o? 的 估计 值 是 52—120. 

一 个 良好 的 点 估计 需要 具备 许多 性 质 , 其 中 两 条 最 重要 的 性 质 如 下 . 

(1) 点 估计 应 该 是 无 偏 的 (unbiased). 也 就 是 说 ， 点 估计 的 长 期 试验 平均 值 或 期 望 值 应 该 是 
被 估计 的 参数 , 虽然 无 偏 性 是 所 希望 的 , 但 仅 有 这 一 性 质 常常 不 能 使 个 估计 量 成 为 一 个 好 的 估 
计量 . 

(2) 一 个 无 偏 估计 量 应 该 具有 最 小 方差 , 这 一 性 质 表明 ， 最 小 方差 点 估计 的 方差 比 参数 的 任 
一 其 他 估计 量 的 方差 都 小 . 

容易 证 明 ,了 与 92 分 别 是 и 与 o? 的 无 偏 估计 量 . 

先 考虑 y. 利用 期 望 的 性 质 , 得 


(WD=E| 二 一 = 505 8) = пи 


т 


а 
因为 每 个 观测 值 y; 的 期 望 值 都 是 u, 所 以 ,是 p 的 一 个 无 偏 估计 量 ， 
现在 考虑 样本 方差 9. 有 

$ х (и - 9) 1 Ж 5 A 
көле ЫН, ee e-o] - cim 


其 中 55 = È (xi 一列 ”是 这 些 观测 值 y 的 校正 平方 和 (corrected sum of square). 现在 
(85) = 三 人 一 2 (2.9) 
- ef Sy- п) = X! +0?) n(n + o2/n) 
& а 

= (n - 1)о? (2.10) 

因此 ， 
805°) – 5178195) = о? 
所 以 S? 是 o? 的 一 个 无 偏 估计 . 
3. 自由 度 


(2.10) 式 中 的 量 n 一 1 叫做 平方 和 5S 的 自由 度 (degrees of freedom). 这 是 一 个 很 一 般 的 
HR. 也 就 是 说 , 如 果 y 是 一 个 具有 方差 o? 的 随机 变量 , 而 SS= Y (y, - 7)? E v 个 自由 度 ， 
Д] 
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E (5) жо? (2.11) 


v 
平方 和 的 自由 度 等 于 平方 和 中 独立 元 素 的 个 数 . 例如 , (2.9) 式 中 的 SS = DI -H Hn 


元 素 yn р, 如 рс о 一 了 的 平方 和 组 成 , 但 是 Хіш р) = 0, 所 以 这 些 元 素 并 非 都 是 独 
立 的 . 实际 上 , 只 有 其 中 的 n 一 1 个 是 独立 的 , 所 以 SS 有 一 1 个 自由 度 . 
4. 正 态 分 布 及 其 他 抽样 分 布 
如 果 已 知 样本 所 在 总 体 的 概率 分 布 ,通常 我 们 能 够 确定 一 个 特定 统计 量 的 概率 分 布 . 统计 量 
的 概率 分 布 叫 做 抽样 分 布 (sampling distribution). 现在 , 我 们 简要 讨论 几 个 有 用 的 抽样 分 布 . 
最 重要 的 一 个 抽样 分 布 就 是 正 态 分 布 (normal distribution). 1 y 是 一 个 正 态 随机 变量 ， 
Шу 的 概率 分 布 是 О . 
А) = m (Game -oo < у < оо (2.12) 


其 中 -oo < u < oo 是 分 布 的 均值 , o? > 0 是 方差 . 正 态 分 布 如 图 2.5 所 示 . 


Hu 
图 2.5 id 


因为 作为 实验 误差 的 结果 而 体现 在 样本 中 的 差别 通常 能 用 正 态 分 布 来 描述 , 所 以 正 态 分 布 
.在 实验 设计 的 数据 分 析 中 起 着 极为 重要 的 作用 ， 很 多 重要 的 抽样 分 布 亦 可 通过 正 态 随机 变量 来 
定义 . 我 们 常用 记号 y ~ N(u o?) 表示 y 是 具有 均值 p 和 方差 0? 的 正 态 分 布 . 
正 态 分 布 的 一 个 重要 的 特殊 情况 是 标准 正 态 分 布 (standard normal distribution). 即 p = 0 
ЖЕН 02 = 1. ШЖ y ~ Ми, 0°), 则 随机 变量 


5-и 
imr (2.13) 


AE IE dS A, 记 为 > ~ М(0,1). (2.13) 式 所 示 的 运算 通常 叫做 正 态 随机 变量 y 的 标准 
化 (standardizng). 累积 的 标准 正 态 分 布 见 附录 的 表 1. 

很 多 统计 方法 都 假定 随机 变量 服从 正 态 分 布 . 中 心 极 限定 理 常 作 为 近似 正 态 性 的 一 个 合理 
依据 . 

定理 2.1 中 心 极 限定 理 

Жолы, Со Xn 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 具有 Ely) = и 和 V(y) = a2( 都 是 有 
ЊЕ), В e= y ya ob yas 则 当 n — оо 时， 

2 пи 


vno? 


2а = 


分 布 的 极限 形式 服从 标准 正 态 分 布 . 
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这 一 结果 说 明 , п 个 独立 同 分 布 随机 变量 的 和 是 近似 正 态 分 布 的 , 在 很 多 情况 中 , 这 一 近似 
对 很 小 的 n( 比 方 说 n < 10) 是 良好 的 , 但 在 其 他 情况 下 , n 需要 很 大 (比方 说 n > 100). 我 们 
通常 认为 , 实验 中 的 误差 来 自 多 个 独立 源 , 且 以 加 法 方式 出 现 , 因此 正 态 分 布 就 成 为 这 种 联合 实 
验 误差 的 一 个 近乎 合理 的 模型 . 

能 利用 正 态 随机 变量 定义 的 一 个 重要 的 抽样 分 布 是 卡 方 分 布 或 X2 分 布 . 若 Ži, E 
是 独立 的 正 态 分 布 的 随机 变量 , 其 均值 为 0, 方差 为 1, 简 记 为 NID(0, 1), 则 随机 变量 


z= ttet 
服从 自由 度 为 的 x? 分 布 , x? 的 密度 函数 是 
1 -1 -z 
Ха) = sep le v9 (2.14) 
IA x? 分 布 如 图 2.6 Bros. 这 一 分 布 是 非 对 称 的 或 偏 峰 的 (skewed)， 其 均值 与 方差 分 别 为 
n-k, o?=2k 


х2 分 布 的 百 分 位 数 表 见 附录 中 的 表 Ш. 


图 2.6 几 个 卡 方 分 布 


举 一 个 服从 卡 方 分 布 的 随机 变量 的 例子 ， 假设 yi, RETE 是 来 自 N(n, o?) 分 布 的 一 个 
随机 样本 , 则 
Ss X (и - yy А 
оа (245) 
也 就 是 说 , SF 服从 自由 度 为 n 一 1 的 卡 方 分 布 . 
本 书 用 到 的 很 多 方法 涉及 平方 和 的 计算 和 变换 ， (2.15) 式 给 出 的 结果 是 十 分 重要 的 且 会 反 
复出 现 , 正 态 随机 变量 的 平方 和 除 以 o? 服从 卡 方 分 布 . 
由 (2.8) 式 可 知 , 样本 方差 可 写 为 


S57= SS (2.16) 


如 果 样本 的 观测 值 是 NID(u, o?), Д) S? 的 分 布 是 le*/i — Dix- 于 是 , 如 果 总 体 是 正 态 分 
布 的 , 则 样本 方差 的 抽样 分 布 是 卡 方 分 布 的 常数 倍 . 
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车 z 与 AX, 分 别 是 独立 标准 正 态 随机 变量 与 卡 方 随机 变量 , 则 随机 变量 


2 (2.17) 


s ТЕЗІ 
服从 自由 度 为 上 的 上 分 布 , 记 为 t,t 的 密度 函数 是 


[+ 1)/2] 1 


= VkRTO 2 ET роо 79<%<% (2.18) 


f(t) 
fk» 2 时 , t 的 均值 和 方差 分 别 是 и = 0 与 o? = k/(k — 2). ЛИ t 分 布 如 图 2.7 Bros. 如 
k= oo, 则 分 布 变 为 标准 正 态 分 布 . t 分 布 的 百 分 位 数 表 在 附录 的 表 II 中 给 出 , Жу, ya，…， 
yn 是 来 自 NU 0?) 分 布 的 一 个 随机 样本 , 则 量 


rd (2.19) 


是 自由 度 为 n — 1162). 


图 2.7 几 个 上 分 布 


我 们 要 考虑 的 最 后 一 个 抽样 分 布 是 РА. 若 ҳа 与 x? 是 两 个 独立 的 卡 方 随机 变量 , 其 自 
由 度 分 别 为 u 与 v, 则 比值 
рт 
Fuu = ын (2.20) 
服从 分 子 (numerator) 自由 度 为 u, 2-sk(denominator) 自由 度 为 v 的 F 分 布 , 如 果 x 是 分 子 
自由 度 为 u, 分 母 自由 度 为 v 的 F 随机 变量 , 则 zx 的 概率 分 布 是 


a TEPEYAC- ТЕ 
торгует" 757 ga 


几 个 F 分 布 如 图 2.8 所 示 . 这 一 分 布 在 实验 设计 的 统计 分 析 中 是 十 分 重要 的 . Е 分 布 的 百 分 位 
数 表 见 附录 的 表 IV. 
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图 2.8 JLA Fat 


举 一 个 分 布 为 P 的 统计 量 的 例子 ， 考 虑 两 个 具有 共同 方差 o? 的 独立 正 态 总 体 , 若 vii 
әсел 是 第 1 个 总 体 中 的 n 个 观测 值 的 随机 样本 , yor, yaa, s, Van, 是 第 2 个 总 体 中 
的 na 个 观测 值 的 随机 样本 , 则 

5 ~ Fungi (2.22) 


其 中 S] S3 是 两 个 样本 方差. 这 一 结果 直接 由 (2.15) 式 与 (2.20) 式 得 出 ， 
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现在 回 到 2.1 节 中 提出 的 硅 酸 盐水 泥 砂 浆 问 题 上 来 ， 那里 研究 过 两 种 不 同 的 砂浆 配方 的 粘 
结 抗 拉 强度 是 否 有 所 差别 的 问题 . 本 节 将 利用 比较 两 个 处 理 均值 的 假设 检验 (hypothesis testing) 
FUR ЧА 508 (confidence interval) 方法 来 分 析 简单 比较 实验 的 数据 . 

通 贯 本 节 , 我 们 假定 采用 了 一 个 完全 随机 化 实验 设计 . 在 这 类 设计 中 , 数据 都 被 看 作 是 来 自 
正 态 分 布 的 一 个 随机 样本 . 


2.4.1 ”假设 检验 


现在 , 我 们 再 考虑 2.1 节 中 提出 的 硅 酸 盐水 泥 砂浆 问题 ， 我 们 的 兴趣 在 于 比较 两 种 不 同 配方 
(二 个 未 改良 砂浆 的 配方 和 一 个 改良 砂浆 的 配方 ) 的 强度 , 一 般 地 , 我 们 将 这 两 种 配方 视 为 因子 “ 配 
方 ”的 两 个 水 平 . $ ун, ,yin, 代表 ni 个 第 1 个 因子 水 平 的 观测 值 , ya1， уроо, Yana 
代表 по 个 第 2 个 因子 水 平 的 观测 值 . 我 们 假定 这 是 从 两 个 独立 正 态 总 体 中 随机 抽取 的 样本 . 图 
2.9 说 明了 这 一 点 . 


Nün ot) Nu, of) 


о [^ 


т 7 
PEEL W, Un, Wa, BOR, Vin, Win 
因子 水 平 1 因子 水 平 2 


图 2.9 两 样本 t 检验 的 抽样 情形 
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1. 数据 模型 
我 们 通常 用 模型 描述 实验 的 结果 . 描述 实验 中 数据 的 简单 统计 模型 为 : 
i=1,2 


j=1,2 n (228) 
了 二 也 2 ni 


yu = Hi + eig { 
其 中 yi; 是 第 i 个 因子 水 平 的 第 j 次 观测 ,ju 是 第 i 个 因子 水 平 的 响应 均值 , ei; 是 与 第 订 个 
观测 值 相 关联 的 正 态 随机 变量 . 假定 е.) 服从 NID(0,02), i—1,2. 通常 将 ei; 视 作 模型 的 随机 
误差 (random error) 成 分 . 因为 均值 p 和 uo 是 常量 , 正如 之 前 假定 的 一 样 , 我 们 可 以 直接 从 
模型 中 看 到 yi 服从 NID(u 02), i = 1,2. 关于 数据 模型 的 更 多 信息 , 请 查阅 补充 材料 . 

2. 统计 假设 

统计 假设 (statistical hypothesis) 是 一 个 关于 概率 分 布 参 数 或 模型 参数 的 命题 . 这 些 假设 反 
映 了 一 些 关于 问题 情形 的 推测 (conjecture). 例如 , 在 硅 酸 盐水 泥 实 验 中 , 我 们 可 以 设想 , 两 种 砂 
浆 配 方 的 平均 粘 结 抗 拉 强度 是 相等 的 , 这 一 点 可 以 从 形式 上 陈述 为 

Ho : i = p2 

Hı : p # ua 
其 中 ua 是 改良 砂浆 的 平均 粘 结 抗 拉 强度 , иә 是 未 改良 砂浆 的 平均 粘 结 抗 拉 强度 , 命题 Ho : jn = 
па 称 为 零 假设 (null hypothesis), 命题 Hi : pı # ио 称 为 备 择 假设 (alternative hypothesis). 
此 处 所 说 的 备 择 假设 称 为 双边 备 择 假设 , 因为 a < pa 时 以 及 pi > po 时 命题 都 为 真 . 

为 了 检验 假设 , 我 们 设计 一 个 程序 来 获取 一 个 随机 样本 , 计算 一 个 适当 的 检验 统计 量 (test 
statistic), 然后 拒绝 或 者 不 拒绝 零 假设 Ho、 这 个 程序 的 一 部 分 用 来 找 出 检验 统计 量 的 一 个 导致 
拒绝 Ho 的 数值 集合 . 该 数值 集合 叫做 检验 的 临界 域 (critical region) 或 拒绝 域 (rejection region). 

检验 假设 时 可 能 会 发 生 两 类 错误 . 如 果 当 零 假设 为 真 时 被 拒绝 了 , 则 产生 第 I 类 错误 . 如 果 
零 假设 不 真 时 却 未 被 拒绝 , 则 出 现 第 II 类 错误 . 这 两 类 错误 的 概率 用 特定 的 符号 表示 为 : 

a = P( 第 I 类 错误 ) = P( 拒 绝 Ho|Ho 为 真 ) 


B = PÓR II 类 错误 ) = PRIEM Ho] Ho 2%) 
有 时 , 用 检验 的 势 来 操作 更 为 方便 , 其 中 
$ = 1- B=P( 拒 绝 Ho|Ho 为 伪 ) 

假设 检验 的 一 般 程序 是 规定 第 Т 类 错误 的 概率 值 a, 通常 叫做 检验 的 显著 性 水 平 (significance 
level), 然后 设计 检验 程序 , 使 第 II 类 错误 的 概率 2 的 值 适当 小 . 

3. 两 样本 七 检验 

设想 我 们 能 假设 两 种 砂浆 配方 的 粘 结 抗 拉 强度 的 方差 是 相同 的 , 则 在 完全 随机 化 设计 中 用 
于 比较 两 个 处 理 均值 的 一 个 恰当 的 检验 统计 量 是 


(2.24) 
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EP oy, 5 y, 是 样本 均值 , n 与 na 是 样本 量 , S 是 公共 方差 o? = 02 = о? 的 一 个 估计 量 ， 

其 计算 式 为 

nı — 1)S? + (m — 1)S2 

s= aooiie Ss (2.25) 

52 与 53 是 两 个 总 体 各 自 的 样本 方差 . 为 了 决定 是 否 拒绝 Ho : ш = ро, 我们 将 to 与 自由 度 为 

ma 十 na 一 2 的 t 分 布 进行 比较 如果 [to] > узн, па 2, 就 拒绝 Fo, 得 出 的 结论 是 硅 酸 盐 水 

泥 砂 浆 两 种 配方 的 平均 强度 是 不 相同 的 , 其 中 tazmin- 是 自由 度 为 mi +m 一 2 К 

的 上 a/2 百 分 位 数 . 这 个 检验 方法 通常 称 作 两 样本 t 检验 . 

这 一 方法 的 证 明 如 下 . 如 果 我 们 是 从 独立 正 态 分 布 中 进行 抽样 , 则 р, р, 的 分 布 是 Міш- 

аот + 1/nz)]. 于 是 , 若 o? 已 知 且 Но: = pa 为 真 , 则 


(2.26) 


的 分 布 是 N(0, 1). 然而 , 以 Sp 代替 (2.26) 式 中 的 o 时 , 就 将 zo 的 分 布 从 标准 正 态 分 布 转 为 
自由 度 为 nl 十 na — 2 I t ЖТ. 车 Ho 为 真 , 则 (2.24) 式 中 的 如 分 布 是 tn tm co, 因此 , 我 
们 能 期 望 to 值 的 100(1 – о) ЙЕ -tayama носо 与 tajam tna- 之 间 , 如 果 零 假设 为 真 , Ж 
么 一 个 样本 得 出 的 如 值 在 这 一 范围 之 外 时 就 是 不 正常 的 , 也 就 表明 Но 应 该 被 拒绝 . 这 样 自由 
BUS т +n — 2 的 t 分 布 是 检验 统计 量 to 的 合适 的 参考 分 布 (reference distribution), 因而 当 
零 假设 为 真 时 , 它 描述 的 是 to 的 表现 . 注意 a 是 这 一 检验 法 的 第 т 类 错误 的 概率 ， 

在 有 些 问题 中 , 人 们 可 能 希望 只 要 一 个 均值 大 于 另 一 个 均值 时 就 拒绝 Ho. 于 是 提出 Тез 
单 边 备 择 假设 Hi : ш > uz, 只 要 to > tam ens са 就 拒绝 Но. 如果 人 们 希望 只 要 m 小 于 m 
就 拒绝 Ho, 则 备 择 假设 是 Hi : p < ио, 只 要 to < маънога 就 拒绝 Ho. 

为 了 具体 说 明 这 一 方法 , 考虑 表 2.1 中 的 硅 酸 盐水 泥 数据 , 由 这 些 数据 得 


改良 砂浆 ЖИВ ЮЖ 
Ji = 16.76 kgf/cm? Ja = 17.04 kgf/cm? 
82 - 0100 53 = 0.061 
81 = 0.316 S2 = 0.248 
ni = 10 ng = 10 


因为 样本 方差 是 相似 的 , 所 以 可 以 认为 这 两 个 总 体 的 总 体 标准 差 (或 方差) 是 相等 的 . 因而 ， 
可 以 运用 (2.24) 式 来 检验 假设 


Но: а = pm, Hi:p $ pm 


更 进一步 , nl + na 一 2 = 10+ 10 一 2 = 18, 如 果 选 择 a = 0.05, 那么 当 检验 统计 量 的 值 
to > to.o2s,18 = 2.101 或 如 < 一 to2548 = 一 2.101 时 , 我 们 就 拒绝 Ho : ш = рз. 这些 临 界 区 
域 的 边界 表示 在 图 2.10 的 参考 分 布 (自由 度 为 18 161 分 布 ) 上 . 
由 (2.25) 式 , 有 
g2 = (m -1)5i-(na—1)S2 9(0.100) + 9(0.061) 
ES 


m т 2 = 0+10-2 008 
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Sp = 0.284 


检验 统计 量 是 


Vi 一 殉 
t= 2 2 - 
Si d 0284 / + 0.127 


ол 


1676 - 17.04  -028 _ 


—2.20 


图 2.0 ”自由 度 为 18 的 t 分 布 的 拒绝 城 士 to.025,18 = 32.101 


因为 to = -2.20 < 一 to.02518 = —2.101, 所 以 我 们 拒绝 Но 并 且 得 出 硅 酸 盐水 泥 砂 浆 的 两 
种 配方 的 平均 粘 结 抗 拉 强度 是 不 同 的 结论 . 这 是 一 个 潜在 的 重要 工程 发 现 . 砂浆 配方 的 改良 已 经 
收 到 了 缩短 固化 时 间 的 效果 , 而 又 有 证 据 表明 这 个 改变 也 影响 了 粘 结 抗 拉 强度 , 于 是 , 可 以 得 出 
结论 : 改良 配方 减 小 了 粘 结 抗 拉 强度 ( 正 因为 我 们 做 的 是 双边 检验 , 当 拒绝 零 假设 时 , 我 们 不 能 
预先 推出 单 边 的 结论 ). 如 果 粘 结 抗 拉 强 度 均值 的 减少 在 实际 中 也 很 重要 (或 者 除 统计 显著 性 外 ， 
还 有 工程 显著 性 ), 那么 还 需要 做 更 多 的 研究 工作 和 进一步 的 实验 . 

4. 假设 检验 中 的 P 值 方法 

报告 假设 检验 结论 的 一 种 方式 是 , 在 给 定 a 值 或 者 说 显著 性 水 平 下 拒绝 还 是 不 拒绝 零 假设 . 
例如 , 在 前 面 的 硅 酸 盐 水 泥 砂浆 配方 中 , 我 们 可 以 在 0.05 显著 性 水 平 下 拒绝 Ho: ш = pa. 结 
论 采用 这 种 表述 方式 通常 是 不 充分 的 , 因为 , 决策 者 不 能 从 结论 中 知道 检验 统计 量 的 计算 值 是 恰 
好 落 在 拒绝 域 , 还 是 远离 拒绝 域 . 此 外 , 用 这 种 方式 表述 结果 是 将 预先 指定 的 显著 性 水 平 强加 给 
该 信息 的 其 他 使 用 者 . 这 种 方法 也 许 并 不 令 人 满意 , 因为 一 些 决策 者 会 对 a=0.05 所 蕴含 的 风险 
感到 不 安 . 

为 了 避免 这 些 困难 , 实践 中 广泛 采用 PP 值 方法 . P 值 是 当 零 假设 Ho 为 真 时 检验 统计 量 至 少 
取 到 像 统计 量 观测 值 一 样 极端 的 概率 . 因此 , P. 值 表达 了 更 多 关于 拒绝 Но 的 证 据 的 权重 信息 . 
所 以 决策 者 可 以 在 任何 给 定 显著 性 水 平 下 做 出 结论 . 形式 上 , 我 们 定义 PP 值 是 拒绝 零 假 设 Ho 的 
最 小 显著 性 水 平 ， 

当 零 假设 Ho 被 拒绝 时 , 通常 称 检验 统计 量 (和 数据 ) 是 显著 的 , 因而 我 们 可 以 认为 PE 
数据 显著 时 的 最 小 a 水 平 . 一 旦 P 值 已 知 , 决策 者 可 以 判定 数据 是 如 何 显著 的 , 而 不 必 受制 于 
数据 分 析 师 预先 选 定 的 显著 性 水 平 . 

为 检验 计算 精确 的 P 值 并 不 总 是 很 容易 . 但 是 , 大 多 数 用 于 统计 分 析 的 现代 计算 机 程序 都 
可 以 输出 Р 值 , 一 些 计算 器 可 能 也 具有 这 种 功能 . 下 面 我 们 举例 说 明 如 何 近似 计算 硅 酸 盐水 泥 
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砂浆 实验 的 Р (Н. 因为 |to| = 2.20 > toozs,la = 2.101, 从 而 P 值 小 于 0.05. 从 附录 表 1[ 可 以 看 
到 , 对 于 自由 度 为 18、 尾 部 概率 为 0.01 时 的 上 分布 , toouia = 2.552, 现在 |to| = 2.20 < 2.552, 
又 因为 备 择 假设 是 双边 的 , 所 以 知道 P 值 一 定 在 0.05 和 2x(0.01) = 0.02 之 间 . 一 些 计算 器 
也 有 计算 P 值 的 功能 . 比如 , 计算 器 HP-48 就 具有 这 种 功能 . 由 这 个 计算 器 可 得 , 硅 酸 盐水 泥 
砂浆 实验 的 P 值 在 to = -2.20 时 P= 0.041 1. EDI, 零 假设 Ho: m = m 在 显著 性 水 平 
a > 0.041 1 时 将 被 拒绝 . 


5. 计算 机 处 理 


许多 统计 软件 包 都 具有 统计 检验 的 功能 , 表 2.2 表示 的 就 是 应 用 在 硅 酸 盐水 泥 砂浆 实验 的 
两 样本 t 检验 方法 的 Minitab 输出 . 注意 输出 包括 了 两 个 样本 的 些 描述 性 统计 量 . (缩写 "SE 
mean” 指 均值 的 标准 误 , s/VF) 和 一 些 关 于 两 个 均值 差异 的 置信 区 间 信息 (我 们 将 在 2.4.3 节 
和 2.5 节 中 讨论 ). 这 个 程序 也 能 检验 感 兴 趣 的 假设 ， 通过 分 析 师 给 定 备 择 假设 的 种 类 (“not =” 
意味 着 H : pa # ра) 和 给 定 的 a 的 水 平 (这 里 a= 0.05). 


3 2.2. Minitab 中 的 两 样本 t 检验 
Тчо-вашрів T for Modified vs Unmodified 


N Mean StDev SE Mean 
Modified 10 16.764 0.316 0.10 
Unnodified 10 17.042 0.248 0.078 


Difference-mu (Modified)-mu (Unmodified) 
Estimate for difference: -0.278000 

95% CI for difference: (-0.Б45073, -0.010927) 
T-Test of difference-0 (vs not=); T-value--2.19 
P-Values0.042 DF=18 

Both use Pooled StDev=0. 2843 


输出 包括 to 的 计算 值 、P 值 ( 称 为 显著 性 水 平 ) 和 根据 给 定 的 a 值 做 出 的 决策 . 注意 t 统 
计量 的 计算 值 与 通常 手 算 的 值 稍 有 不 同 , 已 =0.042， 许多 软件 包 并 不 能 输出 小 于 一 些 预定 值 ( 比 
如 0.000 1) 的 实际 P 值 , 相反 它们 会 返回 像 “< 0.001” 的 “默认 值 , 或 者 在 某 些 情形 中 返回 
s. 


6. 七 检验 中 的 假定 检验 


在 使 用 t 检验 方法 中 , 我 们 假定 ， 所 有 的 样本 都 是 从 正太 分布 的 独立 总 体 中 得 到 的 , 所 有 总 
体 的 标准 差 或 方差 都 是 相等 的 , 而 且 观 测 都 是 独立 的 随机 变量 . 独立 性 假设 是 关键 的 , 如 果实 验 
次 序 是 随机 的 (如 果 可 以 的 话 ， 其 他 实验 单元 和 材料 的 选择 也 是 随机 的 ), 这 个 条 件 通常 是 可 以 满 
Rf. 利用 正 态 概率 图 很 容易 检验 方差 齐 性 和 正 态 性 假设 . 

一 般 地 ， 概率 图 是 基于 主观 可 见 的 实验 数据 来 判断 样本 数据 是 否 服从 假设 分 布 的 一 种 作 图 
技巧. 方法 非常 简单 ,大 多 数 统计 软件 包 都 可 以 很 快 完成 . 补充 材料 讨论 了 正 态 概率 图 的 人 工 构 
造 . 
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为 了 构造 正 态 概率 图 ， 首先 将 样本 观测 值 从 小 到 大 进行 排序 ， 即 样本 yy, 
уа RHR усту иса Ма), P, уа) 是 观测 值 中 最 小 的 ，y(2) 是 观测 值 中 次 小 的 , 依 此 类 
HE, y(n) 是 最 大 的 . 次 序 观测 值 yo) 根据 它们 的 累积 频率 (7 — 0.5)/n KER, 标注 好 累积 频率 
刻度 , 如 果 假 设 的 分 布 足 够 描述 该 数据 , 所 画 的 点 将 近似 地 落 在 一 条 直线 上 ; 如 果 所 画 的 点 明显 
偏离 任意 一 条 直线 , 则 假设 的 模型 是 不 合适 的 . 一 般 来 讲 , 判断 数据 点 是 否 落 在 一 条 直线 上 是 主 
观 的 . 

为 了 说 明 这 种 方法 , 假定 要 检验 硅 酸 盐水 泥 砂 浆 实 验 的 粘 结 抗 拉 强度 服从 正 态 分 布 这 个 假 
设 . 首先 只 考虑 未 改良 配方 的 观测 值 . 图 2.11 所 示 为 计算 机 生成 的 正太 概率 图 . 大 多 数 正 态 概 
率 图 都 在 左面 垂直 刻度 上 列 出 100(7 — 0.5)/m( 偶 尔 在 右面 垂直 刻度 上 列 出 100[1— (j—0.5)/n]), 
而 变量 值 标 在 横 坐标 上 . 一 些 计算 机 生成 的 正 态 概 率 图 将 累积 频率 转换 为 标准 正 态 z 值 . 主观 
选择 的 直线 可 以 根据 图 中 的 点 画 出 来 . 绘制 这 条 直线 时 , 应 该 着 重 考虑 图 的 中 间 点 , 而 不 是 两 边 
的 极端 点 . 一 个 好 的 规则 就 是 在 第 25 个 百 分 位 数 的 点 和 第 75 个 百 分 位 数 的 点 之 间 画 一 条 直线 . 
这 就 是 图 2.11 中 各 样本 直线 的 确定 办 法 , 在 估计 直线 的 “靠近 ”的 点 时 , 想象 沿 直线 有 一 支 粗 铅 
96. 如 果 所 有 的 点 都 被 这 支 想象 的 铅笔 所 福 盖 , 则 可 以 认为 这 些 数据 服从 正 态 分 布 . 因为 图 2.11 
中 各 样本 的 点 都 通过 了 粗 铅笔 的 检测 , 我 们 可 以 得 出 结论 , 即 对 于 改良 和 未 改良 泥浆 的 粘 结 抗 拉 
强度 , 正 态 分 布 都 是 合适 的 模型 ， 


百分比 (累积 正 态 频率 X 100) 


ЕЗ 
一 一 改良 的 
mæ- 未 改良 的 


16.0 162 164 16.6 168 17.0 172 17.4 17.6 17.8 
BRE (kgf/cm?) 


图 2.11 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 实验 中 的 粘 结 抗 拉 强度 的 正 态 概率 图 


可 以 直接 通过 正 态 概率 图 得 到 均值 和 标准 差 的 估计 . 均值 用 概率 图 的 50% 分 位 点 来 估计 , 标 
准 差 用 84% 和 50% 分 位 点 的 差 来 估计 . 这 意味 着 , 我 们 可 以 通过 简单 比较 图 2.11 的 两 条 直线 的 
斜率 , 从 而 证 实 硅 酸 盐水 泥 砂 桨 实验 的 总 体 方差 相等 的 这 一 假设 . 若 两 条 直线 有 类 似 的 斜率 , 则 
方差 相等 的 假设 是 合理 的 , 如 果 偏 离 了 假设 , 则 可 以 采用 2.4.4 节 中 描述 的 t 检验 方法 . 补充 材 
料 中 有 更 多 关于 上 检验 的 假设 检验 的 内 容 . 

车 严重 偏离 假设 , t 检验 的 效果 将 会 受到 影响 一 般 地 , 我 们 不 是 很 介意 与 假设 偏离 不 太 严 
重 的 情况 , 但 是 不 应 当 忽视 任何 独立 性 假设 的 不 成 立 和 强烈 的 非 正 态 信息 . 检验 的 显著 性 水 平和 
检测 均值 之 间 差异 的 能 力 反 过 来 将 会 受到 背离 假设 的 影响 . 变换 是 处 理 这 种 问题 的 一 种 方法 . 第 
3 章 将 会 更 详细 地 讨论 它 . 如 果 观 测 值 是 来 自 非 正 态 总 体 , 可 以 应 用 非 参数 检验 方法 . 详细 的 内 
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容 见 Montgomery and Runger(2003). 

т. 关于 七 检验 的 另 一 个 说 明 

我 们 刚才 提出 的 两 样本 t 检验 法 理论 上 依赖 于 下 述 假定 , 即 从 其 中 随机 选取 样本 的 两 个 总 
体 都 是 正 态 的 . 虽然 正 态 性 假定 对 形式 上 推导 检验 程序 是 必需 的 , 但 正如 前 面 讨论 的 , 适度 地 背 
离 正 态 性 的 假定 也 不 会 严重 影响 结论 . 可 以 论证 , 利用 随机 化 设计 可 以 检验 假设 而 无 需 对 分 布 的 
形式 作 任何 假定 . 简要 说 来 , 理由 如 下 . 如果 这 些 处 理 不 起 作用 , 则 由 20 个 观测 值 能 产生 的 所 
有 的 [20! /(10! 10! )]=184 756 个 可 能 的 方式 都 具有 相同 的 发 生 可 能 性 , 这 184 756 个 可 能 结 
果 中 的 每 一 个 都 对 应 着 to 的 一 个 值 . 如 果 把 由 这 些 数据 而 实际 得 出 的 to 值 与 这 184 756 Аа 
能 值 的 集合 对 照 之 后 发 现 它 不 寻常 地 大 或 不 寻常 地 小 , 则 表明 p pia. 

这 种 过 程 称 为 随机 化 检验 . 可 以 证 明 , t 检验 法 是 随机 化 检验 的 一 个 良好 近似 于 是 , 我 们 
使 用 t 检验 法 (以 及 其 他 可 以 作为 随机 化 检验 的 近似 方法 ) 时 , 无 需 顾 及 关于 正 态 性 的 假定 , 这 
也 正 是 像 正 态 概率 图 这 样 的 简单 方法 就 足以 检验 正 态 假定 的 原因 . 


242 ”样本 量 的 选取 


选取 恰当 的 样本 量 是 任何 实验 设计 问题 最 重要 的 方面 之 一 . 样本 量 的 选择 与 第 II 类 错误 概 
率 8 密切 相关 . 假如 要 检验 假设 


Ho : p = ua, Hi:m y pa 


且 均 值 不 相等 , Ф 5 = p 一 a. 因为 Но: p = pa 不 真 , 我 们 关心 未 能 拒绝 Ho 的 错误 , 第 II 
类 错误 的 概率 依赖 于 均值 的 实际 差别 5. 对 于 一 个 具体 的 样本 量 , g 与 5 的 叫做 检验 法 的 抽 
检 特 性 曲线 (operating characteristic curve) 或 OC 曲线 . 8 还 是 样本 量 的 函数 . 一 般 说 来 , 给 定 
一 个 5 值 , 8 随 着 样本 量 的 增 大 而 减 小 , 也 就 是 说 ， 大 样本 量 比 小 样本 量 更 容易 检测 出 一 个 给 定 
的 均值 差 . 
对 于 两 个 总 体 的 方差 of 与 o3 未 知 但 相等 (o? = 02 = 02), 显著 性 水 平 为 a = 0.05 的 情 

形 , 假设 

Ho : p = p2 

Hi:p 天 ja 
的 一 族 抽检 特性 曲线 如 图 2.12 所 示 . 还 假定 这 些 曲线 来 自 两 个 样本 量 相 等 的 总 体 , 亦 即 mi = 
па = п. 图 2.12 中 水 平 轴 的 参数 是 


= l m| 161 
g= 2c 20 


用 20 去 除 |6| 便于 实验 者 利用 同一 族 曲线 而 无 需 顾及 方差 的 值 (均值 差 表示 为 标准 差 的 单位 
Ж). ПІН, 用 于 构造 这 些 曲 线 的 样本 量 实际 上 就 是 n* = 2n — 1. 

从 这 些 曲 线 中 , 我 们 注意 到 以 下 几 点 . 

(1) 已 知 样本 量 和 a 时 , 均值 差 р, — po 愈 大 , 第 П 类 错误 的 概率 愈 小 也 就 是 说 , 给 定 样 
本 量 和 а 时 , 这 一 检验 法 对 大 的 均值 差 比 小 的 均值 差 更 容易 检测 出 来 . 

(2) 已 知 均值 差 和 a 时 , 样本 量 愈 大 , 第 II 类 错误 概率 愈 小 . Bl, 要 检测 一 个 给 定 的 均值 差 
б, 增 大 样本 量 将 使 检验 方法 更 为 有 效 . 
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10 


0,8 


接受 所 的 概率 


0,2 


图 2.12 а = 0.05 时 双边 t 检验 的 抽检 特性 曲线 
(承蒙 惠 允 ， 本 图 复制 自 Operating Characteristics for the Common Statistical Tests of Significance, 
C. L. Ferris, F. E. Grubbs, and G. L. Weaver, Annals of Mathematical Statistics, June 1946) 


抽检 特性 曲线 常 有 助 于 选取 实验 中 的 样本 量 ， 例 如 , 考虑 前 面 讨论 过 的 硅 酸 盐 水 泥 砂 浆 问 
T. 设想 两 种 配方 的 平均 强度 相差 为 0.5 kgf/cm?, 该 值 通常 会 影响 砂浆 使 用 ， 如 果 均 值 差异 什 
至 少 这 么 大 , 我 们 将 以 一 个 较 大 的 概率 检测 它 . 由 此 , 因为 p 一 u= 0.5 kgf/cm? 是 我 们 希望 
检测 的 均值 差 的 “临界 ” 值 , 所 以 得 到 图 2.12 中 抽检 特性 曲线 水 平 轴 的 参数 d 是 


pal O05 035 
а Haml 05 0325 


20 20 о 
FERE, d ЖЖЖ о. (ES, 假设 我 们 根据 以 前 的 经 验 , 认为 强度 的 观测 值 的 标准 差 超 
过 0.25 kgf/cm? 是 不 大 可 能 发 生 的 ， 那么, 在 上 式 中 对 d 用 о = 0.25 就 得 出 d=1， 如 果 当 
pi 一 ua = 0.5 时 我 们 希望 以 95% 的 可 能 性 拒绝 零 假设 的 话 , 则 8 = 0.05, 由 图 2.12 Am, 4 
В = 0.05 В d=1 时 , 近似 地 得 到 n = 16. Ё п" = 2n — 1, 所 以 需要 的 样本 量 是 
n= EH - 5+1 =8.5 x9 
从 而 我 们 采用 的 样本 量 为 n n2 = п = 9. 
在 上 例 中 , 实验 者 实际 上 用 的 样本 量 为 10. 实验 者 选择 稍 大 点 的 样本 量 也 许 是 针对 一 种 可 
能 性 , 即 共同 标准 差 o 的 先 验 估计 太保 守 了 , 它 有 时 可 能 会 大 于 0.25. 
抽检 特性 曲线 在 实验 设计 问题 中 对 选取 样本 量 常常 起 着 重要 的 作用 . 这 方面 的 内 容 在 以 后 
几 章 中 都 会 讨论 到 ,在 其 他 简单 比较 实验 中 使 用 抽检 特性 曲线 的 讨论 , 类 似 于 两 样本 t 检验 法 ， 
请 参阅 Montgomery and Runger(2003). 
许多 统计 软件 包 可 以 辅助 实验 者 进行 势 和 样本 量 的 计算 . 下 面 的 方 框 演示 了 Minitab 中 的 
关于 硅 酸 盐水 泥 砂浆 问题 的 两 样本 t 检验 的 势 和 样本 量 的 几 个 计算 . 输出 的 第 一 部 分 再 次 给 出 
T OC 曲线 的 分 析 , 假定 强度 的 标准 差 为 0.25 kgf/cm, 计算 临界 均值 差 为 0.5 kgf/cm? 所 必需 
的 样本 量 . Minitab 中 的 答案 为 ni = по =8, 相当 接近 OC 曲线 分 析 的 结果 . 输出 的 第 二 部 分 
计算 了 本 例 的 势 , 这 里 临界 均值 差 非常 小 ,只 有 0.25 kgf/cm. 势 下 降 得 很 快 , 从 0.95 到 0.562. 
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最 后 一 部 分 确定 了 实际 均值 差 为 0.25 kgf/cm?, 势 至 少 为 0.9 所 必需 的 样本 量 . 算出 的 样本 量 
相对 较 大 , пі = n —23. 


Power and sample size 


2-Sample t Test 
Testing mean 1-шеап 2(versus note) 

Calculating power for mean i-mean 2*difference 
А1рһа«0.05 Signa«0.25 


Sanple Target Actual 
Difference Size Pover Pover 
0.5 8 0.9500 0.9602 


Power and Sample Size 
2-Sample t Test 


Testing mean 1-шөап 2(versus not=) 
Calculating power for mean 1-швап 2*difference 
Alpha=0.05 ^ Sigma-0.25 


Sample 
Difference Size Power 
0.25 10 0.5620 


Power and Sample Size 
2-Sample t Test 


Testing mean 1=пеап 2(versus not =) 
Calculating power for mean i-mean 2*difference 
Alpha*0.05 Sigma «0.26 


Sample Target Actual 
Difference Size Power Pover 
0.25 23 0.9000 0.9125 


2.4.3 ”和 置信 区 间 


尽管 假设 检验 是 一 种 有 用 的 方法 , 但 它 有 时 也 不 能 说 出 全 部 细节 . 人 们 喜欢 提供 一 个 区 间 ， 
期 待 问题 中 的 参数 或 参数 值 落 在 这 一 区 间 之 内 . 这 种 区 间 称 为 置信 区 间 (confidence interval). 在 
很 多 工程 和 工业 实验 中 , 实验 者 已 经 知道 均值 p 与 ja 有 差别 , 因此 对 于 jw = uo 的 假设 检验 
就 不 大 有 兴趣 . 实验 者 通常 更 感 兴趣 的 是 均值 差 / — u 的 置信 区 间 . 

设 9 是 一 未 知 参数 , 我 们 来 确定 一 个 置信 区 间 . 为 了 得 出 6 的 一 个 区 间 估计 , 需要 找 出 两 个 
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Lus dE гу, 使 得 概率 命题 
Р(0<0<0) =1-а (2.27) 


AX. 区 间 
L«6«U (2.28) 


叫做 参数 9 的 100(1 — о) FCU]. БСО ЖЛ Е, 在 重复 的 随机 抽样 中 , 如 果 得 出 
很 多 这 样 的 区 间 , 则 其 中 的 100(1 - a)% 会 含有 9 的 真 值 . 统计 量 р 与 分别 叫做 下 置信 
限 (lower confidence limit) 和 上 置信 限 (upper confidence limit), 1 一 a 叫做 置信 系数 (confidence 
coefficient). 如 果 a = 0.05, 则 (2.28) 式 叫做 9 的 95% 置 信 区 间 ， 置信 区 间 有 一 个 频率 性 的 解 
ж.ш, 我 们 不 知道 对 于 这 个 特定 样本 说 来 命题 是 否 为 真 , 但 我 们 知道 , 被 用 来 产生 置信 区 间 的 
方法 有 100(1 — a)% 次 得 出 正确 的 命题 

对 于 硅 酸 盐水 泥 问题, 设 我 们 要 对 真实 的 均值 差 шш 一 ро 找 一 个 100(1 — a)% 的 置信 区 间 . 
此 区 间 可 用 下 述 方法 导出 , 统计 量 


3i = — (n — uz) 


Shut 
服从 t+na-? 分 布 . 于 是 
enn «Fn mc, " (ғ-е 
а/дліітҙ-2 < TM S ілін -а| = 
Sp uu 


"e lc 
X Vi — Va + ta/2 nitna-2dp i 十 a) =1-а (2.29) 


比较 (2.29) 5 (2.27) Ж, 可 以 看 出 


Жаз 1 1 5: 3. 1 1 
Vi — Vo ta/2nı+na-29p P3 < im - pa < Vi - Tabla naci] 让 = (2.30) 


是 ja — uo 的 一 个 100(1 一 a)% 置 信 区 间 ， 
ЖА (2.30) 式 就 得 到 95% 置 信 区 间 估 计 如 下 : 


176 1,1 NE 
16.76—17.04— (2.101)0.2844 т 15 «in 2 < 1676-1704+(21000284V T. iL 


—0.28 — 0.27 < ш — u2 < —0.28 + 0.27 
—0.55 < pı — ро < —0.01 


于 是 , 均值 差 的 95% 置 信 区 间 是 从 一 0.55 kgf/cm? 到 —0.01 kgf/cm?. 换 一 种 说 法 , 置信 区 间 
是 ji — p = 一 0.28 kgf/cm? 土 0.27 kgf/cm?, 或 强度 均值 的 差异 为 —0.28 kgf/cm?. 注意 , 因为 
不 包含 在 此 区 间 中 , 所 以 , 所 得 数据 在 5% 的 显著 性 水 平 上 不 支持 p = ро 的 假设 


ш = ш = 
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(两 样本 t 检验 的 Р 值 为 0.042, 稍 小 于 0.05). 未 改良 配方 的 平均 强度 超过 改良 配方 的 平均 强 
度 是 很 可 能 的 . EER 2.2, Minitab 在 假设 检验 方法 操作 中 也 得 到 了 这 一 置信 区 间 . 


24.4 02 02 的 情形 


如 果 检 验 
Ho: p = p2 
Hı : m ўро 


to = 一 二 一 “2 2.31 
UE id 
这 个 统计 量 不 再 精确 地 服从 + 分 布 . 然而 , 如 果 用 
зї 51)? 
v= G 8) (2.32) 


(S/n)? + (Eva 
Tum 


тті 


作为 自由 度 , 则 to 的 分 布 相当 接近 于 t 分 布 . 这 种 t 检验 的 方法 适用 于 正 态 概率 图 表明 的 方差 
不 等 的 情形 . 可 以 容易 地 推出 一 个 公式 来 找 出 不 等 方差 情形 的 均值 差异 的 置信 区 间 . 


24.5 o? 与 o 为 已 知 的 情形 
如 果 两 个 总 体 的 方差 都 是 已 知 的 , 则 检验 假设 


Но: pı = pa 
Hi:m * us 


可 以 用 统计 量 
“(2.33) 


如 果 两 个 总 体 都 是 正 态 的 , 或 者 样本 量 足够 大 ， 以 至 于 可 以 用 中 心 极限 定理 , 则 当 零 假设 为 真 时 ， 
zo 的 分 布 是 N(0, 1). 这 样 , 我 们 用 正 态 分 布 而 不 用 t 分 布 来 求 拒绝 域 . 特别 地 , 当 |zo| > Za/2 
时 我 们 就 拒绝 Ho, 其 中 zay 是 标准 正 态 分 布 的 上 o/2 百 分 位 数 . 

与 前 面 几 节 的 上 检验 法 不 同 ， 已 知 方差 时 检验 均值 不 需要 假定 从 正 态 总 体 中 抽样 . 可 以 用 中 
心 极限 定理 来 证 明 样本 均值 差 页- y, 是 近似 正太 分布 的 . 

方差 已 知 时 关于 ja — ро 的 100(1 — a)% 的 置信 区 间 是 


n-m- zn e Si e «т = + ої 92 2.34 
Vi — 92 — Zaj2 m ng SH 742 SVi 9 + zaya " A (2.34) 


正如 前 面 所 注 明 的 那样 ， 置信 区 间 常 常 是 假设 检验 方法 的 一 个 有 用 的 补充 . 
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2.4.6 ”均值 与 已 知 值 的 比较 
有 些 实验 仅 比较 一 个 总 体 的 均值 и 和 一 个 已 知 值 ро. 这 一 假设 是 


Ho : p = po 
Hı : p uo 


如 果 总 体 是 正 态 的 , 其 方差 已 知 , 或 者 总 体 是 非 正 态 的 , 但 样本 量 足够 大 以 至 于 可 以 用 中 心 极限 
定理 , 则 这 一 假设 可 以 直接 用 正 态 分 布 来 检验 . 检验 统计 量 是 


dom D (2.35) 
如 果 Но: p = po 为 真 , 则 zo 的 分 布 是 N(0, 1). 因此 , 对 Но: и = po 的 判别 法 则 是 , 如 果 
|zo| > гало, 则 拒绝 零 假设 . 在 零 假设 中 均值 的 已 知 值 uo 通常 可 由 三 种 方法 决定 . 可 以 根据 过 
去 的 论证 、 知 识 或 经 验 而 得 到 ; 可 以 是 描述 所 研究 情况 的 某 种 理论 或 模型 的 结果 ; 也 可 以 是 合同 
规定 的 结果 . 
真实 总 体 均值 的 100(1 — a)% 置 信 区 间 是 


9 - 29/30 / V/n S p S F+ zapo | VN (2.36) 


例 2.1 一 供应 商 向 一 纺织 厂 提供 一 批 纤维 . 工厂 需要 了 解 这 批 纤维 的 平均 抗 断 强度 是 否 超过 200 psi. 
如 果 超 过 200 рві, 工厂 就 接收 这 些 纤维 . 过 去 的 经 验 表 明 , 抗 断 强度 方差 的 一 个 合理 值 是 100 (psi)?. 需要 
检验 的 假设 是 


Но:и-2000 Hi: p > 200 

注意 这 是 单 边 备 择 假设 ， 于 是 , 仅 当 零 假设 Ho : u= 200 被 拒绝 时 ( 即 , 车 zo > za), 才 接收 这 批 纤维 ， 

随机 选取 4 个 试 件 , 观测 到 的 平均 抗 断 强度 为 у == 214 psi. 检验 统计 量 的 值 是 
ӯ о 214-200 
c/vn | 10/V4 
如 果 指 定 第 ЖЕНЯ a = 0.05, 从 附录 的 表 1 中 查 得 za = 2005 = 1.645. 这 样 ，Ho 被 拒绝 , 我 们 得 出 
的 结论 是 , 这 批 纤维 的 平均 抗 断 强度 超过 200 psi. 

如 果 总 体 的 方差 未 知 , 就 必须 加 上 总 体 服 从 正 态 分 布 的 这 条 假定 , 尽管 适度 的 偏离 正 态 性 并 
不 会 严重 影响 所 得 的 结论 . 

在 方差 未 知 的 情况 下 , 要 检验 Ho: u= uo, 则 要 用 样本 方差 S 来 估计 o?. 在 (2.35) 式 中 
以 S 代替 о, 得 检验 统计 量 


= 2.80 


20 = 


t= %- A (2.37) 


75 | 如 | > tay2,n-1 时 , 拒绝 零 假设 Ho : u = po, 其 中 如 /am-1 是 自由 度 为 n 一 1 的 + 上 分布 的 
上 а/2 百 分 位 数 . 此 时 的 100(1 — a)% 置 信 区 间 为 


Dto/2an-1S/Vn & u & T+ to/2n-1S/ Vn (2.38) 
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表 2.3 和 表 2.4 简要 地 列 出 了 上 面 关 于 样本 均值 所 讨论 的 检验 方法 ， 对 双边 和 单 边 备 择 假 
设 都 列 出 了 拒绝 域 . 
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表 2.3 ”方差 已 知 时 关于 均值 的 检验 


ко» 检验 统计 量 拒绝 域 假 设 检验 统计 量 拒绝 域 
:p= Ho : pm = p2 
Pin іші > za/2 j lzol > zay2 
Hı : p # uo Hin иг 
Ното mecum | 90: = zo = HL. clu 
Hi: p < po Hı :HA < p2 "ETE! 
- Hr = 
Носи-ю баш 0: ш = ua PEST 
Hı: p> po Hı : p > p 
表 2.4 ”方差 未 知 时 关于 正 态 分 布 均值 的 检验 
Bu 检验 统计 量 拒绝 域 
Носи- 
TUE lto] > ta/2,n-1 
Hı : u uo 
Ho: u = po 7- 
to= F ді. to € —ta,n-i 
Hı : p < uo 9 
Ho : u = po G Stans 
Hi : p> po 
# 02 = о? 
Но: m = pa Бет 
fo = V pA ltol > taa. 
Hi : p X ua Sy d са 
у= п +п2-2 
Жо? Жо 
м to < -taw 
Hi : p < po 
Ho : pi = ua 2 T 
Hi : pi > pa 
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2.5.1 配对 比较 问题 


在 有 些 简单 比较 实验 中 , 将 实验 材料 进行 配对 比较 能 极 大 地 提高 估计 的 精确 度 . 例如 , 考虑 
一 台 硬 度 试验 机 , 它 以 恒 力 把 杆 的 尖端 压 头 压 入 一 块 金属 试 件 ， 然后 通过 测量 压 头 压 入 的 深度 ， 
即 可 得 知 试 件 的 硬度 . 这 台 机 器 有 两 根 不 同 的 压 头 ， 虽然 两 根 压 头 产 生 的 测量 精度 (变异 性 ) 似 
PHR, 但 仍 怀疑 一 根 压 头 得 到 的 硬度 读数 与 另 一 根 压 头 所 得 到 的 硬度 读数 是 不 同 的 . 

实验 方法 如 下 ， 随 机 选取 一 批 (例如 , 20 块 ) 金属 试 件 . 这 些 试 件 的 一 半 用 压 头 1 检测 , 另 
一 半 用 压 头 2 检测 . 试 件 对 压 头 的 具体 分 配 是 随机 的 . 因为 这 是 一 种 完全 随机 化 设计 , 所 以 两 个 
样本 的 平均 硬度 可 以 用 2.4 节 所 述 的 t 检验 法 来 比较 . 
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这 个 问题 多 少 可 以 反映 出 完全 随机 化 设计 的 一 个 严重 缺陷 . 设 金属 试 件 是 由 不 同 的 条 材 切 
割 而 来 , 而 这 些 条 材 是 在 不 同 炉 次 或 可 能 对 硬度 有 影响 的 不 尽 相同 的 方式 下 生产 的 . 由 于 试 件 之 
间 缺 乏 均 匀 性 , 这 就 会 产生 硬度 数据 的 变异 性 , 并 会 增 大 实验 的 误差 , 从 而 使 得 压 头 之 间 的 真实 
差别 难以 检测 出 来 . 

针对 这 种 可 能 性 , 我 们 考虑 另 一 种 实验 设计 . 假定 每 一 块 试 件 足够 大 , 使 得 在 同一 块 试 件 可 
以 进行 两 次 硬度 测定 . 这 种 设计 是 把 每 一 块 试 件 划分 为 两 部 分 , 然后 对 每 块 试 件 的 一 半 随 机 地 指 
定 一 根 压 头 , 对 余下 的 一 半 用 另 一 根 压 头 . 对 每 一 块 指 定 的 试 件 , 压 头 实验 的 顺序 也 是 随机 选择 
的 , 按照 这 种 设计 对 10 块 试 件 进行 实验 , 测 得 的 (规范 化 ) 数据 如 表 2.5 所 示 . 


表 2.5 ”硬度 检验 实验 的 数据 


描述 这 种 实验 数据 的 统计 模型 (statistical model) 为 
4= 1,2 


2.39 
j212,.,10 (239) 


уу = ш + Bj + ei | 


其 中 yi; 是 压 头 i 在 试 件 ; 上 的 硬度 观测 值 , ER i 根 压 头 的 平均 硬度 读数 的 真 值 , 6) 是 第 
7 块 试 件 的 硬度 效应 , si 是 随机 实验 误差 , 其 均值 为 零 、 方 差 为 o?. ВП, o 是 用 压 头 1 测 硬 度 
时 测量 值 的 方差 , o3 是 用 压 头 2 测 硬度 时 测量 值 的 方差. 

如 果 计 算 第 j 个 配对 差 


4 = уу -y2 j=1,2,...,10 (2.40) 
则 此 差 的 期 望 值 是 
па = E(dj) = E(yi — ya) = Е(уу) – E(yaj) = p + j – (ua + B) = pa — ua 


RU, 我 们 可 以 利用 关于 硬度 读数 差 的 均值 ka 的 推断 来 作出 关于 两 根 压 头 的 硬度 读数 均值 差 1a 一 
pa 的 推断 . 当 观 测 值 用 这 种 方式 配对 时 , 试 件 的 附加 效应 B; 会 消失 . 
检验 Ho: ш = ра 等 价 于 检验 


Ho:pa=0, Hi:pa #0 
这 一 假设 的 检验 统计 量 是 


(2.41) 
其 中 
d-iy (242) 


是 配对 差 的 样本 均值 , В. 
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n Ұш 1/2 


n-1 


是 配对 差 的 样本 标准 差 , 当 |to| > toyz,a_1 时 , 则 拒绝 Ho : ua = 0. 因为 每 个 实验 单元 中 因子 
水 平 的 观测 是 成 对 出 现 的 , 所 以 这 种 方法 通常 叫做 “配对 t 检验 ”. 
由 表 2.5 的 数据 得 
Ф-7-6-1,ф-3-3-0, ф-3-5--2, %-4-3-1,ф-8-8-0, 
%-3-2-1, dr 52—4- —2, ф-9-9-0, ф-5-4-і1, do=4-5= -1 


于 是 " 1 
У d; = 150-1 = -0.10 


2 
А h 2 1/2 
Sa= [äs -i Б 4) | Ж Ес rd i 120 
nl 
假定 选择 a = 0.05. 为 了 作 决 策 , 我 们 将 计算 to, 如 果 || > to.o25,9 = 2.262, 则 拒绝 Но. 
配对 t 检验 统计 量 的 计算 值 是 
d —0.10 
TORVT TV 而 
因为 lto| = 0.26 < to.o25,9 = 2.262, 所 以 我 们 不 能 拒绝 假设 Ho : ha = 0. 也 就 是 说 , 没有 
证 据 来 证 明 两 根 压 头 会 得 出 不 同 的 硬度 读数 . 图 2.13 所 示 是 自由 度 为 9 的 to 分 布 , 它 是 本 次 t 
检验 的 参考 分 布 , 并 给 出 了 相对 于 拒绝 域 的 to 的 值 


to —0.26 


图 2.13 “硬度 检验 问题 的 参考 分 布 (自由 度 为 9 的 t 分 布 ) 
ЖЕ 2.6 显示 了 该 问题 的 Minitab 配对 t 检验 程序 的 计算 机 输出 . 注意 到 检验 的 P 值 是 
Р 5 0.80, 这 意味 着 在 任何 合理 的 显著 性 水 平 下 ， 我 们 都 不 能 拒绝 零 假设 . 
2.5.2 ”配对 比较 设计 的 优点 


实际 用 于 这 一 实验 的 设计 叫做 配对 比较 设计 (paired comparison design), 这 也 解释 了 在 1.3 
节 中 讨论 的 区 组 化 原则 . 实际 上 ， 它 是 更 一 般 的 随机 化 区 组 设计 的 设计 类 型 的 特殊 情况 . 区 组 一 
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表 2.6 ”硬度 实验 问题 的 配对 2 检验 Minitab 输出 


Paired T for Tip 1-Tip 2 


N Mean StDev SE Mean 
Тірі 10 4.800 2.394 0.757 
Tip 2 10 4.900 2.234 0.706 
Difference 10 -0.100 1.197 0.379 
96) CI for mean difference: (-0.956, 0.756) 


t-Test of mean difference-O(vs not=0): 
T-Value--0.26  P-VaLue-0.798 


词 理解 为 一 个 相对 均匀 的 实验 单元 (在 我 们 的 例子 中 , 金属 试 件 就 是 区 组 ), 并 且 区 组 表示 对 完全 
随机 化 的 一 个 约束 , 因为 处 理 组 合 仅仅 在 区 组 内 部 是 随机 化 的 . 我 们 可 查阅 第 4 章 中 所 级 述 的 
这 类 设计 , 在 那 一 章 中 , 设计 的 数学 模型 [ 即 (2.39) Ж) 在 写法 上 会 稍 有 不 同 . 

在 结束 这 个 实验 之 前 , 有 几 点 需要 说 明 . 注意 , 虽然 我 们 取 了 2n=2(10)=20 个 观测 值 , 但 对 
t 统计 量 只 用 了 n 一 1=9 个 自由 度 , (我们 知道 , c 的 自由 度 增加 时 , 检验 法 会 更 加 灵敏 .) 区 组 
化 或 配对 使 我 们 “失去 ”了 — 1 个 自由 度 , 但 我 们 希望 , 通过 消除 额外 的 变异 性 来 源 ( 试 件 之 
间 的 差别 ), 我 们 能 得 到 更 好 的 信息 . 

通过 比较 配对 差 的 样本 标准 差 Sa 与 合并 的 样本 标准 差 9, 我 们 可 以 从 配对 设计 中 得 到 一 个 
信息 质量 的 指标 . 这 里 的 合并 标准 差 S, 是 我 们 设想 表 2.5 的 数据 是 按 完全 随机 化 方式 进行 的 实 
验 所 得 到 的 . 把 表 2.5 的 数据 作为 两 个 独立 的 样本 , 由 (2.25) 式 算得 的 合并 标准 差 是 Sp = 2.32. 
将 这 一 数值 与 Su = 1.20 比较 , 即 可 看 出 区 组 化 或 配对 将 变异 性 的 估计 几乎 减少 了 50%. 

当 我 们 真正 需要 而 又 没有 区 组 化 (或 将 观测 值 配对 ) 时 ，S 通常 比 54 大 得 多 , 很 容易 说 明 
这 一 点 . 如 果 将 观测 值 组 配对 , 容易 说 明 53 在 (2.39) 式 给 出 的 模型 下 是 差 值 d; 的 方差 的 无 偏 
估计 , 因为 计算 差 值 时 区 组 因子 (B;) 被 抵消 了 . 但 是 , 如 果 我 们 没有 区 组 (或 配对 ), 则 将 观测 值 
视 为 两 个 独立 样本 , 此 时 在 (2.39) 式 给 出 的 模型 下 , 53 不 能 视 为 o? 的 无 偏 估计 . 事实 上 , 假定 
所 有 总 体 方差 相等 ， 

Е(8р) = o? tE 8 

也 就 是 , 区 组 效应 0) 使 方差 估计 偏 高 了 . ХЕ ИН DX AU HEAR IP MER BHA EAIA. 

我 们 也 可 以 把 这 一 信息 用 关于 ji 一 ya МЕСІ ӘЖ. 利用 配对 数据 , 关于 ja 一 ро 的 
一 个 95% 置 信 区 间 是 


d X to.o25,954/ VN = ~0.10+ (2.262)(1.20)/V10 = —0.10 + 0.86 
反之 , 用 合并 的 或 独立 的 分 析 法 , 关于 ja 一 ua 的 一 个 95% 置 信 区 间 是 


ЕД = Ta + ов -+ E =480-4904( 2.101) eaii 16 = —1.10 + 2.18 


显然 ， —— 这 再 一 次 说 明了 区 组 化 的 噪 
音 减 小 性 质 . 
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区 组 化 并 不 总 是 最 好 的 设计 策略 . 如 果 区 组 内 部 的 变异 性 和 区 组 之 间 的 变异 性 相同 , 则 р, 一 
V, 的 方差 不 管用 什么 样 的 设计 都 是 相同 的 , 实际 上 , 在 这 种 情况 下 , 区 组 化 将 是 一 个 较 差 的 设计 
选择 , 因为 区 组 化 损失 了 n 一 1 个 自由 度 , 并 且 实际 上 导致 了 一 个 关于 ja — j 的 较 宽 的 置信 
区 间 . 第 4 章 将 对 区 组 化 作 进一步 的 讨论 . 
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在 很 多 实验 中 , 我 们 想 要 知道 两 种 处 理 的 平均 响应 的 可 能 差别 . 不 过 ， 在 某 些 实验 中 , 比较 
数据 中 的 变异 性 更 重要 . 例如 , 在 食品 和 饮料 工业 中 ， 重要 的 是 装 料 设备 的 变异 性 要 很 小 , 以 便 
所 有 的 包装 都 接近 于 额定 的 净重 或 容量 . 在 化 学 实验 室 中 , 需要 比较 两 种 分 析 方 法 的 变异 性 . 现 
在 , 我 们 简要 地 讨论 一 下 正 态 分 布 方差 的 假设 检验 和 置信 区 间 . 与 检验 均值 不 同 , 检验 方差 的 方 
法 对 正 态 性 假定 是 很 敏感 的 . 一 个 很 好 的 关于 正 态 性 假定 的 讨论 见 Davies(1956) 的 附录 2A. 

假如 要 检验 假设 : 一 个 正 态 总 体 的 方差 等 于 常数 , 例如 , 等 于 o2. 规范 地 说 , 就 是 要 检验 


Но:о? = od, Hic? жоё (2.44) 
(2.44) 式 的 检验 统计 量 是 
2. 55 (п-1)82 
X= 和 = (2.45) 
9 0 


其 中 55 = Хи — 殉 ?是 样本 观测 值 的 校正 平方 和 . xà 的 合理 推断 分 布 是 自由 度 为 m — 1 的 


卡 方 分 布 . 当 x8 > xani 或 当 ҳа < XY_(ayw)n-1 时 ， 则 拒绝 零 假设 , 其 中 A TEE. 
Xi - (o/2,5-1 分 别 是 自由 度 为 n 一 1 的 卡 方 分 布 的 上 а/2 和 下 1 一 (a/2) 百 分 位 数 , 表 2.7 给 
出 单 边 备 择 假设 的 拒绝 域 . o? 的 100(1 — a)% 置 信 区 间 是 


(n-15* | 2, (п 1)5° 


7 Eo 3 (2.46) 
2 2 
Ха/ал-і Xi- (a/2),n-1 
IT ”关于 正 态 分 布 方差 的 检验 
假 设 检验 统计 最 拒绝 域 в и ”检验 统计 最 拒绝 域 
Но:о2 =02 X> X yama R Но:02-оҘ 52 РО>Е, узул 
Hio? Ao 22,2 2а 5-3 
1:6? #08 X0 XXLaj2a | Ні:02 #03 2 <Б аута 
Но:о2=02 i-e) iex Ho:o? =03 кез a>r 
Hi:o2<od 97074 i |н, ә <оф Р айы тады 
Ho:o2=08 n Но:о? =02 2 
>x 1752 Fo Si Е 
нуга? хо? Хо аһа | Miosa? РЕ Fo а-та 


现在 考虑 检验 两 个 正 态 总 体 的 方差 是 否 相等 . 如 果 分 别 从 总 体 1 与 总 体 2 中 取 量 为 n 与 
та 的 独立 随机 样本 , 则 针对 


Но:0? =02, Hi:o? #02 (2.47) 


的 检验 统计 量 就 是 样本 方差 的 比值 
h=% (2.48) 


Fo 的 合理 推断 分 布 是 分 子 、 分 母 自 由 度 分 别 为 n1 一 1 与 n2 一 1 RO РЯ. 4 Fo > Foo inii 
或 当 Fo < Р (алала лмо М, 则 拒绝 零 假设 , 其 中 到 /am саласа 与 Fic (a2) tnit 
表示 自由 度 为 ni 一 1 与 nz 一 1 的 下 分 布 的 上 a/2 与 下 1-(a/2) 百 分 位 数 . 附录 中 表 IV 只 
给 出 Ff E a 百 分 位 数 部 分 , 但 上 、 下 尾 点 有 关系 式 


Fi-a va = 


1 (2.49) 


Жамал 
关于 多 于 两 个 方差 的 检验 方法 将 在 3.4.3 节 中 讨论 . 我 们 也 将 讨论 把 方差 或 标准 差 用 作 更 一 般 的 


实验 设计 中 的 响应 变量 
例 2.2 一 位 化 学 工程 师 研究 两 类 测试 设备 的 固有 变异 性 ， 这 种 设备 是 用 来 监视 生产 过 程 产 出 的 ， 他 


推测 旧 设 备 ( 即 类 型 1) 要 比 新 设备 有 较 大 的 方差 . 因此 , 他 想 检验 假设 


Ho:o? = o, Hi:ot > о? 
于 是 , 他 取 了 ni = 12 和 по = 10 的 两 个 随机 样本 的 观测 值 , 其 样本 方差 分 别 是 S? = 14.5 和 52 = 10.8, 
检验 统计 量 是 KENT 
97387108 ^ 


从 附录 的 表 IV 中 查 得 Fo.05,11,9 = 3.10, 所 以 ,不 能 拒绝 办 假设 . 也 就 是 说 , 断言 旧 设 备 的 方差 大 于 新 设 
备 的 方差 没有 充分 的 统计 依据 . 
总 体 方差 的 比值 o?/o3 的 100(1 — a)% 的 置信 区 间 是 


52 2 52 
Si Piceni < z < ла (2.50) 
为 说 明 (2.50) 式 的 用 法 , 例 2.2 中 的 方差 比值 nz/o3 的 95% 置 信 区 间 是 
14.5 о? -14.5 
10800255) < 55 < 108(8.59) 
2 
034 < 95 < 482 


此 处 用 到 了 Fo.o25,9,11 = 3.59 以 及 Fo.o7s,9,11 = 1/Fo.025,11,9 = 1/3.92 = 0.255. 


27 EB жн 


21 ”纤维 的 抗 断 强度 要 求 至 少 为 150 psi， 过 去 的 经 验 表 明 ， 抗 断 强度 的 标准 差 是 0—3 psi, 检验 具有 4 
个 试 件 的 一 个 随机 样本 结果 是 yi = 145, y2 = 153, уз = 150, y4 = 147. 
(a) 叙述 你 认为 在 该 实验 中 应 检验 的 假设 . 
(b) 用 a=0.05 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 
(c) 确定 (b) 中 检验 的 P dii. 
(а) 构造 平均 抗 断 强度 的 一 个 95% 置 信 区 间 . 
22 ”假定 在 25 它 时 液体 洗涤 剂 的 黏度 平均 为 800 НЕМЕ, 随机 收集 16 个 批 次 的 洗涤 剂 样 本 , BREA 
812, 假定 我 们 已 知 替 度 的 标准 差 是 o=25 Hi 
(а) 叙述 应 被 检验 的 假设 . 
(b) 用 a=0.05 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 
(c) 确定 本 次 检验 的 Р 值 . 
(d) 确定 均值 的 一 个 95% 置 信 区 间 . 
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23 


24 
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2.6 
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28 
29 


某 工厂 生产 线 生产 的 钢 轴 的 平均 直径 为 0.255 英寸 . 已 知 直径 的 标准 差 为 o= 0.000 1 英寸 . 一 个 
10 根 钢 轴 的 随机 样本 , 其 平均 直径 为 0.254 5 英寸 

(а) 建立 关于 均值 u 的 合理 假设 . 

(b) 用 a=0.05 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 确定 本 次 检验 的 P 值 ? 

(d) 构造 钢 轴 平 均 直 径 的 一 个 95% 置 信 区 间 . 

一 个 正 态 分 布 随机 变量 , 均值 и RA, 方差 0? = 9 已 知 .确定 样本 量 ， 使 之 能 构造 一 个 均值 的 总 长 
度 为 1.0 的 95%% 置 信 区 间 . 

人 们 关心 碳酸 饮料 的 储存 期 限 . 随机 抽取 10 瓶 加 以 检验 , 得 出 结果 如 下 ， 


天 数 
108 124 124 106 115 138 163 159 134 139 


(а) 我 们 试图 证 实 平均 储存 期 限 大 于 120 Ж. 建立 研究 这 个 论断 的 合理 假设 . 
(b) 用 a=0.01 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 
(c) 确定 (b) 中 检验 的 P 值 . 
(9) 构造 平均 储存 期 限 的 一 个 99% 置 信 区 间 . 
考虑 思考 题 2.5 的 储存 期 限 数据 ， 能 用 - -个 正 态 分 布 来 充分 描述 或 拟 合 储存 期 限 吗 ? 偏离 这 个 假定 
对 解决 轧 考题 2.5 的 检验 方法 有 什么 影响 ? 
修理 一 台电 子 仪器 所 需 的 时 间 是 一 个 正 坊 分 布 随机 变量 ， 以 小 时 为 测量 单位 ， 随 机 选取 16 台 这 种 仪 
器 , 其 修理 时 间 如 下 ; 
小 时 
159 280 101 212 224 379 179 264 
222 362 168 250 149 260 485 170 


(а) 希望 了 解 平均 修理 时 间 是 否 大 于 225 小 时 . 建立 研究 这 个 论点 的 合理 假设 , 

(b) 用 a=0.05 检验 (a) 中 提出 的 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 确定 本 次 检验 的 P ti. 

(9) 构造 平均 修理 时 间 的 一 个 95% ММ КІН 

再 考虑 思考 题 2.7 的 修理 时 间 问 题 . 依据 你 的 意见 ， 正 态 分 布 能 否 充分 拟 合 修理 时 间 ? 

有 两 台 机 器 用 来 充 装 净 容量 为 16.0 AT WRH. 假定 充 装 容量 是 正 态 的 , 其 标准 差 为 ri = 0.015 
和 оз = 0.018. 质量 管理 部 门 怀疑 那 两 台 机 器 是 否 充 装 同样 的 16.0 益 司 的 净 容量 ， 做 了 一 个 实验 ， 
从 机 器 的 产品 中 各 取 一 个 随机 样本 . 


机 器 1 16.03 16.04 16.05 16.05 16.02 16.01 15.96 15.98 16.02 15.99 
机 器 2 1602 1597 15.96 16.00 15.09 16.03 16.04 16.02 16.01 16.00 


(а) 叙述 你 认为 在 该 实验 中 应 检验 的 假设 

(b) 用 a=0.05 检验 这 些 假设 , 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 确定 本 次 检验 的 P 值 . 

(d) 确定 两 台 机 器 的 平均 充 装 容量 差 的 一 个 95% 置 信 区 间 . 

两 类 塑料 都 适用 于 一 家 电子 计算 器 厂 . 塑料 的 抗 断 强 度 是 重要 的 ， Dm сі = оз = 1.0 psi. 从 
ml = 10 和 n2 = 12 的 随机 样本 得 y; = 162.5 和 Уа = 155.0. 公司 不 采用 塑料 1, 除非 它 的 抗 断 
强度 超过 塑料 2 的 抗 断 强度 至 少 10 psi 根据 样本 信息 , 他 们 应 该 用 塑料 1 吗 ? 为 回答 这 个 问题 , ж 
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立 合适 的 假设 并 用 o—0.01 进行 检验 , 构造 一 个 关于 抗 断 强度 均值 差 的 99% 置 信 区 间 . 
下 面 是 两 种 不 同 配方 的 化 学 照明 弹 的 燃烧 时 间 (单位 ;分 钟 ) 设计 工程 师 感 兴趣 于 两 者 燃烧 时 间 的 
均值 和 方差 


型 1 65 81 57 66 82 82 67 59 75 70 
型 2 64 71 83 59 65 56 69 74 82 79 


(a) 用 a = 0.05 检验 两 个 方差 相等 的 假设 

(b) 用 (a) 的 结果 , 检验 平均 燃烧 时 间 相等 的 假设 . 用 а = 0.05, 检验 的 Р 值 是 多 少 ? 

(c) 讨论 正 态 性 假定 在 本 问题 中 的 作用 ， 检 验 两 种 类 型 的 照明 弹 的 正 态 性 假设 

G. Z. Yin 5j D. W. Jillie 在 Solid State Technology(May, 1987) 上 发 表 的 一 篇 论文 “Orthogonal 
Design for Process Optimization and lts Application to Plasma Etching” 描述 了 一 个 实验 , 在 
集成 电路 生产 中 , 要 确定 Со Fo 流 率 对 蚀刻 硅 片 的 均匀 度 是 否 有 影响 , 所 有 的 试验 顺序 都 是 随机 的 . 
两 种 流 率 的 数据 如 下 ; 


C2Fe ifii 均匀 度 观测 值 

(SCCM) 1 2 3 4 5 6 
125 27 4.6 2.6 3.0 3.2 3.8 
200 4.6 3.4 29 3.5 41 541 


(а) CaFe 流 率 对 蚀刻 均匀 度 的 均值 有 无 影响 ?用 a = 0.05. 

(b) (a) 中 检验 的 P 值 是 多 少 ? 

(с) C2Fe 流 率 在 蚀刻 均匀 度 方面 对 片 与 片 的 变异 性 有 无 影响 ?用 a = 0.05. 

(d) 用 实验 数据 画 盒 图 支持 你 的 阐述 . 

在 一 个 化 工装 置 中 安装 了 一 台新 的 过 滤器 ， 在 安装 之 前 , 一 个 随机 样本 提供 了 关于 杂质 百分率 的 信 
息 如 下 : y, = 12.5, S? = 101.17, n1 = 8， 安 装 之 后 , 一 个 随机 样本 提供 Va = 102, $2 = 94.73, 
na 一 9. 

(a) 你 能 得 出 两 个 方差 相等 的 结论 吗 ? 用 a = 0.05. 

(b) 过 滤器 是 否 显著 地 减少 了 杂质 的 百分比 ? 用 о = 0.05. 
光 致 抗 蚀 剂 是 一 种 应 用 在 半导体 晶片 上 的 光敏 材料， 通过 它 , 电路 可 以 刻 制 在 晶片 上 ， 用 后 , 烘焙 涂 
层 的 唱片 以 除去 光 致 抗 蚀 剂 混合 物 的 溶 媒 以 硬化 保护 层 ， 下 表 列 出 了 8 个 晶片 在 两 种 不 同 温度 下 烘 
焙 的 光 致 抗 蚀 剂 厚度 (kA). 假设 所 有 的 炉 次 都 是 随机 的 . 


95 С 11.176 7.089 8.097 11.739 11.291 10.759 6.467 8.315 
100 C 5.263 6.748 7.461 7.015 8.133 7.418 3.772 8.963 


(а) 有 无 证 据 认 为 较 高 的 烘焙 温度 导致 晶片 的 光 致 抗 蚀 剂 厚度 的 均值 较 低 ? 用 a = 0.05. 

(b) (a) 中 进行 的 检验 的 P 值 是 多 少 ? 

(c) 确定 均值 差异 的 一 个 95% 置 信 区 间 . 提供 一 个 该 区 间 的 实际 解释 

(d) 画 点 图 来 说 明 这 次 实验 的 结论 . 

(е) 检验 光 致 抗 蚀 剂 厚度 的 正 态 性 假设 . 

(f) 确定 用 来 探测 均值 差异 为 2.5 kA 的 检验 的 势 . 

(g) 计算 探测 均值 差异 为 1.5 kA、 势 至 少 为 0.9 所 需 的 样本 量 . 

手机 的 外 这 是 用 注塑 模 工艺 生产 的 部 件 被 取出 之 前 在 模具 中 冷却 的 时 间 会 影响 手机 的 外 观 缺陷 的 
RE. 加 工 后 , 目测 检查 , 给 出 它们 的 外 观 1 到 10 的 得 分 , 10 对 应 完美 的 部 件 , 1 对 应 最 差 的 部 件 . 
用 两 种 冷却 时 间 (10 秒 和 20 秒 ) 做 实验 , 在 每 种 冷却 时 间 水 平 上 评价 20 个 外 壳 . 这 个 实验 的 所 有 
40 个 观测 都 是 按照 随机 次 序 进行 的 . 数据 如 下 . 
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1 2 1 3 5 1 5 2 3 5 
me 3 6 5 3 2 1 6 8 2 3 

7 8 5 9 5 8 6 4 6 7 
20% 

6 9 5 7 4 6 8 5 8 7 


(а) 是 否 有 证 据 认为 更 长 的 冷却 时 间 会 导致 更 少 的 外 观 缺 陷 ? 用 a = 0.05. 
(b) (a) 中 进行 的 检验 的 P 值 是 多 少 ? 
(c) 确定 均值 差异 的 一 个 95%% 置 信 区 间 ， 提供 一 个 该 区 间 的 实际 解释 ， 
(d) 画 点 图 来 解释 这 次 实验 的 结论 . 
(e) 检验 实验 数据 的 正 态 性 假设 . 
2.16 ”在 对 等 离子 体 蚀刻 器 的 合格 性 实验 中 取得 了 在 硅 片上 蚀刻 均匀 度 的 20 个 观测 值 . 这 些 数据 如 下 ， 


5.34 6.65 4.76 5.98 7.25 6.00 7.55 5.54 5.62 6.21 
5.97 7.35 5.44 4.39 4.98 5.25 6.35 4.61 6.00 5.32 


(a) 构造 估计 o? 的 95% БС], 

(b) 用 a = 0.05 检验 假设 o? = 1.0. 你 的 结论 是 什么 ? 

(c) 讨论 正 态 性 假设 及 其 在 本 是 中 的 作用 . 

(d) 构造 正 态 概率 图 检验 正 态 性 ， 你 的 结论 是 什么 ? 

由 12 位 测量 员 测定 滚珠 轴承 的 直径 ， 每 人 用 两 种 不 同 的 测 径 器 ， 其 结果 是 


测量 员 


2.1 


E 


测 径 器 1 ЕСЖ 测量 员 测 径 器 1 测 径 器 2 


1 0.265 0.264 了 0.267 0.264 
2 0.265 0.265 8 0.267 0.265 
3 0.266 0.264 9 0.265 0.265 
4 0.267 0.266 10 0.268 0.267 
5 0.267 0.267 11 0.268 0.268 
6 0.265 0.268 0.265 0.269 


(а) 用 a=0.05 检验 两 个 被 选 样本 测量 总 体 的 均值 有 无 显著 性 差异 ? 
(b) (a) 中 进行 的 检验 的 P 值 是 多 少 ? 
(c) 构造 两 种 类 型 测 径 器 测量 的 直径 均值 差异 的 一 个 95% 置 信 区 间 . 

“2.18 Journal of Strain Analysis(Vol.18, no.2, 1983) Eft) — Rie 3c Let T ДАЯР ОЕ (DCN s 
的 方法 ， 对 其 中 的 两 种 方法 (Вр Karlsruhe 法 和 Lehigh 法 ), 9 根 架 的 数据 (预测 荷载 与 观测 荷载 
的 比值 ) 如 下 : 


ЕЗ 8/1 821 S3/1 84/1 851 6821 82/2 52/3 89/4 
Karlsruhe 法 1486 1151 1.322 1.339 1200 1402 1.365 1537 1,559 
Lehigh ik —— 1.001 0.992 1.063 1.062 1.065 1178 1.037 1086 1,052 


(а) 是 否 有 证 据 认为 两 种 方法 得 到 的 均值 存在 差异 ? 用 a = 0.05. 
(b) (а) 中 进行 的 检验 的 P 值 是 多 少 ? 

(с) 构造 预测 荷载 与 观测 荷载 两 种 均值 差异 的 一 个 95% 置信 区 间 . 
(9) 研究 两 种 样本 的 正 态 性 假设 . 

(е) 研究 两 种 方法 的 比 的 差异 的 正 态 性 假设 . 
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(f) 讨论 配对 t 检验 中 的 正 态 性 假设 的 作用 . 
研究 ABS 塑胶 管 的 两 种 不 同 配方 的 负荷 变形 温度 . 用 两 种 配方 各 进行 12 次 试验 , 负荷 变形 温度 ( 单 
位 : OF) 结果 如 下 : 


(a) 分 别 构造 两 个 样本 的 正 态 概率 图 ， 该 图 是 否 支持 正 态 性 假定 和 两 样本 方差 相等 的 论点 ? 

(b) 数据 是 否 支持 配方 1 的 负荷 变形 温度 超过 配方 2 的 论点 ?用 a = 0.05. 

(c) (b) 中 进行 检验 的 P 值 是 多 少 ? 

再 研究 思考 题 2.19 的 数据 ,数据 是 否 支 持 配 方 1 的 负荷 变形 温度 超过 配方 2 至 少 3°F 的 论点 ? 
半导体 生产 中 , 湿 化 学 蚀刻 通常 用 于 金属 化 之 前 去 除 晶片 基 座 的 硅 元 素 , 蚀刻 率 是 这 道 工 序 的 重要 
特性 ， 要 评估 两 种 不 同 的 蚀刻 方法 ， 用 每 种 方法 蚀刻 随机 选择 的 8 个 晶片 , 观测 的 蚀刻 率 如 下 ( 单 


fit: mils/min). 


(а) 数据 是 否 表明 所 有 方法 有 相同 的 蚀刻 率 ? 用 a = 0.05 并 假定 等 方差. 

(b) 确定 蚀刻 率 均值 差异 的 一 个 9596 f D [8] 

(c) 用 正 态 概率 图 研究 正 态 性 假设 和 方差 相等 的 适当 性 ， 

根据 人 体 的 吸收 速度 比较 两 种 流行 的 止痛 药 . 有 人 说 药片 1 的 吸收 度 是 药片 2 的 两 倍 . VE o? 与 o3 
已 知 . 导出 


Ho : 21 = p2, Hı : 2m # p2 
的 检验 统计 量 . 
设 要 检验 

Ho: p = p2, Hı : p # ро 
其 中 оф 与 03 已 知 . 因 抽 样 资源 所 限 , 给 定 nl + n2 = №. 为 了 得 到 最 大 功效 的 检验 , 应 该 如 何在 
两 个 总 体 之 间 分 配 N 个 观测 值 . 
推导 (2.46) Ж, 得 到 正 态 分 布 方差 的 一 个 100(1 一 о) Ба]. 
推导 (2.50) Ж, 得 到 比值 of/o3 的 一 个 100(1 一 a)% 置 信 区 间 , 其 中 о? 与 o3 是 两 个 正太 分布 的 
ЖЖ. 
推导 一 个 公式 , 以 得 到 о? 关 o 的 两 个 正 态 分 布 均值 差 的 一 个 100(1 一 a)% 置 信 区 间 . 将 你 的 公式 
用 于 硅 酸 盐水 泥 实验 数据 , 确定 一 个 95% 的 置信 区 间 . 
构造 一 个 数据 集 , 使 得 配对 t 检验 统计 最 非常 大 , 但 通常 的 两 样本 或 合并 t 检验 统计 量 却 较 小 .描述 
你 怎样 创建 数据 ， 这 能 否 给 你 一 些 如 何 运用 配对 t 检验 的 直观 认识 ? 
考虑 思考 题 2.11 描述 的 实验 .如果 两 个 照明 弹 的 燃烧 时 间 差 为 2 分 钟 , 确定 检验 的 势 . 计算 势 至 少 
为 0.9, 检测 燃烧 时 间 均值 差异 在 1 分 钟 所 需要 的 样本 景 . 
再 考虑 思考 题 2.9 描述 的 瓶子 充 装 问题 . 假定 两 总 体 方差 未 知 但 相等 ， 重 做 这 个 问题. 
考虑 思考 题 2.9 的 数据 , 如 果 两 种 机 器 充 装 量 均值 的 差 为 0.25 dics, 用 于 思考 题 2.9 的 检验 的 势 的 
大 小 是 多 少 ? 如 果 充 装 量 均值 的 真实 差 为 0.25 H7, 势 至 少 为 0.9 的 样本 量 是 多 大 ? 
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3.5.8_ 将 各 个 处 理 均值 与 一 个 控制 进行 比较 


第 2 章 讨论 了 比较 两 个 条 件 或 两 种 处 理 的 方法 , 例如 ， 硅 酸 盐 水 泥 的 粘 合 抗 拉 强 度 实验 涉 
及 了 两 种 不 同 砂浆 配方 . 描述 这 类 实验 的 另 一 种 方法 是 二 水 平 的 单 因子 实验 ， 这 里 的 因子 是 指 砂 
ЖЕЛ, 二 水 平 就 是 两 种 不 同 的 配方 . 很 多 这 类 实验 的 因子 都 是 多 于 两 个 水 平 的 . 本 章 侧 重 介绍 
关于 具有 а 个 水 平 (或 a 个 处 理 ) 的 单 因子 实验 的 设计 与 分 析 方 法 假定 实验 都 是 完全 随机 化 
的 . 


3.1 一 个 例子 


在 集成 电路 的 许多 生产 步骤 中 , 晶片 被 一 层 材料 (如 二 氧化 硅 或 某 种 金属 ) 完全 覆盖 . 通过 
对 掩 模 的 蚀刻 有 选择 性 地 除去 不 需要 的 材料 , 从 而 创建 电路 模板 、 电 互 连 以 及 必须 扩散 的 或 者 金 
属 沉积 的 区 域 . 等 离子 蚀刻 工序 在 这 个 操作 中 被 广泛 使 用 ， 特别 是 在 几何 对 象 比较 小 的 情况 下 的 
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应 用 . 图 3.1 展示 了 一 种 典型 的 单 晶片 蚀刻 设备 的 重要 特征 . 射频 (RF) 发 生 器 提供 能 源 , 使 得 
电极 之 间 的 间隙 产生 等 离子 . 等 离子 体 的 化 学 种 类 是 由 所 使 用 的 特定 气体 决定 的 . 碳 氰 化合物， 
比如 CF4( 四 氟 甲 烷 ) 或 CaFe( 六 气 乙 烷 ), 通常 被 用 在 等 离子 蚀刻 上 . 但 是 根据 应 用 情况 的 不 同 ， 
也 常 使 用 其 他 的 气体 或 混合 气体 . 

气体 控制 面板 


射频 
m= aem 
气体 供应 МЕ... 1А 


CpeAem 


KER 
Зл ГАА ОАЕ 


工程 师 要 研究 这 套 设 备 的 RF 功率 设置 与 蚀刻 率 间 的 关系 , 实验 目的 是 建立 蚀刻 率 与 RF 
功率 之 间 关系 的 模型 , 以 确定 达到 所 需 的 目标 蚀刻 率 的 功率 设置 她 选 定 了 气体 (C2Fe) AR 
(0.80 cm), 想 检 验 RF 功率 的 4 个 水 平 : 160W, 180W, 200W 和 220W. 她 决定 在 RF 功率 的 
每 个 水 平 上 检验 5 个 晶片 . 

这 是 一 个 因子 水 平 a =4 和 重复 n —5 的 单 因子 实验 . 这 20 个 试验 都 是 按照 随机 次 序 进行 
的 ， 一 种 生成 随机 次 序 的 更 高 效 方法 是 将 20 个 试验 输入 电子 表格 (Excel), 用 Rand() 函数 产 
生 一 列 随机 数 , 以 此 排序 ， 


假设 从 这 个 过 程 中 获得 的 试验 次 序 是 
试验 次 序 Excel 随机 数 (已 排序 ) 功率 | 试验 次 序 Excel 随机 数 (已 排序 ) 功率 
1 12417 200 1 49 813 220 
2 18 369 220 12 52 286 220 
3 21 238 220 13 57 102 160 
4 24 621 160 14 63 548 160 
5 29 337 160 15 67 710 220 
6 32 318 180 16 71 834 180 
7 36 481 200 i7 7T 216 180 
8 40 062 160 18 84 675 180 
9 43 289 180 19 89 323 200 
10 49 271 200 20 94 037 200 


为 防止 未 知 讨厌 变量 的 影响 , 随机 化 试验 次 序 是 必要 的 . 因为 实验 中 讨厌 变量 的 变化 也 许 会 
超出 控制 范围 , 从 而 损害 实验 结果 . 为 了 说 明 这 一 点 , 假定 我 们 按 原始 的 非 随机 化 次 序 做 20 个 
晶片 试验 (也 就 是 , 前 5 个 功率 用 160W, 接 下 来 的 5 个 功率 用 180W, 依次 类 推 ). 如 果 蚀 刻 设 
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备 有 热身 效应 , 则 运行 越 长 , 观测 的 蚀刻 率 读数 就 越 低 , 热身 效应 将 潜在 地 损害 数据 , 从 而 破坏 


实验 的 有 效 性 . 
假定 工程 师 按照 我 们 确定 的 随机 次 序 进行 试验 . 得 到 的 蚀刻 率 的 观测 值 如 表 3.1 所 示 . 


表 3.1 ”晶片 蚀刻 实验 中 的 蚀刻 率 数据 (单位 : À/ min) 
观测 值 
RF 功率 (W) j 3 r; 5 总 和 平均 值 
160 575 542 530 539 570 2 756 551.2 
180 565 593 590 579 610 2 937 587.4 
200 600 651 610 637 629 3127 625.4 
220 725 700 715 685 710 3 535 707.0 


用 图 示 方 法 来 检查 实验 数据 的 想法 也 很 好 , 图 3.2a( 盒 图 ) 展示 了 RF 功率 的 每 个 水 平 的 蚀 
AR, 图 3.2b 是 蚀刻 率 关于 RF 功率 的 散 点 图 , 两 类 图 都 表明 蚀刻 率 随 着 功率 设置 的 增加 而 增 
加 ， 但 没有 明显 证 据 表明 蚀刻 率 相对 于 均值 的 变异 性 依赖 于 功率 设置 . 基于 这 个 简单 的 图 形 分 
Ж, 我 们 猜想 : (1) RF 功率 设置 影响 蚀刻 率 ; (2) 功率 设置 提高 时 , 蚀刻 率 增加 . 
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图 3.2 蚀刻 率 数据 的 愈 图 和 散 点 图 


180 


假定 想 更 客观 地 分 析 这 些 数据 , 特别 地 , 假定 希望 检验 在 RF 功率 的 所 有 a=4 水 平 下 蚀刻 
率 均值 间 的 差异 . 于 是 , 我 们 想 要 检验 所 有 的 4 个 均值 是 否 都 相等 . 粗 看 起 来 , 这 个 问题 可 以 用 
所 有 6 个 可 能 的 配对 比较 的 上 检验 来 解决 但 是 , 这 并 不 是 解决 这 个 问题 的 最 好 方法 . 首先 , 做 
6 个 t 检验 效率 很 低 , 事倍功半 . 第 二 , 这 些 配对 比较 的 执行 增 大 了 第 一 类 误差 ， 假 定 4 个 均值 
都 相等 , 如 果 我 们 选择 a = 0.05, 则 在 每 一 单个 比较 上 作出 正确 决策 的 概率 是 0.95. 但 是 , 所 有 
6 个 比较 都 是 正确 决策 的 概率 就 远 远 小 于 0.05, 所 以 , 第 一 类 错误 被 增 大 了 . 

方差 分 析 是 检验 若干 个 均值 相等 的 比较 好 的 方法 . 不 过 , 方差 分 析 的 用 途 比 解决 上 述 问题 要 
更 为 广泛 得 多 . 它 可 能 是 在 统计 推断 领域 中 最 有 用 的 方法 . 


3.2 方差 分 析 


设想 我 们 有 a 个 处 理 或 想 要 比较 的 某 一 单 因子 的 不 同 水 平 . a 个 处 理 的 每 一 个 中 的 观测 响 
应 都 是 一 个 随机 变量 . 数据 的 表示 方式 可 如 表 3.2 那样 . 表 3.2 中 的 任 一 值 (例如 , у.) 代表 第 
РОР (дын) 下 所 取 的 第 j 个 观测 值 . 一 般 说 来, 在 第 i 种 处 理 下 有 n 个 观测 值 . 表 3.2 
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ER 3.1 所 示 晶 片 蚀 刻 实验 数据 的 一 般 情形 . 
表 3.2 单 因子 实验 的 典型 数据 


处 理 (水 平 ) 观测 值 总 和 平均 值 

1 yn үз LE Vin у. Ji 

2 yn y22 fus Vm y2. E 

a Yal Уа? ier Yan fa 
1. 数据 的 模型 
我 们 发 现 用 模型 来 描述 这 些 观测 值 是 有 用 的 , 一 种 方法 是 将 模型 写成 

іл1,2,-,а 
yj = pi + Ei PE GA (3.1) 


其 中 yi 是 第 y 个 观测 值 , 1 是 第 i 个 因子 水 平 (或 处 理 ) (032548, cy 是 随机 误差 分 量 , 它 合 
并 了 实验 中 其 他 的 变异 来 源 , 包括 测量 、 来 自 不 可 控 因 子 的 变异 、 用 于 处 理 的 实验 单元 间 的 差异 
( 像 实验 材料 , 等 等 ) 以 及 过 程 中 广泛 的 背景 噪声 因子 ( 像 时 间 的 变异 性 , 环境 变量 的 效应 , 等 等 )， 
为 方便 起 见 , 假定 误差 的 均值 为 零 , 从 而 E(yij) = pi- 

(3.1) 式 被 称 为 均值 模型 (means model). 可 以 换 一 种 方式 写 出 数据 的 模型 , 定义 


шши%т, і1,2,-.,а 
W (3.1) 式 变 为 


іш1,2,.-,а 
yij = p Ti ei (3.2) 
j-12,,n 


在 模型 的 这 种 形式 中 , p 是 所 有 处 理 的 共同 参数 , 叫做 总 均值 (overall mean), т, 是 唯一 对 应 于 第 
i 个 处 理 的 参数 , 叫做 第 i 个 处 理 效应 (treatment effect), (3.2) 式 通常 被 称 为 效应 模型 (effects 
model). 

均值 模型 和 效应 模型 两 者 都 是 线性 统计 模型 (linear statistical model), 即 响应 变量 wj 是 
模型 参数 的 线性 函数 .尽管 模型 的 这 两 种 形式 都 是 有 用 的 , 但 在 实验 设计 文献 中 效应 模型 更 常 
见 . 效应 模型 中 , p 是 一 个 常量 , 而 处 理 效应 т. 表示 应 用 具体 处 理 时 与 常量 / 的 偏差, 这 使 得 该 
模型 更 具 直观 性 . 

因为 只 研究 一 个 因子 , 所 以 (3.2) R [或 (3.1) 式 ] 也 叫做 一 种 方式 的 方差 分 析 或 单 因子 方差 
分 析 (ANOVA) 模 型 , 此 外 , 我 们 要 求实 验 是 以 随机 顺序 进行 的 , 以 使 用 于 处 理 的 环境 (通常 叫 
做 实验 单元 ) 尽 可 能 一 致 . 于 是 , 这 一 实验 的 设计 属于 完全 随机 化 设计 . 我 们 的 目标 是 检验 关于 
处 理 均值 的 假设 并 估计 处 理 均值 . 在 假设 检验 中 , 假定 模型 误差 是 独立 的 正 态 分布 随 机 变量 , 其 
均值 为 零 , 方差 为 o. 假定 方差 o? 在 该 因子 的 各 个 水 平 下 都 是 常量 . 因此 , 观测 值 


yy ~ Ми + ms?) 
而 且 这 些 观测 值 是 相互 独立 的 . 
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2. 固定 因子 还 是 随机 因子 ? 

统计 模型 (3.2) 式 描述 了 关于 处 理 效应 的 两 种 不 同情 况 , 第 一 种 情况 是 , a 个 处 理 可 以 由 实 
验 者 具体 选 定 ， 此 时 我 们 想 检验 关于 处 理 均值 的 假设 , 因此 所 得 结论 仅 适用 于 该 分 析 中 所 考虑 
的 因子 水 平 . 这些 结论 不 能 推广 到 未 曾 明确 考虑 的 相似 处 理 中 去 .我 们 可 能 还 想 去 估计 模型 参 
数 (u ma?)， 这 叫做 固定 效应 模型 (fixed effects тод). 另 一 种 情况 是 , a 个 处 理 可 以 看 作 是 
来 自 一 个 较 大 的 处 理 总 体 的 一 个 随机 样本 (random sample)， 在 这 种 情况 下 , 我 们 希望 能 够 把 这 
些 结论 (根据 处 理 样本 所 得 的 ) 推广 到 总 体 的 所 有 处 理 中 去 , 而 不 管 它们 在 分 析 中 是 否 被 明确 考 
HB. 这 里 , т 是 随机 变量 而 关于 个 别 变量 的 知识 相对 说 来 是 无 用 的 ， 因 而 , 我 们 要 检验 关于 n 
的 变异 性 假设 并 试图 估计 这 一 变异 性 . 这 叫做 随机 效应 模型 或 方差 分 量 模型 . 第 13 章 将 进一步 
讨论 含 随机 因子 的 实验 . 


3.3 ”固定 效应 模型 的 分 析 


本 节 研 究 固定 效应 模型 的 单 因子 方差 分 析 . 令 y, 表示 第 i 个 处 理 的 观测 值 的 总 和 ， Ж 
示 第 i 个 处 理 的 观测 值 的 平均 值 . 类 似 地 , 令 y.. 表示 全 部 观测 值 的 总 和 ， 也 .表示 全 部 观测 值 的 
总 平均 值 . 用 符号 表示 即 


у. = У) уу, Vi = yi/nm, 1=1,2,...,а 
4 (33) 


n= Eun W-y /N 
ај 
其 中 N=an 是 观测 值 的 总 个 数 . 可 见 , 下 标 “ 点 " 号 意味 着 对 相应 的 下 标 求 和 . 
我 们 的 兴趣 在 于 检验 a 个 处 理 均值 的 等 式 , 即 


E(ys) = p ri = p і= 1,2,.. а. 
这 里 较 合理 的 假设 是 
Ho: ш =m m = ра 
(3.4) 
Hi: usu, 至 少 对 于 一 对 (i, 站) 
在 效应 模型 中 , 我 们 将 第 i 个 处 理 均值 p 分 成 两 个 分 量 , 即 ji 二 oe ns 我们 通常 认为 nu 
是 总 平均 , 所 以 ， 
Ew 


a 


ти 
这 个 定义 意味 着 

Xn-0 

а 
即 处 理 或 因子 效应 可 以 被 认为 是 与 总 均值 的 偏差 因此 , 根据 处 理 效应 7;, 前 面 的 假设 的 一 个 
等 价 写 法 就 是 


名 这 个 论题 的 更 多 信息 见 第 3 章 的 补充 材料 . 
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Ho: nomo =т= 0 
Ни:т%0 至 少 对 于 一 个 i 
从 而 , 我 们 说 检验 处 理 均值 相等 或 检验 处 理 效应 (т) 为 零 . 检验 a 个 处 理 均值 相等 的 合适 方法 
就 是 方差 分 析 . 


3.3.1 ”总 平方 和 的 分 解 


方差 分 析 (analysis of variance) 这 一 名 称 来 源 于 把 总 变异 性 分 解 为 它 的 分 量 . 总 校正 平方 
和 


是 数据 总 变异 性 的 一 个 度量 . 直观 看 来 ， 这 是 合理 的 因为 如 果 将 55- 除 以 一 个 适当 的 自由 度 
(在 现在 的 情况 下 , 是 an - 1 = № — 1), 就 得 到 y 的 样本 方差 . 当然 , 样本 方差 是 变异 性 的 标准 
度量 . 

总 校正 平方 和 Sr 可 以 写 为 


EXosÓyj-Xi(-5)*04-»2 (3.5) 


EX (уу — TEn È Te = 9.)°+ EX yo = Ve) +2 22 E.G. С) 
Ae аж ая 

但 是 , 等 式 最 后 的 交叉 乘积 项 为 零 , 因为 

È w б) = — n. = пип) 20 

Ё 


因此 ， 我 们 有 a n a a п 

> > (и 79. = п 5 T — 7) + X X (yis = 9 (3.6) 

E E A 
(3.6) 式 就 是 方差 分 析 的 公式 , 它 表明 , 用 总 校正 平方 和 来 度量 的 一 组 数据 的 总 变异 性 可 以 分 解 
为 ; 处 理 平 均值 与 总 平均 值 之 差 的 平方 和 , 再 加 上 在 处 理 内 部 的 观测 值 与 处 理 平均 值 之 差 的 平方 
和 . 现在 , 观测 得 的 处 理 平均 值 与 总 平均 值 之 间 的 差 就 是 处 理 均值 之 间 的 差 的 度量 而 处 理 内 部 
的 观测 值 与 处 理 平均 值 之 差 却 只 是 随机 误差. 于 是 , 可 以 将 (3.6) 式 用 符号 写 为 

SSr —SS m-- SS = 
其 中 55ул 叫做 处 理 ( 即 , 在 处 理 之 间 的 ) 平方 和 , 而 SSe 叫做 误差 ( 即 , 处 理 内 部 的 ) 平方 和 . 
因为 有 on= 个 总 观测 值 , 所 以 , SS 有 М-1 个 自由 度 . 又 因为 有 a 个 因子 水 平 (以 及 a 个 
处 理 平均 值 ), 所 以 , SSum 有 a — 1 个 自由 度 . 最 后 , 任 一 处 理 内 部 有 n 个 重复 , 给 出 n 一 1 个 
自由 度 , 它 可 以 用 于 估计 实验 的 误差 , 因为 有 a 个 处 理 , 从 而 误差 有 а(п-1)-ап-а- N -a 
个 自由 度 . 
深入 剖析 基本 方差 分 析 恒 等 式 的 右边 两 项 是 有 益 的. 考虑 误差 平方 和 
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由 这 一 形式 容易 看 出 方 括号 内 的 项 除 以 n — 1 就 是 第 ; 个 处 理 的 样本 方差 ,或 
三 Gu -了 


2 一 
8 = т-і1 


іт1,2,-,а 


现在 , a 个 样本 方差 组 合 起 来 给 出 公共 总 体 方差 的 一 个 估计 如 下 ; 


ELO s 
e EC SET |. SSe 
(n-1-4mn-1)---(n-1  - X(n-0 (N —a) 
21 


于 是 , SS /(N – а) 就 是 在 а 个 处 理 中 每 一 个 处 理 公共 方差 的 一 个 综合 估计 . 
类 似 地 , 如 果 a 个 处 理 均值 之 间 没 有 差别 , 就 可 以 用 处 理 平均 值 对 总 平均 值 的 偏差 平方 来 估 
it o?. 特别 地 ， 


а-1 а-1 
是 处 理 均值 都 相等 时 o? 的 一 个 估计 , 这 一 点 的 理由 可 以 很 直观 地 看 出 : 量 XG. =3..)2/(а-1) 
іш 


估计 处 理 平均 值 的 方差 o?/n, 所 以 当 处 理 均值 之 间 没 有 差别 时 , AZA n x G9.) /(a - 1) 
来 估计 o?. $ 

方差 分 析 恒 等 式 [(3.6) 式 ] 给 o? 提供 了 两 个 估计 一 一 个 根据 处 理 内 部 的 固有 变异 性 ， 
一 个 根据 处 理 之 间 的 变异 性 . 如 果 处 理 均值 没有 差别 , 这 两 种 估计 就 应 该 十 分 相近 ; 否则 , 我 们 
就 推测 观测 到 的 差异 是 由 于 处 理 均值 之 间 的 差异 所 引起 的 .尽管 我 们 已 经 用 直观 论证 研究 了 这 
一 结果 , 但 也 可 运用 更 形式 些 的 推导 . 

Ж М5ья = 7238.55 MSp = SSE 称 为 均 方 , 现在 考察 这 些 均 方 的 期 望 值 考虑 


Бмв) =E ( EE ) = 六 [£ Xs - Ы 


[Ў Ў (ив - 249, - 9? | 


将 模型 (31) R] RAER, 得 


2 
rars = р в |5 D utne 1 (өзе) | 


ігі ӛзі 
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现在 因为 Ele) = 0, 所 以 在 进行 平方 运算 并 对 方 括号 内 的 量 取 期 望 值 时 , 涉及 e; 和 ef 的 项 
都 可 以 分 别 用 o? 与 no? 来 代替 . ПІН, 所 有 含有 ei; 的 交叉 乘积 的 期 望都 是 零 . 因此 , 在 进行 
了 平方 运算 和 取 期 望 之 后 , 最 后 的 等 式 变 为 


E(MSy) = x [ve uo» т? + No? - Np? 一 D» T- oo 


即 E(MSzg) = о? 
用 类 似 的 方法 , RITER 
пў т 
Е(М8т) = о? + T. 
正如 我 们 启发 性 的 讨论 , MSE = SSE/(N — а) 可 用 于 估计 о?, 而 且 如 果 在 处 理 均值 间 没有 差 
异 时 (意味 着 т = 0), MSum = SSum/(a — 1) 亦 可 估计 o?， 不 过 , 注意 如 果 处 理 均值 确实 不 
同 , 则 处 理 均 方 的 期 望 值 大 于 о2. 
这 清楚 地 表明 , 检验 处 理 均值 之 间 没有 差异 这 一 假设 可 以 代 之 以 比较 MS 和 MSe 来 实 
Ж. 我 们 现在 就 考虑 这 一 比较 如 何 进行 . 


3.3.2 ”统计 分 析 
我 们 现在 来 研究 检验 处 理 均值 之 间 没 有 差异 这 一 假设 (Ho : ш = p = … = pa 或 者 
Hoin = то = 555 = Ta = 0) 如 何 进行 . 因为 我 们 已 经 假定 误差 sy 是 独立 服从 正 态 分 布 的 , 其 


ЖИН, 方差 是 o7, 所 以 观测 值 yy 也 是 独立 服从 正 态 分 布 的 , 其 均值 为 u 十 mi, JEA o. 
TUR, 557 是 正 态 随机 变量 的 平方 和 , 因此 , 可 以 证 明 557/o? 服从 自由 度 为 N 一 1 的 卡 方 分 
布 . 进一步 , 当 零 假设 Но: т = 0 为 真 时 ，SSE/o? 服从 自由 度 为 N — a 的 卡 方 分 布 , 并 且 
SSun/a? 服从 自由 度 为 a — 1 的 卡 方 分 布 . 然而 , 因为 SSsm 与 55: 加 起 来 等 于 557, 所 以 这 
3 个 平方 和 并 不 一 定 是 独立 的 . 下 面 的 定理 用 来 建立 SSe 与 SSe 的 独立 性 , 它 是 William G. 
Cochran 定理 的 一 种 特殊 形式 . 

定理 3.1 Cochran 定理 

it Zi ЖМШ(0,1)і-1,2,-,, 3:22 = Qu Qu Qu Xt sco Qi 的 自由 
RA eu = 12,7) BER vm bises RS Qi, Qao Q 是 相互 独立 的 
卡 方 分 布 随机 变量 ， 其 自由 度 分 别 为 vi, eas te 

因为 SSum 和 SSe 的 自由 度 加 起 来 等 于 总 的 自由 度 N — 1, 所 以 , Cochran 定理 蕴含 了 
SSam/o^ 与 55/02 是 独立 分 布 的 x? 随机 变量 , 因此 , 当 处 理 均值 之 间 没有 差异 的 零 假 设 为 
真 时 , 比值 


SSua/(a—1) | MSum 
2 SS&/(N-a) MSE 
服从 自由 度 为 a 一 1 与 N -a 的 下 分 布 . (3.7) 式 就 是 关于 处 理 均值 之 间 没有 差异 的 假设 的 检 
验 统计 量 . 


o (8.7) 


(QD 见 第 3 章 补充 材料 


56 第 3 章 单 因子 实验 : 方差 分 析 


由 均 方 的 期 望 可 见 , М5: 是 o? 的 一 个 无 偏 估 计 . 而 且 在 零 假设 下 , MS 也 是 o? 的 一 个 
无 偏 估计 . 然而 , 如 果 零 假设 不 真 , 则 М5 的 期 望 值 大 于 o. 因此 , 在 备 择 假设 下 , 检验 统计 
Æ ((3.7) 式 ] 的 分 子 的 期 望 值 大 于 分 母 的 期 望 值 , 所 以 , 当 检验 统计 量 的 值 太 大 时 , 我 们 应 该 拒 
绝 Ho. 这 意味 着 是 一 个 上 尾部 的 , 单 尾 拒绝 域 . 因此 , 当 


Fo > Fa,a-1, N-a 
时 , 应 该 拒绝 Ho, 其 中 Fo 由 (3.7) 式 算得 , 并 且 得 出 在 不 同 的 处 理 方法 之 间 存 在 着 差异 的 结论 ， 
另外 , 我 们 也 可 以 利用 Р 值 方法 进行 决策 . 
平方 和 的 计算 有 几 种 方法 . 一 种 直接 的 方法 是 利用 定义 : 
ys =p., = (Wi.— 5.) + (ua - s 


用 一 个 展开 式 计算 每 个 观测 的 这 三 项 , 然后 , 将 平方 相 加 得 到 55ия. 55т M SSe. 另 一 种 方法 
是 改写 并 简化 (3.6) 式 中 的 55 和 55: 的 定义 , 有 
og. o uo Yi 
S$r- Y. È п (3.8) 
SS= Eyt 3.9 
m= TN (3.9) 
SSE = SSr — SSum (3.10) 
这 种 方法 很 好 , 因为 一 些 计算 器 被 设计 成 把 输入 数 的 和 存储 在 一 个 存储 器 , 而 输入 数 的 平方 和 存 
储 在 另 一 个 存储 器 . 因此 每 一 个 数据 只 需 输入 一 次 . 实际 上 , 我 们 用 计算 机 软件 进行 这 一 操作 . 
表 3.3 总 结 了 检验 过 程 , 我 们 称 之 为 方差 分 析 表 , 即 ANOVA Ж. 


表 3.3 ” 单 因子 方差 分 析 表 ,固定 效应 模型 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
处 理 间 SSun = "Ж -т.л 4-1 MS Fo = уой 
误差 (处 理 内 ) SSE = SST — 55 N-a MSE 
总 和 SST. Ў 3 (yi - 9)? N-1 


iij 


例 3.1 晶片 蚀刻 实验 

为 说 明 方差 分 析 方法 ， 我 们 回 到 3.1 节 讨论 过 的 例子 ， 开 发 工程 师 要 确定 RF 功率 设置 是 否 影响 蚀刻 
Ж, 她 进行 了 ВР 功率 有 4 个 水 平和 5 次 重复 的 完全 随机 化 实验 ， 为 方便 起 见 , 此 处 重复 表 3.1 的 数据 
如 下 


RF 功率 (W) 蚀刻 率 的 观测 (A / min) 总 和 平均 值 
2 3 4 5 E Ti- 

160 575 542 530 539 570 2 756 551.2 

180 565 593 590 570 610 2 937 587.4 

200 600 651 610 637 629 3 127 625.4 

220 725 700 715 — 685 710 3 535 707.0 


y..—12 355 


= 617. 


75 
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我 们 用 方差 分 析 检验 原 假设 Ho : p = na = ns = na 与 备 择 假设 Hi. 部 分 均值 不 等 ， 用 (3.8) 
式 、(3.9) RM (3.10) 式 计算 所 需 的 平方 和 如 下 : 


4 5 
SSr= Y Y ud, — Me = (575)? + (542)? +... + (710)? — (12 355)2/20 = 72 209.75 
2 


1 * yd — y = 1102 756)? 十 ,… 十 (3 535)?] — (12 355)2/20 = 66 870.55 
ES 
SSg = 58т — 55а = 72 209.75 - 66 870.55 = 5 339.20 

通常 , 这 些 计算 是 通过 使 用 具有 分 析 从 已 设计 的 实验 中 获得 的 数据 的 能 力 的 软件 包 在 计算 机 上 进行 的 . 

方差 分 析 概括 在 表 3.4 P. RF 功率 或 处 理 间 的 均 方 值 (22 290.18) 是 处 理 内 部 或 误差 均 方 值 (333.70) 
的 好 几 倍 ， 这 表明 处 理 均值 都 相等 是 不 大 可 能 的 ， 形式 上 , 计算 P 的 比值 Fo=22 290.18/333.70—66.80, 
并 与 分 布 Ез 合适 的 上 尾 百分点 比较 ， 假 定 实验 者 选择 a = 0.05, 从 附 表 VI 我 们 发 现 Fb.05,3,16 = 3.24, 
因为 Fo = 66.80 > 3.24, 所 以 我 们 拒绝 Ho， 并 得 出 处 理 均值 不 相同 的 结论 ， 也 就 是 说 ,RF 功率 的 设置 
对 平均 蚀刻 率 有 显著 影响 .我们 还 可 以 计算 检验 统计 量 的 PP 值 . 图 3.3 给 出 了 检验 统计 量 Fo 的 参考 分 布 
(F316). 显然 , 本 例 中 P 值 非常 小 .因为 Fo.01,3,16 = 5.29 H Fo > 5.29, 所 以 可 以 得 出 结论 ， P 值 的 一 
个 上 界 为 0.01, BI 已 < 0.01( 精 确 P 值 为 P=2.88x10-9). 


表 3.4 ”唱片 蚀刻 实验 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Pii 
RF 功率 66 870.55 3 22 290.18 Fo = 66.80 « 0.01 
误差 5 339.20 16 333,70 
总 和 72 209.75 19 
аһ rrrrrrrrrrrrrr 
06 
в 
E 
Li 


96 70 


En 
Lom Бу-06.х0 


Божан 
图 3.3 例 3.1 中 检验 统计 量 Fo 的 参考 分 布 (F3,16) 
1 关于 手工 计算 的 更 多 内 容 
读者 可 能 注意 到 我 们 是 用 均值 定义 平方 和 的 . 也 就 是 说 , 由 (3.6) Ж, 
55ка =n È (Te 7.) 
但 是 我 们 得 到 了 利用 总 和 的 计算 公式 . 例如 , 为 了 计算 SSe, 我 们 利用 (3.9) R: 
A 2 
Sas 2 Ў 05 
理由 是 这 样 简单 , 并 且 , y. 与 和 у. 不 像 均值 V, 和 了 那样 容易 受 合 入 误差 (rounding error) 
的 影响 . 
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通常 , 我 们 不 必 太 关心 计算 问题 , 因为 有 很 多 计算 机 程序 可 用 来 进行 计算 , 这 些 计算 机 程序 
亦 有 助 于 很 多 与 实验 设计 有 关 的 其 他 分 析 (如 残 差分 析 和 模型 适合 性 检验 ). 在 很 多 情况 下 , 这 
些 程序 也 有 助 于 实验 者 进行 设计 . 
当 有 必要 手 算 时 , 对 观测 值 进行 规范 化 有 时 是 有 用 的 . 这 一 点 将 在 下 面 的 例子 中 加 以 说 明 . 
例 3.2 ”对 观测 值 进行 规范 化 
在 方差 分 析 的 计算 中 , 对 观测 值 进行 规范 化 常会 使 得 计算 更 简单 或 更 精确 ， 例 如 , 考虑 例 3.1 中 的 晶片 
蚀刻 数据 ， 设 对 每 个 观测 值 都 减 去 600. 已 规范 的 数据 见 表 3.5. 容易 验证 
SSr = (一 25)2 + (一 58)2 +... + (110)? — (355)2/20 = 72 209.75 
554» = 8-2)? + (763)? + (127)? + (535)2] ~ (355)2/20 = 66 870.55 
85к-5 339.20 
将 这 些 平方 和 与 从 例 3.1 "PERMET АЕ EBET AR, ЗАЛАЖЕ На P CO CETERO 
93.5 013.2 已 规范 化 的 蚀刻 率 数据 


RF 功率 (W) 观测 值 总 和 
2 3 4 5 Vi 

160 -25 一 58 -70 -бі 一 30 一 244 

180 一 35 -7 -10 -21 10 —63 

200 0 51 10 37 29 127 


220 125 100 115 85 110 535 

一 -一 ”~ mu o 5 

今 假 定 对 例 3.1 中 的 每 个 观测 值 乘 以 2， 容易 验证 ， 变 换 后 的 数据 的 平方 和 是 58т--288 839.00, 
58-267 482.20， 以 及 SS ;—21 356.80, 这 些 平方 和 明显 不 同 于 从 例 3.1 中 得 到 的 ， 不 过 ,如果 将 它们 
同 除 以 4( 即 ，22), 结果 则 是 相同 的 ， 例 如 ,处 理 平 方 和 267 482.20/4=66 870.55 还 有 , 对 已 规范 的 数据 ， 
F 的 比值 是 F— (267 482.20)/(21 356.80)=66.80, 也 与 原始 数据 的 7 的 比值 相等 . 这 样 一 来 , 方差 分 析 是 
等 价 的 . 

2. 随机 化 检验 法 与 方差 分 析 

在 方差 分 析 的 下 检验 法 研究 中 , 我 们 曾经 用 到 了 这 -假定 , 即 随机 误差 ei, 是 正 态 独立 分 
布 的 随机 变量 . P 检验 法 也 可 被 证 明 是 随机 化 检验 法 的 一 种 近似 方法 . 为 了 说 明 这 一 点 , 假定 两 
种 处 理 的 每 一 种 处 理 有 5 个 观测 值 并 且 我 们 想 检验 它们 的 处 理 均值 是 否 相等 . 数据 如 下 : 


处 理 1 n 12 yia yia yis 
处 理 2 yn y22 yos У24 yas 


可 以 用 方差 分 析 的 严 检验 法 来 检验 Ho : ja = ua, 也 可 以 用 另 一 种 稍微 不 同 的 方法 来 代替 . 假设 
我 们 考虑 把 上 例 中 10 个 数据 分 配给 两 种 处 理 的 所 有 可 能 方式 . 10 个 观测 值 有 10!/5!5!=252 种 
可 能 的 配置 . 如 果 处 理 均值 不 存在 差别 , 所 有 这 252 种 配置 很 可 能 是 相当 的 . 对 于 这 252 种 配置 
的 每 一 个 配置 , 用 (3.7) 式 计算 FF 统计 量 的 值 . 这 些 ғ 值 的 分 布 叫做 随机 化 分 布 (randomization 
distribution)， 而 一 个 大 的 P 值 表示 数据 与 假设 Ho: m = Ha 不 相 容 . 例如 , 如 果实 际 观测 到 
的 天 值 仅仅 被 随机 化 分 布 的 5 个 值 所 超过 ， 则 这 一 点 就 对 应 于 以 显著 性 水 平 a = 5/252 = 
0.019 8( 或 1.98%) 拒绝 Ho : ш = p2. 注意 ， 在 这 种 方法 中 并 不 需要 有 正 态 性 假定 . 

这 种 方法 的 难点 是 , 即使 是 对 于 相对 小 的 问题 ， 我 们 也 很 难 计算 出 确切 的 随机 化 分 布 . 然而 ， 
大 量 的 研究 表明 : 确切 的 随机 化 分 布 可 以 用 正规 理论 F 分 布 来 很 好 地 近似 ， 这 样 , 即使 没有 正 
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态 性 假定 , F 检验 法 也 可 看 作为 随机 化 检验 法 的 一 种 近似 方法 . 要 进一步 阅读 方差 分 析 中 的 随 
机 化 检验 法 , 可 参阅 Box, Hunter, and Hunter(1978). 
3.3.3 ”模型 参数 的 估计 


我 们 现在 给 出 单 因子 模型 
Vi = H+ Ti + 6 


的 参数 估计 和 处 理 均值 的 置信 区 间 , 随后 将 证 明 总 均值 和 处 理 效应 的 合理 估计 可 由 下 式 给 出 : 


й= 9. 
һ= 9-9, і-1,2,-,а (3.11) 
这 些 估计 量 有 相当 直观 的 意义 , 注意 总 均值 可 以 用 观测 值 的 总 平均 来 估计 , 而 任 一 处 理 效应 只 不 


过 是 处 理 均值 和 总 均值 之 差 ， 
容易 确定 第 i 个 处 理 均值 的 置信 区 间 (confidence interval). 第 i 个 处 理 的 均值 是 


MEUN 


ш 的 一 个 点 估计 是 记 = AtA = uu. 现在 , 如 果 假定 误差 是 正 态 分 布 的 , 则 每 一 个 5， 是 

NID(u;, 0?/n). 于 是 , WR o? ción, 则 我 们 可 用 正 态 分 布 来 确定 置信 区 间 . 用 MSE 作为 o? 

的 估计 , 就 可 以 根据 t 分 布 来 建立 置信 区 间 . 因此 , 第 i 个 处 理 均 值 ui 的 100(1 — о) МЕХ 

LES 

MSE 
n 


Vi. ~ ta/2,N-a X Mi S Vi, + ta/2,N-a (3.12) 


任意 两 个 处 理 均值 之 差 ( 即 ji u) 的 一 个 100(1 — о) МЕН Ж. 


x. tur 2MSE dare 2MSE 
9-9, c lapse — o S Mi — hi < Ti, = Ty, %іуам-аү "E (3.13) 


fi 3.3 用 例 3.1 的 数据 , 得 到 总 均值 的 估计 量 和 处 理 效应 的 估计 量 为 ài 12 355/20 = 617.75 以 及 
ғ 551.20 — 617.75 = 一 66.55 


HON "od 


- p., = 707.00 — 617.75 = 89.25 
处 理 4(RF 功率 为 220W) 的 均值 的 一 个 95%% 置 信 区 间 由 (3.12) 式 算得 是 


707.00 — 2.120 IM < pa < 707.00 + 212 898 


707.00 — 17.32 < p4 < 707.00 + 17.32 
于 是 , 所 求 得 的 置信 区 间 是 689.68 < pa < 724.32. 
联合 置信 区 间 
(3.12) RA (3.13) 式 给 出 的 置信 区 间 表 达 式 是 一 次 一 个 (one-at-a-time) 的 置信 区 间 . 也 就 
是 , 置信 水 平 1 — o. 只 应 用 于 一 个 特定 的 估计 . 但 是 , 在 许多 问题 中 , 实验 者 希望 计算 多 个 置信 
区 间 , 每 个 均值 或 均值 差 都 对 应 一 个 置信 区 间 . 如 果 有 这 样 7 个 感 兴趣 的 100(1 — a)% 的 置信 
区 间 , т 个 置信 区 间 同 时 正确 的 概率 至 少 为 1 - га. 概率 ra 通常 被 称 为 实验 方法 误差 率 或 总 的 
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置信 系数 . 与 其 众多 置信 区 间 提供 相对 很 少 的 信息 , 宁可 区 间 数 r 不 要 太 大 . 例如 有 = 5 个 区 
间 和 а = 0.05( 典 型 的 选择 ), 5 个 置信 区 间 的 联合 置信 水 平 至 少 为 0.75, 如 果 r =10 个 区 间 和 
a = 0.05, 联合 置信 水 平 至 少 为 0.50. 

确保 联合 置信 水 平 不 太 小 的 方法 是 在 一 次 一 个 的 置信 区 间 (3.12) 式 和 (3.13) 式 中 用 а/(2ғ) 
替代 a/2， 这 方法 叫 Bonferroni 方法 , 它 允 许 实验 者 构造 一 列 个 处 理 均值 或 处 理 均值 差异 
的 联合 置信 区 间 , 使 得 总 体 置信 水 平 至 少 为 100(1 — 0)96. 4 不 太 大 时 , 合理 地 缩短 置信 区 间 
长 度 是 一 个 非常 好 的 方法 . 详 见 第 3 章 的 补充 材料 . 


3.3.4 ”不 平衡 数据 
在 有 些 单 因子 实验 中 ， 每 种 处 理 所 取 的 观测 值 个 数 可 以 是 各 不 相同 的 . 我 们 称 这 样 的 设计 
是 不 平衡 的 ， 稍 许 修改 一 下 平方 和 公式 ， 上 面 所 述 的 方差 分 析 法 仍 可 使 用 ， 设 在 处 理 i(i = 1, 
2,… ,4) PR п, 个 观测 值 , 令 N = 和 ni. 关于 SSpRI 58 的 计算 公式 变 为 
а 


S$Sp-Y $E 
те) L yy- N (3.14) 


5 2 
55. = У) S И (3.15) 


在 方差 分 析 中 无 需 其 他 变更 ， 

选取 平衡 设计 有 两 个 优点 .首先 , 相对 来 说 ， 当 样本 量 相等 时 , 检验 统计 量 对 a 个 处 理 等 方 
差 的 假定 的 微小 偏离 是 不 敏感 的 . 但 对 不 相等 样本 量 的 情况 则 并 非 如 此 . 其 次 ， 当 样 本 量 相等 时 ， 
检验 的 功效 最 大 . 
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由 方差 分 析 恒等式 (3.6) 给 出 的 观测 值 变异 性 的 分 解 式 是 一 个 纯 代数 的 关系 式 . 而 利用 这 
一 分 解法 来 正式 地 检验 处 理 均值 之 间 没 有 差异 是 需要 满足 一 定 的 假设 条 件 的 . 具体 说 这 些 假设 
条 件 是 观测 值 能 够 用 模型 

Wü =+ T + eig 

恰当 地 描述 ， 并 且 , 这 些 误差 服从 正 态 独立 分 布 , 其 均值 为 零 方差 为 未知 常数 o. MELA 
定 条 件 有 效 , 则 方差 分 析 方 法 是 处 理 均值 没有 差异 这 一 假设 的 一 种 较为 理想 的 检验 法 ， 

然而 , 在 实际 当中 , 这 些 假定 条 件 通常 不 完全 成 立 . 因此 , 在 这 些 假定 条 件 的 有 效 性 尚未 核 
实 之 前 就 依靠 方差 分 析 , 通常 是 不 明智 的 , 是 否 违背 了 这 些 基本 假定 和 模型 的 适合 性 , 可 以 很 容 
易 地 利用 残 差 检测 来 进行 分 析 . 处 理 i 的 观测 值 ; 的 残 差 定义 为 


eij = уу — ду (3.16) 
其 中 du 是 对 应 于 yij 的 一 个 估计 , 由 下 式 得 出 ; 


$j;-hth-35-(9-9)-g. (3.17) 
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(3.17) 式 直观 地 给 出 了 引 人 岂 目的 结果 , 即 第 i 个 处 理 任 一 观测 值 的 估计 恰好 是 对 应 的 处 理 平 
均值 . 

残 差 检验 是 任 一 方差 分 析 不 可 缺少 的 部 分 . 如 果 模型 是 适合 的 , 则 残 差 是 无 定形 的 . 也 就 是 
说 , 它们 没有 明显 的 模式 ， 通 过 研究 残 差 , 可 以 发 现 很 多 模型 不 适合 和 基本 假定 不 符合 的 例子 . 
在 这 部 分 , 我 们 将 说 明 如 何 通 过 采用 残 差 的 图 形 分 析 来 很 容易 地 进行 模型 诊断 检测 , 以 及 如 何 处 
置 几 种 常见 的 反常 现象. 


3.41 IEEE 


检验 正 态 性 假设 可 以 利用 残 差 直方 图 . 如 果 满足 关于 误差 的 NID(0, o?) BE, 则 此 直方 图 
就 应 该 类 似 于 取 自 中 心 在 零点 处 的 正太 分布 的 样本 , 可 惜 , 对 于 小 样本 , 经 常会 出 现 明显 的 波动 ， 
所 以 图 像 上 中 度 偏离 正 态 性 的 出 现 并 不 一 定 意味 着 严重 违背 正 态 性 假定 ， 而 图 像 上 对 于 正 态 性 
的 严重 偏离 则 有 严重 违背 正 态 性 假定 的 可 能 , 并 需要 进行 进一步 的 分 析 ， 

另 一 种 极其 有 用 的 方法 是 构造 一 个 残 差 的 正 态 概率 图 , 回顾 第 2 章 的 上 检验 , 我 们 用 原始 数 
据 画 成 的 正 态 概率 图 来 检验 正 态 性 假设 ,在 方差 分 析 中 , 对 残 差 这 样 做 通常 更 有 效 ( 且 更 直接 ). 
如 果 潜 在 的 误差 分 布 是 正 态 的 , 则 图 像 皇 直线 状 . 在 想象 这 一 直线 时 , 与 极端 值 点 相 比 , 我 们 应 
该 更 看 重 直线 附近 的 值 点 ， 

K 3.6 列 出 了 例 3.1 中 的 蚀刻 速率 数据 的 原始 数据 和 残 差 . 图 3.4 是 残 差 的 正 态 概 率 图 , 审 
视 这 个 图 形 , 总 的 印象 是 误差 分 布 是 近似 正 态 的 . 正 态 概率 图 在 左边 稍 下 弯曲 , ERARA ESL, 
这 意味 着 误差 分 布 的 尾部 比 起 正 态 分 布 的 尾部 要 更 细 一 些 ; 也 就 是 说 , 最 大 的 残 差 不 完 全 如 所 期 
望 的 那样 大 (在 绝对 值 的 意义 下 ). 但 是 , 此 图 总 体 看 起 来 却 是 正 态 的 . 


表 3.6 013.1 的 蚀刻 速率 数据 和 残 其 ^ 


NUNC) A 
功率 (W) 
1 2 3 4 5 

23.8 -93] -212 -123 | 18.8 

160 575 (13) 542 (4) 530 (14) 539 (8) 570 (5) 551.2 

і 

-224 26 26 -84 226 

180 565 (17) 503 (6) 590 (18) 579 (16) 610 (9) 5874 
-254 25.6 一 15.4 11.6 3.6 

200 600 (20) 651 (0) 610 (19) 637 (7) 629 (10) 625.4 
18.0 一 7.0 8.0 -22.0 30 

220 75 (2) 700 (15) 715 (П) 685 (12) 710 (3) 707.0 


a 每 单元 的 愈 内 是 残 差 . 贺 括 号 内 的 数 表示 收集 数据 的 序号 


一 般 地 , 在 固定 效应 方差 分 析 中 适度 地 偏离 正 态 性 我 们 并 不 大 在 意 (回顾 在 3.3.2 节 中 对 随 
机 化 试验 的 讨论 ). 比 起 偏 态 分 布 来 说 , 我 们 更 为 关心 的 是 比 正 态 分 布 的 尾部 明显 的 厚 或 薄 的 误 
差分 布 . 因为 F 检验 法 只 受 轻微 的 影响 , 所 以 我 们 说 , 方差 分 析 (及 其 有 关 的 方法 , 例如 多 重 比 
BUE) 对 正 态 性 假定 是 稳健 的 . 偏离 正 态 性 通常 会 引起 真正 的 显著 性 水 平和 功率 与 名 义 上 的 数 
值 稍 有 差异 , 一 般 来 说 , 功率 会 偏 低 , 我 们 将 在 第 12 章 中 讨论 的 随机 效应 模型 较 多 地 受到 非 正 
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态 性 的 影响 . 


正 态 概率 多 


ЕРІН 12.65 0.1 1255 25.6 
Dr 


图 3.4 例 3.1 的 残 差 的 正 态 概率 图 


正 态 概率 图 上 的 一 种 十 分 普 迪 的 毛病 , 是 有 一 个 残 差 远大 于 其 他 的 残 差 , 这 样 的 一 个 残 差 通 
常 叫做 异常 值 (outlier)， 一 个 或 多 个 异常 值 的 出 现 会 严重 干扰 方差 分 析 , 所以, 要 小 心 探究 出 现 
的 异常 值 . 引起 异常 值 的 原因 经 常 是 由 于 计算 发 生 错误 、 规范 数据 或 复制 数据 造成 的 误差 所 致 . 
否则 , 则 必须 仔细 研究 该 实验 周围 的 实验 环境 . 如 果 异 常 的 响应 是 -个 特别 希望 得 到 的 值 (高 强 
BE, 低 价格 , 等 等 ), 则 异常 值 比 其 他 数值 更 为 有 用 ， 不 要 轻易 拒绝 或 放弃 一 个 异常 的 观测 值 , 除 
非 有 合理 的 非 统计 性 的 根据 .就 是 在 最 不 利 的 情况 下 , 也 要 做 两 次 分 析 , 一 次 包括 异常 值 , 另 一 
次 吻 除 异常 值 ， 

有 几 种 正式 的 统计 方法 可 用 来 检测 异常 值 [例如 , 参阅 Barnett and Lewis (1994), John 
and Prescott(1975), 以 及 Stefansky(1972)]. 粗略 检测 异常 值 可 以 由 验算 标准 化 残 差 


- eij 4 
dij = ТЕГІ (8.18) 
ЖИН. 如果 误 差 6;; 服从 М(0,о7), 则 标准 化 残 差 应 是 浙 近 正 态 分 布 的 , 其 均值 为 零 , 方差 为 
1. 于 是 , 标准 化 残 差 约 68% 落 在 士 1 之 内 , 约 95% 落 在 +2 之 内 ， 几乎 全 部 落 在 士 3 之 内 , Ш 
点 要 大 于 3 或 4 倍 标准 差 的 残 差 是 一 个 可 能 的 异常 值 . 
对 于 例 3.1 的 蚀刻 速率 数据 , 正 态 概率 图 没有 显 出 异常 值 , 还 有 , 最 大 的 标准 化 残 差 是 
el 256 25.6 


а- = се - 290 140 
17 VMSs — у33370 1827 


但 它 并 不 重要 . 
3.42 ” 依 时 间 序 列 的 残 差 图 


依照 收集 数据 的 时 间 顺 序 画 出 残 差 图 有 助 于 检测 残 差 之 间 的 相关 性 . 具有 正 残 差 和 人 负 残 差 
的 趋势 表明 了 正 相关 性 . 而 这 说 明 不 符合 误差 的 独立 性 假定 (independence assumption). 这 是 
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一 个 潜在 的 严重 问题 且 难 于 校正 的 问题 , 所 以 , 要 在 收集 数据 时 尽 可 能 地 防止 这 一 问题 的 发 生 . 
而 实验 的 适当 随机 化 是 获得 独立 性 的 一 个 重要 步骤 . 

有 时 , 实验 者 (或 主体 ) 的 技巧 可 能 会 在 实验 进程 中 改变 , 或 者 , 所 研究 的 过 程 可 能 “漂移 ” 
或 变 得 更 加 不 稳定 . 这 经 常会 导致 误差 方差 随时 间 而 改变 . 此 条 件 常 使 残 差 关于 时 间 的 图 形 在 一 
边 比 另 一 边 更 为 伸展 , 非常 数 方差 是 一 个 潜在 的 严重 问题 , 我 们 将 在 3.4.3 节 和 3.4.4 节 中 更 多 
地 讨论 这 个 主题 . 

表 3.6 列 出 了 例 3.1 中 蚀刻 速率 数据 的 残 差 和 收集 数据 的 时 间 序列 ， 残 差 与 试验 次 序 或 时 
间 的 关系 图 如 图 3.5 所 示 . 没有 理由 去 怀疑 存在 违反 独立 性 或 常数 方差 的 假定 . 


12,55 


12.65 


1024 7010 1435 16 19 


试验 次 序 或 时 间 
图 3.5 试验 次 序 或 时 间 的 残 差 图 


Заз ” 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 


如 果 模 型 是 正确 的 并 且 满足 假定 的 条 件 , 则 残 差 应 该 是 无 定形 的 . 特别 地 , 它们 应 该 与 任 一 
其 他 变量 没有 任何 关系 , 自然 也 与 用 来 预测 响应 的 变量 无 关 . 一 种 简单 的 检测 法 是 画 出 残 差 与 拟 
f ju 的 关系 图 ， [对 单 因 子 实验 模型 来 说 , iu = y, ( 即 第 i 种 处 理 的 平均 值 ).] 该 图 应 不 显现 
出 任何 明显 的 模式 . 图 3.6 是 例 3.1 中 蚀刻 速率 数据 的 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 . 没有 出 现 异常 
的 结构 . 

从 这 种 图 形 上 侦 尔 会 检测 出 非常 数 的 方差. 有 时 , 观测 值 的 方差 会 随 着 观测 值 数量 的 增加 而 
增加 ， 如 果实 验 中 的 误差 或 背景 噪音 所 占 观 测 值 大 小 的 比例 是 一 常数 的 话 , 这 种 情况 就 会 发 生 ， 
(这 通常 出 现在 测量 工具 的 误差 是 读数 尺寸 的 百分比 的 时 候 .) 万 一 出 现 这 种 情况 , 那么 残 差 会 随 
着 yi; 的 增 大 而 增 大 , TRÆ py 的 关系 图 看 起 来 就 像 一 个 向 外 开口 的 漏斗 或 喇叭 简 . 当 数据 
服从 非 正 态 的 偏 态 分 布 时 也 会 出 现 非常 数 方差, 因为 在 偏 态 分 布 中 , 方差 大 体 上 是 均值 的 函数 . 

如 果 违 反 了 方差 的 齐 性 假定 , 则 F 检验 法 在 平衡 (所 有 处 理 的 样本 量 相等 ) 固定 效应 模型 
中 只 会 受到 轻微 的 影响 . 但 是 , 在 不 平衡 设计 或 一 个 方差 远大 于 其 他 方差 的 情形 中 , 问题 就 比较 
严重 了 ,特别 地 , 如 果 因子 水 平 有 很 大 的 方差 , 同时 有 较 小 的 样本 量 , 则 实际 的 第 一 类 错误 率 远 
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大 于 期 望 值 (或 置信 水 平 比 预期 的 低 )， 相反, 如 果 因子 水 平 有 很 大 的 方差 ， 同 时 有 较 大 的 样本 
量 , 则 显著 水 平 比 预期 的 要 小 (置信 水 平 比 预期 的 高 ). 这 是 尽 可 能 选择 等 样本 量 (equal sample 
sizes) 的 一 个 充分 理由 . 对 于 随机 效应 模型 , 不 相等 的 误差 方差 可 能 会 显著 地 干扰 关于 方差 分 量 
的 推断 , 即使 用 平衡 设计 也 是 如 此 . 


25.6 a 
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. d a 
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ж 
a . : 
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图 3.6” 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 


当 非 常数 方差 是 因为 上 面 的 理由 而 出 现 的 时 候 , 通常 的 处 理 方案 是 应 用 方差 稳定 化 变换 
(variance-stabilizing transformation)， 然 后 对 变换 后 的 数据 进行 方差 分 析 . 注意 在 这 种 处 理 方 
RP, 我 们 是 对 经 过 变换 后 的 总 体 应 用 方差 分 析 的 结论 

关于 如 何 选取 恰当 的 变换 已 有 相当 多 的 研究 , 如 果实 验 者 知道 观测 值 的 理论 分 布 , 他 们 就 可 
以 利用 这 一 信息 来 选取 变换 , 例如 , 如 果 观 测 值 服从 泊 松 分 布 , 则 可 以 用 平方 根 变换 vr, = gs 
уу = VT gu. 如 果 数 据 服从 对 数 正 态 分 布 , 则 可 用 对 数 变换 yij = nyy. 对 用 分 数 表 示 的 
二 项 分 布 数据 , 则 用 反正 弦 变换 y) = arcsin (УЙ). 在 没有 明显 的 变换 时 ， 实验 者 通常 侈 经 验 来 
寻找 使 方差 不 变 的 变换 , 而 不 管 均值 的 数值 如 何 , 在 第 5 章 所 讨论 的 析 因 实验 中 , 另 一 种 处 理 方 
案 是 选取 使 交互 作用 的 均 方 取 最 小 值 的 变换 , 使 实验 所 得 的 结果 较 易 于 解释 . 在 第 15 章 中 , 我 
们 将 较 详 细 地 讨论 选取 变换 的 解析 方法 . 对 方差 的 不 等 性 所 作 的 变换 也 会 影响 到 误差 分 布 的 形 
Ж. 在 大 多 数 情况 下 , 变换 带 来 的 误差 分 布 更 接近 于 正太 分布， 关于 变换 的 更 详细 的 讨论 , 请 参 
阅 Bartlett(1947), Вох and Cox(1964), Dolby(1963), Draper and Hunter(1969). 


І 方差 相等 性 的 统计 检验 法 


经 常用 来 诊断 方差 的 不 相等 性 , 不 过 也 可 运用 统计 检验 法 (有 好 几 种 )， 这 些 检验 
法 可 以 从 形式 上 看 作 是 检验 假设 


Ho: of =02=...=02, Hy: 至 少 对 一 个 o? AK 
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一 个 广 为 应 用 的 方法 是 Bartlett 检验 法 . 此 方法 涉及 计算 一 个 统计 量 , 当 随机 样本 来 自 独 
立正 态 总 体 时 , 其 抽样 分 布 渐 近 于 自由 度 为 a - 1 的 卡 方 分 布 . 检验 统计 量 是 


xà = 2.302 6 4 (3.19) 


其 中 
а= (№ —a)lg S} — X (ni — 1)1g S? 
а 


e214 жет 7 (E -17-(N- 27) 
X - 052 
i i 
== Na 
而 S? 是 第 ; 个 总 体 的 样本 方差 
当 所 有 的 92 相等 时 , 量 4 等 于 零 , 当 样本 方差 5? 有 较 大 的 差异 时 , 量 q 较 大 . 因此 , 当 x 
的 值 太 大 时 , 我 们 应 当 拒绝 Ho. 也 就 是 说 , 仅 当 


2 2 
X0 > Ха,а-і 


时 , 拒绝 Ho, 其 中 ха. а 是 自由 度 为 a 一 1 的 卡 方 分 布 的 上 a 百 分 位 数 ， 决 策 时 也 可 以 利用 
P fk. 

Bartlett 检验 法 对 正 态 性 假定 非常 敏感 当 怀疑 正 态 性 假定 时 , 最 好 不 要 使 用 Bartlett 检验 
法 ， 

例 3.4 因为 正 态 性 假定 不 成 问题 ,我们 将 Bartlett 检验 法 应 用 于 例 3.1 中 的 蚀刻 速率 实验 数据 ， 首 
先 计算 每 种 处 理 的 样本 方差, 求 得 S? = 400.7, S3 = 280.3, 52 = 421.3, S2 = 232.5. Ш 
2 A(400.7) + 4(280.3) + 4(421.3) + 4(232.5) 
Pi 16 
q = 161g(333.7) — 4[lg 400.7 + lg 280.3 + lg 431.3 + lg 232.5] = 0.17 


1 4 1 
:=1+ (3-і 
6 xs (4 5) 


52 = 333,7 


检验 统计 量 是 


4 (0.17) 
= 2,302 65— = 0.36 
x (130) 


因为 x8.05,3 = 7.81, 所 以 不 能 拒绝 零 假设 ， 且 结论 是 , 所 有 4 个 方差 是 相同 的 ， 分 析 残 差 与 拟 合 值 的 关系 
图 也 能 得 到 同样 的 结论 

因为 Bartlett 检验 法 对 正 态 性 假定 非常 敏感 , 所 以 提出 另 一 种 方法 也 许 是 合适 的 .Ander- 
son and McLean(1974) 很 好 地 讨论 了 关于 方差 相等 性 的 统计 检验 . 修正 后 的 Levene 检验 [ 见 
Levene(1960) 和 Conover, Johoson, and Johoson(1981)] 是 一 种 非常 好 的 方法 , 它 对 正 态 性 的 
偏离 是 稳健 的 . 为 了 检验 所 有 处 理 的 等 方差 假设 , 修正 后 的 Levene 检验 利用 了 每 个 处 理 的 观测 
值 yi; 与 该 处 理 的 中 位 数 ( 记 ў) 的 偏差 的 绝对 值 , 用 
1 一 2 


dij = |y — Ji. 
hj = lvi | 人 
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来 表示 这 些 偏 差 . 修正 后 的 Levene 检验 评估 了 所 有 处 理 的 平均 偏差 是 相等 的 还 是 不 等 的 . 如 果 
这 些 平均 偏差 是 相等 的 , 则 所 有 处 理 中 的 观测 值 的 方差 将 是 相同 的 ，Levene 检验 的 检验 统计 量 
只 是 简单 地 把 通常 用 于 检验 均值 相等 的 ANOVA F 统计 量 用 到 了 绝对 偏差 上 . 

例 3.5 一 位 土木 工程 师 试 图 确定 : 4 种 不 同 的 洪水 流量 频率 的 估计 方法 在 应 用 于 同一 流域 时 ,是 否 能 
产生 相同 的 峰值 排水 量 估计 . 每 种 方法 在 此 流域 中 使 用 6 次 , 所 得 的 排水 量 数据 (单位 为 每 秒 立方 英尺 ) 如 
表 3.7 的 上 半 部 所 示 . 数据 的 方差 分 析 概括 在 表 3.8 中 , CRH 4 种 方法 给 出 的 洪峰 排水 量 的 均值 不 同 . 残 
差 与 拟 合 值 的 关系 图 如 图 3.7 所 示 , SATR, 开口 向 外 的 漏斗 型 表明 所 得 数据 不 满足 常 值 方差 的 假定 ， 


表 3.7 ”峰值 排水 量 数据 


估计 方法 | JUI |o 8, | 修正 后 的 Levene ҚЫНДА diy 
1 0.34 0.12 1.23 0.70 1.75 0.12| 0.71 0.520 0.66 |0.18 0.40 0.71 0.18 1.23 0.40 
2 0.91 2.94 2.14 2.36 2.86 4.55| 2.63 2.610 1.092|1.70 0.33 0.47 0.25 0.25 1.94 
3 6.31 8.37 9.75 6.09 9.82 7.24| 7.93 7.805 1.66 |1.495 0.565 1.945 1.715 2.015 0.565 
4 17.15 11.82 10.95 17.20 14.35 16.82|14.72 15.59 2.77 |1.56 3.77 4.64 1.61 1.24 1.23 


表 3.8 ”峰值 排水 量 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fb P 
方法 708.347 1 3 236.1157 7607 <0001 
误差 62.081 1 20 3.104 1 
总 和 770.428 2 23 


o g 10 15 20 
in 


图 3.7 例 3.5 中 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 

我 们 用 修正 后 的 Levene 方法 检验 峰值 排水 量 数据 ， 表 3.7 的 左 半 部 含有 处 理 的 中 位 数 Ji, 而 右 半 部 
含有 对 中 位 数 的 偏离 diy，Levene 检验 进行 di 的 方差 标准 分 析 . 得 到 的 F 检验 统计 量 Fo =4.55, Ж P 
值 是 P —0.013 7. 因此 ，Levene 检验 拒绝 了 方差 相等 的 零 假 设 ， 我 们 的 结论 与 图 3.7 所 显示 的 信息 一 致 . 
峰值 排水 量 数据 是 数据 变换 的 一 个 好 的 例子 . 

2. 变换 的 经 验 选择 

正如 前 面 我 们 观测 到 的 , 如 果实 验 者 了 解 观测 的 方差 和 均值 之 间 的 关系 , 则 他 们 可 以 利用 这 
一 信息 来 选择 变换 的 形式 . 现在 , 我 们 进一步 说 明 这 一 点 , 并 指出 怎样 做 到 由 数据 来 选择 所 需要 
的 变换 形式 . 

B E(y) = p 是 у 的 均值 , 假定 y 的 标准 差 与 y 的 均值 的 乱 成 正比 , 即 


Oy x p 
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我 们 想 寻 找 y 的 一 种 变换 使 它 能 够 产生 一 个 常数 方差, 假定 这 个 变换 是 原始 数据 的 宕 , 比方 说 
y -y (3.20) 
则 它 可 以 表示 成 
ays x ША! (3.21) 
显然 , 如 果 设 和 = 1 о, 则 变换 后 的 数据 y* 的 方差 是 常量 . 

前 面 讨论 的 几 种 常用 的 变换 概括 在 表 3.9 rh. 注意 , А = 0 意味 着 是 对 数 变换 . 这 些 变换 按照 
强度 的 递增 顺序 排列 . 所 谓 变换 的 强度 , 是 指 它 引起 的 曲率 . 应 用 于 一 个 窜 区 间 上 的 数据 的 弱 变 
换 在 分 析 上 的 效应 不 大 , 而 应 用 于 大 区 间 上 的 强 变换 则 会 有 戏剧 性 的 结果 . 除非 比值 ymax/ymin 
大 于 2 或 3, 否则 变换 效果 通常 并 不 明显 . 


表 3.9 方差 稳定 化 变换 


су 和 包间 的 关系 а ата жон жон 
oy x ЖЖ 0 1 没有 变换 
ay x pi? 1/2 1/2 平方 根 泊 松 ( 记 数 ) 数据 
Oy x p 1 0 对 数 
оу x 8/2 3/2 -1/2 平方 根 的 倒数 
ау x u? 2 -1 倒数 


在 许多 有 重复 的 实验 设计 情形 中 , 我 们 可 以 赁 经 验 根据 数据 估 出 a. 因为 在 第 i 个 处 理 组 合 
中 oy, x u? = Ong, 这 里 0 是 比例 常数 , 取 对 数 , 有 


jgow = lg + olg pi (3.22) 


因此 , lg oy, 与 lg yi 的 关系 图 是 斜率 为 a 的 一 条 直线 . 因为 不 知道 oy, 和 pi, 我 们 也 许可 以 把 
它们 合理 的 估计 代入 (3.22) 式 中 , 用 拟 合 直线 的 斜率 来 作为 a 的 估计 值 . 典型 地 , 我 们 可 以 用 
第 i 个 处 理 (或 者 , 更 一 般 地 , 第 i 个 处 理 组 合 或 第 i 组 实验 条 件 ) 的 标准 差 5; RBA р, 来 估 
计 oy, 和 pi. 

为 了 研究 对 例 3.5 中 的 峰值 排水 量 数据 采用 方差 稳定 化 变换 的 可 能 性 , 我 们 在 图 3.8 rii 
出 jg S; 与 167, 的 关系 图 , 过 这 4 点 的 直线 斜率 接近 1/2, AR 3.9 中 可 知 平方 根 变换 是 合适 
的 . 变换 后 数据 y* = V5 的 方差 分 析 见 表 3.10, 残 差 与 预期 响应 的 关系 图 见 图 3.9. 与 图 3.7 相 
比 , 此 残 差 图 大 为 改善 , 所 以 我 们 得 出 结论 , 平方 根 变换 是 有 帮助 的 . 注意 , 表 3.10 中 误差 的 自 
由 度 与 总 和 的 自由 度 都 减少 了 1, 这 是 因为 在 估计 变换 参数 a 时 已 利用 了 这 些 数据 . 

实际 上 , 许多 实验 者 通过 简单 地 尝试 几 个 变换 , 观测 每 种 变换 在 残 差 与 预测 值 的 关系 图 上 的 
效果 , 就 可 以 选择 变换 的 形式 . 从 而 选 出 能 得 到 最 令 人 满意 的 残 差 图 的 变换 . 


3.4.4” 残 差 与 其 他 变量 的 关系 图 


如 果 数 据 收集 时 还 跟 其 他 可 能 影响 响应 的 变量 有 关 , 则 应 画 出 残 差 与 那些 变量 的 关系 图 . 例 
如 , 在 例 3.1 的 蚀刻 速率 实验 中 , 蚀刻 速率 可 能 受气 压 的 显著 影响 , 所 以 , 应 该 画 出 残 差 与 气压 
的 关系 图 . 如 果 用 不 同 的 蚀刻 机 来 收集 数据 , 则 应 画 出 残 差 与 那些 机 器 的 关系 图 . 只 要 在 这 类 残 
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差 中 呈现 一 定 的 模式 , 就 意味 着 相应 变量 影响 响应 . 对 于 这 种 变量 或 者 在 将 来 的 实验 中 更 谨慎 地 
控制 , 或 者 将 它 也 包括 在 数据 分 析 中 . 


eng 
图 38 例 3.5 中 峰值 排水 量 数据 lg S; 与 图 3.9 例 3.5 中 峰值 排水 量变 换 数据 的 
lg y, 的 关系 图 残 差 与 gr 的 关系 图 


表 3.10 ”变换 后 峰值 排水 量 数据 y* = VD 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 LAE Fo P (it 
方法 32.684 2 3 10.894 7 76.99 < 0.001 
误差 2.688 4 19 0.1415 
总 和 35.372 6 22 


3.5 ”结果 的 实际 解释 


在 完成 实验 、 统计 分 析 以 及 研究 假设 后 ， 实验 者 将 准备 针对 正 研究 的 问题 作出 结论 , 通常 这 
是 相对 容易 的 , 迄今 为 止 , 我 们 所 考虑 的 简单 实验 中 ， 也 许 通过 非 规范 的 方法 就 可 以 得 出 结论 , 诸 
如 图 3.1 和 图 3.2 中 的 僵 图 和 散 点 图 的 图 示 检 查 . 但 是 ， 在 某 些 情形 下 , 需要 应 用 更 多 的 规范 技 
Ж. 我 们 将 在 本 节 中 部 分 介绍 这 些 技术 . 


3.5.1 ”回归 模型 


实验 中 的 因子 可 以 是 定量 的 (quantitative), 也 可 以 是 定性 的 (qualitative). 定量 因子 的 水 
平 与 数值 尺度 的 点 相对 应 , 例如 温度 、 压 强 或 时 间 ， 另 一 方面 ， 定性 因子 的 水 平 却 不 能 依 量 的 大 
小 顺序 来 排列 . 操作 者 、 原料 的 批 次 以 及 班次 都 是 典型 的 定性 因子 , 因为 没有 理由 将 它们 依照 任 
一 特定 的 数值 顺序 来 排序 . 

就 最 初 的 实验 设计 与 分 析 而 论 , 两 种 类 型 的 因子 是 同等 对 待 的 . 实验 者 的 兴趣 在 于 确定 因 
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子 的 水 平 之 间 可 能 存在 的 差异 . 如 果 因 子 是 定性 的 , 例如 操作 者 , 则 考虑 下 一 次 实验 中 该 因子 在 
中 间 水 平 处 的 响应 是 没有 意义 的 . 但 是 , 对 于 定量 的 因子 , 例如 时 间 , 实验 者 通常 感 兴趣 于 取 值 
的 整个 范围 , 特别 是 下 一 次 实验 中 处 于 中 间 因 子 水 平 的 响应 , 也 就 是 说 , 如 果 在 实验 中 使 用 了 3 
种 时 间 水 平 , 分 别 为 1.0 小 时 、2.0 小 时 及 3.0 小 时 , 则 我 们 可 能 还 想 预 测 在 2.5 小 时 处 的 响应 . 
这 样 一 来 , 实验 者 经 常 想 要 开发 实验 中 响应 变量 的 内 插 式 . 这 个 式 子 就 是 研究 过 程 的 经 验 模型 
(empirical model). 

拟 合 数据 方程 的 一 般 方法 称 为 回归 分 析 (regression analysis), 这 将 在 第 10 章 中 详细 讨论 . 
也 可 以 见 本 章 的 补充 材料 . 本 节 用 例 3.1 中 的 蚀刻 速率 的 数据 简要 说 明 这 种 技术 ， 

图 3.10 提供 了 例 3.1 实验 中 的 蚀刻 速率 y 关于 功率 z 的 散 点 图 , 审视 这 个 散 点 图 , 蚀刻 速 
率 和 功率 之 间 明 显存 在 强烈 的 相关 , 作为 第 一 次 近似 , 我 们 用 线性 模型 (linear model) 拟 合 数据 ， 
即 

y=PB+Art+e 

其 中 Bo 和 В, 是 要 估计 的 未 知 参数 , e 是 随机 误差 项 . 常用 于 估计 模型 中 参数 的 方法 是 最 小 二 
乘法 (method of least squares), 这 包括 选择 2 的 估计 使 得 误差 (e) 的 平方 和 最 小 . 本 例 中 , 最 


小 二 乘 拟 合式 是 
ў = 137.62 十 2.5277 


(关于 回归 方法 , 请 看 第 10 章 和 本 章 的 补充 材料 .) 


тә); m 725 
676.242 M 676.25 
x ж 
Е 627.483 Boon 
Ж 
в Е 
578.725| 。 578.75 
ІШІ e sao s 
EN 1 
160.00 175.00 100.00 205.00 2204001 160.00 175.00 190.00 205.00 220.00 
A 功率 A: 功率 
(a) 线性 模型 (b) 二 次 模型 


图 3.10 例 3.1 的 蚀刻 速率 数据 的 散 点 图 和 回归 模型 
此 线性 模型 如 图 3.10a 所 示 . 它 在 高 功率 设置 下 显得 不 很 满意 . 或 许 加 进 > 的 二 次 项 会 得 
到 改善 . 所 得 的 二 次 模型 拟 合 的 结果 是 
d = 1 147.77 — 8.255 5x + 0.028 3752? 


此 二 次 拟 合式 如 图 3.10b AR. 二 次 模型 看 上 去 要 优 于 线性 模型 , 因为 它 在 高 功率 设置 处 拟 合 
得 较 好 . 
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一 般 说 来 , 只 要 能 足够 地 描述 系统 或 过 程 , 我 们 更 喜欢 用 最 低 阶 的 多 项 式 去 拟 合 . 本 例 中 , 二 
次 多 项 式 看 来 比 线性 模型 拟 合 得 好 , 所 以 , 二 次 模型 额外 的 复杂 性 是 值得 的 . 选择 近似 多 项 式 的 
阶 并 不 是 一 件 容 易 的 事情 , 因为 比较 容易 过 分 拟 合 , 也 就 是 多 加 了 高 阶 项 . 这 不 但 不 能 真正 改善 
WER, 反而 会 增加 模型 的 复杂 性 并 且 常 常会 损坏 它 作 为 预测 值 或 内 插 式 的 可 用 性 . 

本 例 中 , 经 验 模型 可 以 在 实验 的 区 域 里 用 来 预测 功率 设置 上 的 蚀刻 速率 . 在 其 他 情况 下 , 经 
验 模型 可 以 用 于 过 程 最 优化 (process optimization)， 也 就 是 , 基于 响应 的 最 佳 值 寻找 变量 的 最 
佳 值 . 我 们 将 在 本 书 的 后 面 更 加 全 面 地 讨论 和 说 明 这 个 问题 . 
3.5.2 ”处 理 均值 的 比较 

假设 对 固定 效应 模型 引入 方差 分 析 时 我 们 拒绝 了 零 假设 . 于 是 , 处 理 均值 之 间 会 存在 一 定 的 
差异 , 但 并 未 确切 指出 哪些 均值 不 相同 , 此 时 , 进一步 在 处 理 均值 组 之 间 进 行 比 较 和 分 析 可 能 是 
有 用 的 . 第 i 个 处 理 均值 定义 为 pi = пті, BA y, 估计 jw, 或 者 用 处 理 总 和 (yi), 或 者 用 处 
理 平均 值 (р, } 来 进行 处 理 均值 间 的 比较 . 进行 这 类 比较 的 方法 通常 叫做 多 重 比较 法 (multiple 
comparison method). 接 下 来 的 几 节 将 讨论 在 单个 处 理 均值 间或 处 理 均值 组 间 的 比较 方法 . 


3.5.3 ”均值 的 图 解 比较 法 


基于 方差 分 析 结果 , 很 容易 提出 一 个 图 解法 进行 均值 比较 . 设 所 感 兴趣 的 因子 有 a 个 水 平 ， 
Vis Vac „Ра, 是 处 理 均值 , 当 о 已 知 时 , 任 一 处 理 均值 的 标准 差 是 о Гу, ЕШ, 当 所 有 因子 
水 平 的 均值 都 相等 时 , 观测 得 到 的 样本 均值 y, 应 当 服从 均值 为 了 、 标 准 差 为 o/ VR 的 正 态 分 
^i. 可 以 想象 一 个 可 以 沿 着 数 轴 移 动 的 正 态 分 布 , 轴 的 下 面 用 点 标 出 9), Dao, Ta. WRA 
理 均值 都 相等 , 则 分 布 可 以 移动 到 某 一 位 置 ,使 得 5， 的 值 来 自 同一 分 布 . 如 果 处 理 均值 不 全 相 
等 , 则 由 于 р,, 的 值 与 产生 不 同 响应 均值 的 因子 水 平 有 关 , 所 以 它们 不 像 是 来 自 于 同一 分 布 ， 

逻辑 上 唯一 的 缺点 是 o 未 知 ， 不 过 , 由 方差 分 析 可 知 , 我 们 可 以 用 VMS 来 代替 o 并 用 
带 有 尺度 因子 V MS In 的 上 分布 来 代替 正 态 分 布 , 这 样 的 方法 用 于 例 3.1 中 的 蚀刻 率 数据 如 
图 3.11 所 示 . 注意 到 图 的 中 央 用 实 线 表示 t 分 布 . 


S ENDE 224 bw 


160 1x0 200 220 


^00 500 tU ^ —— 6 TW 700 
图 3.11 例 3.1 的 蚀刻 率 均值 与 带 有 尺度 因子 / MS [n = V330.7075 = 8.13 的 上 分 布 的 比较 图 
为 了 在 图 3.11 画 出 t 分 布 的 草图 , 将 横 坐 标 t 的 值 乘 以 尺度 因子 


У MSE/n = V330.70/5 = 8.13 


并 在 t 的 纵 坐标 上 描 出 对 应 的 点 即 得 此 草图 ， 因为 分 布 看 起 来 很 像 正 态 分 布 ， 只 是 在 中 心 附 
近 稍微 扁平 且 尾 部 较 长 ,所 以 ,很 容易 画 出 该 草图 ， 若 想 要 更 精确 一 些 , 在 Box, Hunter, and 
Hunter(1978) 的 书 中 有 一 张 6 的 横 坐标 值 和 对 应 的 纵 坐标 的 表 可 供 参阅 . 分 布 的 坐标 原点 可 任 
意 选 择 , 通常 最 好 选取 р, 范围 中 的 一 个 值 , 以 便于 比较 . 在 图 3.11 Н, 原点 是 615А/ min. 
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现在 , 在 图 3.11 中 , 想象 沿 着 水 平 轴 按 虚线 所 指 方向 滑动 该 t 分 布 , 并 检测 标 在 图 中 的 4 
个 均值 . 分 布 图 中 没有 哪个 位 置 能 使 全 部 4 个 平均 值 可 以 想象 为 来 自 这 一 分 布 的 、 典 型 的 随机 
选取 的 观测 值 . 这 就 意味 着 4 个 均值 不 是 相等 的 . 这 样 一 来 , 这 张 草图 就 是 方差 分 析 结果 的 图 解 
显示 . 图 中 表明 所 有 4 个 功率 的 水 平 (160W, 180W, 200W, 220W) 产生 的 蚀刻 速率 均值 与 其 
他 任 一 个 都 不 同 , 换 句 话说 , pj # ua T. pa 9 pa 

对 于 很 多 多 重 比较 问题 来 说 , 这 一 方法 虽说 粗糙 但 却 是 有 效 的 .不 过 , 还 有 更 有 效 的 方法 ， 
现在 就 简要 讨论 一 下 这 些 方法 . 


3.5.4 ЖНЖ 


很 多 多 重 比较 法 都 用 到 对 照 的 思想 , ЖИНА 3.1 中 晶片 蚀刻 实验 问题 . 因为 零 假设 被 拒绝 ， 
所 以 某 些 功率 设置 产生 了 不 同 于 其 他 的 蚀刻 率 , 但 实际 上 是 哪儿 种 引起 这 一 差异 的 呢 ? 可 以 推 
测 , 在 实验 之 初 , 200 W 和 220 W 产生 的 蚀刻 率 相同 , 也 就 是 说 , 我 们 要 检验 假设 
Ho :Ha = pa, Hy : p3 pa 
或 者 
Но: из = а= 0, Hi: p — ja Z0 (3.23) 
实验 初始 阶段 , 如 果 推测 功率 的 低 水 平 的 均值 与 功率 的 高 水 平 的 均值 相同 , 则 假设 为 
Но: p + pia = pa + pa, Hı : p + ua Z pa + pa 
Bp 
Но: pa + pa = pa pta = 0, Hy ign + ua — us — pa #0 (3.24) 
一 般 说 来 , ЯН (contrast) 是 形 如 Ж 
Г= У сш 
а 


的 参数 线性 组 合 , 其 中 对 照 系数 cl ca ca 的 和 为 零 , 即 o с = 0， 于 是 ,前面 的 假设 都 可 
іл 
以 用 对 照 形式 表达 为 ; 


а 


Ho: Dom=0, А: Уш #0 (3.25) 
а 


а 
(3.23) 式 中 的 假设 的 对 照 系数 为 cl = ca = 0,03 = 十 1,c4 = -1; 而 (3.24) 式 中 的 假设 的 对 照 
系数 为 cl = cz = +lcs = ci = 一 1. 

用 两 种 基本 方法 检验 对 照 的 假设 . 第 一 种 方法 用 t 检验 .用 处 理 均值 的 形式 写 出 我 们 感 兴 
趣 的 对 照 : 


€ = У от, 


C 的 方差 是 
ү) = Ў с (3.26) 


та 


这 里 每 种 处 理 的 样本 大 小 是 相等 的 . 如 果 (3.25) 式 的 零 假 设 是 真 的 , 则 比 
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服从 N(0,1) 分 布 . 现在 用 它 的 估计 量 ( 均 方 误差 MS e) 替代 未 知 方差 n?, 用 统计 量 


dp ou (8.27) 


检验 (3.25) 式 中 的 假设 . 如 果 (3.27) 式 中 的 |to| 超过 to/2n-a, 则 零 假设 将 被 拒绝 
第 二 种 方法 用 F 检验. 自由 度 为 v 的 t 随机 变量 的 平方 服从 分 子 自由 度 为 1、 分 母 自由 度 


为 的 F 分布. 因而, 我 们 用 
n 2 
( 23 229) 
hst =a 7. (3.28) 


O My 
а 
作为 检验 (3.25) 式 的 Р 统计 量 . 当 Fo > Е, ома 时 , 拒绝 零 假设 . 可 以 写 出 (3.28) 式 中 的 检 
验 统计 量 为 


m = М8с. 88с/1 
9% M8g М5 
其 中 单个 自由 度 的 对 照 的 平方 和 为 
" 2 
(б) 
SSe = MEL (3.29) 
ird 


1. 对 照 的 置信 区 间 
与 检验 关于 对 照 的 假设 相 比 , 构建 置信 区 间 更 为 有 用 . 假设 感 兴趣 的 对 照 为 


Г-Жош 


іп 


用 处 理 的 样本 平均 代替 处 理 均值 , 有 
C - Ya, 


іш 
因为 


о? 


Е (E on.) = »» аш, V(C)- —— 


n 


1 
к 


所 以 , ян Xon 的 100(1 — о) RHS ITA 


MSg 
n 


a а а 
> Cii, — ta/2,N-a XxdsYXaus 
е асса 


注意 , 我 们 是 用 М8: 来 估计 o? 的 . 如 果 (3.30) 式 包含 零 , 那么 很 明显 我 们 将 不 能 拒绝 (3.25) 
式 中 的 零 假设 . 
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2. 标准 化 对 照 
当 感 兴趣 的 对 照 不 止 一 个 时 , 用 相同 的 尺度 进行 度量 通常 是 有 用 的 . 这 样 做 的 方法 是 将 对 照 


标准 化 使 得 它 有 方差 o?. 如 果 对 照 Y ciu 用 处 理 总 和 的 形式 写 为 È от, , 则 用 Jm) X E 
e = үн/”2 
去 除 就 得 到 方差 为 02 的 标准 化 对 照 有 效 地 , 标准 化 对 照 为 
Xd. 


其 中 


сі 


3. 不 等 的 样本 容量 
当 每 个 处 理 的 样本 容量 不 等 时 , 我 们 需要 对 前 面 的 结论 稍 作 修改 . 首先 , 注意 对 照 的 定义 现 
在 要 求 а 
Ў nici =0 


1 
其 他 必要 的 改动 是 直接 的 , 例如 , (3.27) 式 中 的 t 统计 量变 成 了 


(3.29) 式 中 的 对 照 平方 和 为 


(Ба) 
ка 


ша 


3.5.5 IESZXJEUR 


3.5.4 节 中 一 个 有 用 的 特殊 情况 是 正 交 对 照 法 .系数 为 {ct} 与 (di) 的 两 个 对 照 是 正 交 的 ， 
如 果 


对 于 不 平衡 设计 , 需要 满足 的 条 件 则 是 


E mcidi — 0 
对 于 a 个 处 理 , a — 1 组 正 交 对 照 将 处 理 的 平方 和 分 解 为 — 1 个 独立 的 单 自由 度 分 量 . 这 样 一 
来 , 在 正 交 对 照 上 进行 的 检验 就 是 相互 独立 的 . 

对 一 组 处 理 来 说 , 有 多 种 方法 来 选择 正 交 对 照 系数 . 通常, 实验 的 某 些 本 质 方面 应 该 提示 我 
们 , 哪些 比较 是 我 们 感 兴趣 的 . 例如 , 如 果 有 a=3 个 处 理 , 处 理 1 作为 一 个 控制 , 处 理 2 与 处 理 
3 是 实验 者 感 兴趣 的 因子 的 实际 水 平 , 则 合适 的 正 交 对 照 如 下 ， 
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处 в 正 交 对 照 的 系数 

mm -2 9 
20K 1) 1 zl 
3QKY 2) 1 1 


注意 , ci = —2, 1, 1 的 对 照 1 对 因子 的 平均 效应 与 控制 进行 比较 , 而 di = 0, —1, 1 的 对 照 2 对 
我 们 感 兴趣 的 因子 的 两 个 水 平 进行 比较 . 

一 般 地 , 对 照 (或 正 交 对 照 ) 的 方法 对 于 所 谓 的 计划 前 对 照 是 有 用 的 ， 也 就 是 , 对 照 系数 必 
须 在 进行 实验 与 检测 数据 之 前 选 定 . 这 一 点 的 理由 是 , 如 果 比 较 是 在 检测 数据 之 后 选 定 , 则 大 多 
数 实验 者 构造 出 的 检验 法 对 应 于 均值 可 能 会 有 大 的 观测 差异 . 这 些 大 的 差异 可 能 是 实际 效应 出 
现 的 结果 , 也 可 能 是 随机 误差 的 结果 , 如 果实 验 者 总 是 挑 最 大 的 差异 来 比较 , 他 们 就 会 增 大 检验 
的 第 工 类 错误 , 因为 , 以 不 寻常 的 高 百分率 来 选 定 那些 比较 时 , 观测 得 到 的 差异 很 可 能 就 是 误差 
的 结果 , 查看 数据 去 选择 感 兴趣 的 对 照 通 常 被 称 为 数据 探究 . 在 3.5.6 节 讨论 的 适合 所 有 对 照 的 
Scheffé 方 法 允许 采用 数据 探究 . 

例 3.6 考虑 例 3.1 中 的 唱片 蚀刻 问题 , 有 4 个 处 理 均值 和 3 个 处 理 间 的 自由 度 . 假定 在 实验 前 指定 
了 以 下 的 这 些 处 理 均值 之 间 的 几 组 比较 (和 有 关 的 对 照 ) 是 ， 


假设 ян 
Ho : p = ua Ca = 9. -72 
іш + pua = из + pa + 02, — Va, — Va. 
Ho: pa = Va. 


注意 , AARRE. 用 表 3.4 的 数据 , 得 出 对 照 的 数值 与 平方 和 如 下 ， 
Ci = +1(551.2) — 1(587.4) = —36.2 86, 


551. 587. 
is 十 1(551.2) 十 1(587.4) = -1938 850, = 
—1(625.4) — 1(707.0) 


Ca = +1(625.4) - 1(707.6) = -81.6 850, = 


这 些 对 照 的 平方 和 完全 地 前 分 处 理 平方 和 . 关 于 这 种 正 交 对 腿 的 检验 通常 合并 到 方差 分 析 中 ,如 表 3.11 所 
AR. 我 们 从 P 值得 出 的 结论 为 , 在 a = 0.05 ЖҰ, 功率 设置 的 水 平 1 与 水 平 2 以 及 水 平 3 与 水 平 4 之 间 
有 显著 性 差异 ,水 平 1 与 水 平 2 的 平均 值 和 水 平 3 与 水 平 4 的 平均 值 之 间 有 显著 性 差异 

表 3.11 晶片 蚀刻 实验 的 方差 分 析 


平方 和 自由 度 ю о Fo Pii 
66 870.55 3 22 290.18 66.80 < 0.001 
(3276.10) 1 3276.10 9.82 < 0.01 
(46 948.05) 1 46 948.05 140.69 < 0.001 
(16 646.40) 1 16 646.40 49.88 « 0.001 
5 339.20 16 333.70 
72 209.75 19 


3.5.6 ”用 来 比较 全 部 对 照 的 Scheffe 方法 


在 很 多 时 候 , 实验 者 预先 并 不 知道 他 们 想 要 比较 哪些 对 照 , 或 者 , 他 们 感 兴趣 于 多 于 а 1 
个 可 能 的 比较 .在 很 多 探索 性 的 实验 中 ， 感 兴趣 的 比较 仅仅 在 进行 了 数据 的 初步 检测 之 后 才能 
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发 现 . Scheffé(1953) 提出 一 种 方法 ， 可 以 用 来 比较 处 理 均值 之 间 的 任意 一 个 或 所 有 可 能 的 对 照 . 
在 Scheffé 方 法 中 , 任 一 可 能 比较 的 第 I 类 错误 至 多 是 o. 
假设 我 们 已 确定 了 感 兴趣 的 处 理 均值 中 的 一 组 m 个 对 照 组 成 的 集合 


Г, = сш + Сино +5 Ф саара Ч-1,2,--,т (3.31) 
以 处 理 平均 值 素 . 中 对 应 的 对 照 是 
Cu = cis, + Cua, +5 Салба. 4-1,2,--,т (3.32) 


且 这 一 对 照 的 标准 误 (standard error) 是 


Sc, = М8в > (е) (3.33) 


其 中 ni 是 第 ; 个 处 理 中 观测 值 的 个 数 . 可 以 证 明 , 用 来 比较 Cu 的 临界 值 是 
So; = Sc, V (a — T) Еа Nn (3.34) 


为 检验 对 照 Tv 与 零 有 显著 差异 这 一 假设 , 可 参照 С. 及 其 临界 值 . 当 [Са > San 时, 拒绝 对 
Rr, 等于零 的 假设 . 

Scheff6 方 法 还 可 用 来 构造 处 理 均值 间 的 所 有 可 能 对 照 的 置信 区 间 ， 所 得 的 区 间 (不 妨 假设 
为 Cu - Sau < Tw € Cu + Sau) 是 联合 置信 区 间 (simultaneous confidence interval), 也 就 是 
它们 同时 成 立 的 概率 至 少 是 1— о. 

为 了 说 明 这 一 方法 , 考虑 例 3.1 中 的 数据 并 设 感 兴趣 的 对 照 是 


Ti = qn + ua — рз — pas T2 = p — ра 
这 些 对 照 的 数值 是 
Ci =. +72. — Va, — Va, = 551.2 + 587.4 — 625.4 — 707.0 = 一 193.80 
C2 =J, — Ja, = 551.2 — 707.0 = —155.8 
Ж (3.33) RAN, 相应 的 标准 误 分 别 为 


П 
So, = y M5r У (h/m) = VITE ETE LE D/8 = 16.34 
5 
бо = MSe У (с/т) = v/383.70(1 + 1)/5 = 11.55 
а 


由 (3.34) 式 得 ,1 多 临界 值 是 
бола = Sc, У(а- 1)Ро,а-1,М-а = 16.34V3(5.29) = 65.09 


Soola = Sc, V/(a — оа тма = 11.55 V/3(5.29) = 45.97 

因为 Ci] > Soa, 所 以 我 们 得 出 结论 , 对 照 Pi = jn + pa — pa - pa 不 等 于 零 ， 即 功率 设置 
1 和 设置 2 作为 一 组 的 蚀刻 率 的 均值 与 功率 设置 3 和 设置 4 作为 一 组 的 均值 存在 差异 . 更 进 一 
步 , 因为 |C2| > бом, 我 们 得 出 结论 , 对 照 Fa = p — pa 不 等 于 零 , 即 处 理 1 与 处 理 4 的 蚀 
刻 率 均值 显著 不 同 . 
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3.5.7 “处理 均值 的 配对 比较 法 


许多 实际 情况 中 , 我 们 希望 只 比较 配对 均值 . 我 们 常常 通过 检验 所 有 配对 处 理 均值 间 的 差异 
来 决定 哪些 均值 不 同 . 因此 , 我 们 感 兴趣 的 是 形 如 工 = ni jj( 对 于 一 切 i ж, 的 对 照 , 尽管 前 
面 介绍 的 Scheff 方 法 很 容易 解决 这 样 的 问题 , 但 它 不 是 对 这 类 比较 最 灵敏 的 方法 . 我 们 现在 转 
而 考虑 特别 构造 的 用 于 所 有 a 个 总 体 均值 之 间 的 配对 比较 的 方法 . 

假定 我 们 想 要 比较 所 有 a 个 处 理 均值 的 配对 , 那么 , 想 要 检验 的 零 假 设 就 是 Но: pi = (хў 
于 一 切 i 关 7). 有 大 量 的 解决 这 类 问题 的 方法 . MA Н ATAK LG ERI HR T E. 

1. Tukey 检验 

假定 在 方差 分 析 F 检验 法 下 拒绝 了 等 处 理 均值 的 零 假设 后 ， 我 们 要 对 一 切 i Aj 检验 所 有 
配对 均值 比较 

Ho: pi = pj, Hi : pi $ pj 

Tukey(1953) 提出 了 使 得 当 样本 容量 相等 时 总 的 显著 性 水 平等 于 a、 样本 容量 不 等 时 显著 性 水 
平 至 多 是 а 的 假设 检验 方法 ， 他 的 方法 也 可 以 用 于 所 有 配对 均值 比较 的 置信 区 间 ， 对 于 这 些 
区 间 , 样本 量 相等 时 , 联合 置信 水 平 为 100(1 — a)%; 而 样本 量 不 等 时 , 联合 置信 水 平 至 少 为 
100(1 一 а)%. 换 句 话说 , Tukey 方法 将 实验 总 体 错误 率 即 “ 族 ” 错误 率 控制 在 选 定 的 水 平 a 上 
当 着 眼 于 配对 均值 时 , 这 是 一 个 很 好 的 数据 探究 方法 . 


RUM, Joh GUT, 分 别 是 个 样本 均值 中 的 最 大 值 和 最 小 值 FERIA T qa (p, DG 
的 上 айон, 其 中 А M9 的 自由 度 ) 的 值 , 当 样本 容量 相等 时 ， 如 果 样本 均 信 差 的 绝对 信息 
过 

Ta = qala, у YE (3.35) 
“Tukey 检验 就 表明 两 个 均值 有 显著 性 差异 ,等 价 地 ， 我 们 可 以 构建 一 系列 关于 所 有 配对 均值 的 
1000 — 0)% 的 置信 区 间 如 下 ; 


DD (ЛМ < pu py eg, Lg, + qafa, f) UE PE ав) 
当 样本 容量 不 等 时 , (3.35) RA (3.36) 式 分 别 变 为 
pa 620 MSg (5+2) (3.37) 
和 
Eu- “02 MSs (2 + z) <ш-ю 
RENS san MSs e + 2), izj (3.88) 
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样本 量 不 等 的 方法 有 时 也 称 为 Tukey-Kramer 法 . 
例 3.7 为 了 说 明 Tukey 检验 , 我 们 利用 例 3.1 中 的 晶片 蚀刻 实验 的 数据 ， 当 a = 0.05, 误差 的 自由 


度 116 时 , 由 附 表 加 查 得 qoos (4,16) = 4.05, 因此 , 由 (3.35) Ж 
То.05 = qo.o5(4, EE - aos 5T = 33.09 
А 


所 以 , 当 任意 一 对 处 理 均值 差异 的 绝对 值 超过 33.09 时 , 这 表示 相应 的 配对 总 体 有 显著 性 差异 . 4 个 处 理 均 
值 是 
pı, = 551.2, p2, = 587.4, ўз, = 625.4, М, = 707.0 
且 均 值 的 差异 为 
Ti. — Ja, = 551.2 — 587.4 = 一 36.20* 
Jı. — 9з, = 561.2 — 625.4 = —74.20* 
Tı. — Va, = 551.2 — 707.0 = —155.8* 
Va. — Vis, = 587.4 — 625.4 = —38.0* 
J2. — Ja, = 587.4 — 707.0 = —119.6* 
ўз. — Va, = 625.4 — 707.0 = —81.60* 
标 有 星 号 的 值 表示 那 对 均值 有 显著 性 差异 . 注意 到 Tukey 方法 表明 所 有 配对 均值 都 有 显著 差异 . 即 , 由 每 种 
功率 设置 得 到 的 蚀刻 率 均值 和 由 其 他 任 一 个 功率 设置 得 到 的 蚀刻 率 均值 都 有 差异 . 
当 使 用 均值 配对 检验 的 任 一 方法 时 , 我 们 有 时 会 发 现 , 虽然 方差 分 析 中 的 总 P 统计 量 表明 
了 某 种 显著 性 , 但 均值 的 配对 比较 却 找 不 到 任 一 对 有 显著 差异 . 这 种 情况 之 所 以 会 出 现 , 是 因为 
Е 检验 法 同时 考虑 了 处 理 均值 之 间 的 所 有 可 能 的 比较 , 而 不 仅仅 是 配对 比较 . 即 , 在 所 掌握 的 数 
据 中 , 有 显著 性 的 对 照 不 一 定 以 ш-н) 的 形式 出 现 . 
当 样 本 容量 相等 时 ，(3.36) 式 的 Tukey 置信 区 间 的 推导 是 直接 的 . 由 学 生化 极 差 统 计量 а, 
我 们 有 


(mice n А ел) ica 


如 果 max(y; — pi)  min(g; — pi) 小 于 或 等 于 ga(a, f) / MS n, ЛІ [Bi =) — (9, = ш) € 
Фо (а, f) V ;M Sx /n 对 每 个 均值 配对 都 成 立 , 因而 


n 


P С МЕн cg. Lg, - (s - n) < qala, f) Ex) =1-а 


将 表达 式 重新 整理 , 可 以 得 到 一 系列 如 (3.38) 式 所 示 的 关于 ш-н) 的 1000 -a)% 的 联合 置 
信 区 间 ， 
2. Fisher 最 小 显著 性 差异 (LSD) 法 


比较 全 部 配对 均值 的 Fisher 方法 可 以 控制 每 个 个 体 的 配对 比较 的 误差 率 о, 但 不 能 控制 整 
个 实验 或 族 的 误差 率 , 该 方法 使 用 t 统计 量 检验 Ho: pi = uj, 


мә (1.2) 


假设 备 择 假设 是 双边 的 , 则 当 |р, -2,| >і/ам-ау/М8в(1/% + 1/n5) 时 , 可 表明 均值 对 ps 
与 u 有 显著 性 差异 . | 


(3.39) 
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LSD = ta/2,N-a4| MSE ( z) (3.40) 
5 
称 为 最 小 显著 性 差异 (least significant difference)， 如 果 设 计 是 平衡 的 , 则 m = n =- = 


па = п, Ё. 


LSD = toj 288 (3:41) 


使 用 Fisher 的 LSD 法 时 , 只 要 简单 地 将 观测 到 的 每 一 对 平均 值 的 差 与 对 应 的 LSD 比较 就 
тт. 当 |y, -D| > LSD IM, 结论 是 总 体 均值 ji 与 и) 有 差异 . 也 可 以 使 用 (3.39) RPR t 
统计 量 . 

例 3.8 为 解释 这 一 方法 我 们 采用 例 3.1 的 数据 当 a = 0.05 №, LSD 是 

LSD = 10.025 MELE = 2g 288870 — 2449 


这 样 一 来 , 任 一 对 处 理 均值 的 差 的 绝对 值 大 于 24.40 时 , 就 表示 对 应 的 一 对 总 体 均值 有 显著 性 差异 . 均值 的 
差 是 


Ур. — J2. = 551.2 — 587.4 = —36.2! р, — ya, = 587.4 — 625.4 = —38.0* 
V 551.2 — 625. —74.2" Va, — 4, = 587.4 — 707.0 = —119.6* 
Vi, — ба. = 551.2 — 707.0 = —155.8* ўз — ga, = 625.4 — 707.0 = —81.6* 
标 有 星 号 的 值 表示 那 对 均值 有 显著 差异 . 显然 , 所 有 的 配对 比较 都 有 显著 差异 ， 
TER, 使 用 这 一 方法 , 可 能 会 大 大 提高 总 体 a 的 风险 . 尤其 是 , 处 理 的 数量 a 越 大 , 实验 总 
体 (M) 的 第 了 类 错误 就 越 大 (至 少 犯 1 个 第 I 类 错误 的 实验 数 与 总 的 实验 数 的 比值 就 越 大 ). 
3. 方法 的 选择 
当然 , 此 时 一 个 自然 的 问题 就 是 , 我 应 该 用 这 些 方法 中 的 哪 一 种 呢 ? IRB, 这 个 问题 并 没有 
明显 的 一 刀 切 的 答案 , 专业 统计 工作 者 常常 不 炙 成 利用 不 同 的 方法 .Carmer and Swanson(1973) 
引入 Monte Carlo 模拟 , 研究 了 许多 多 重 比较 法 , 包括 在 这 里 没有 讨论 的 其 他 方法 他 们 的 报告 
指出 , 如 果 方差 分 析 的 P 检验 仅 在 5% 显 著 时 , 最 小 显著 性 差异 法 在 检验 真实 的 均值 差 方面 是 一 
种 十 分 有 效 的 检验 法 . 但 是 , 这 种 方法 并 不 包含 实验 总 体 误差 率 , 因为 Tukey 方法 确实 能 控制 总 
的 误差 率 , 许多 统计 工作 者 更 喜欢 使 用 它 ， 
正如 上 面 所 指出 的 ， 有 很 多 其 他 的 多 重 比较 法 . 描述 这 些 方法 的 文献 有 Miller (1977), 
O'Neill and Wetherill(1971), 以 及 Nelson(1989). Miller(1966) 和 Hsu (1996) 的 书 亦 有 所 
论述 . 
3.5.8 ”将 各 个 处 理 均值 与 一 个 控制 进行 比较 


在 很 多 实验 中 , 一 种 处 理 实际 上 就 是 一 个 控制 , 实验 分 析 就 是 要 将 其 余 o — 1 种 处 理 的 每 一 
种 和 这 个 控制 进行 比较 . 这 样 一 来, 就 只 有 a — 1 个 比较 要 做 . Dunnett(1964) 研究 过 进行 这 些 
比较 的 方法 , 设 处 理 a 是 控制 , 则 要 对 i = 1,2,.… ,a - 1 检验 假设 


Но: pi = ра, Hy: pi É Ha 
Dunnett 方法 是 普通 的 t 检验 法 的 一 种 修正 . 对 于 每 一 种 假设 , 计算 观测 得 到 的 样本 均值 差 


lB.- 9| 1=1,2,..-,а-1 
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Wa — 9.1» dalae- 1, f) м8 e n 2) (3.42) 


时 , 用 第 T 类 错误 率 a 来 拒绝 零 假设 Ho : pi = pa, 其 中 常数 da (a — 1, f) ЕНІН ( 双 
边 检验 与 单 边 检验 都 可 能 ), 注意 , a 是 所 有 a - 1 个 检验 的 联合 显著 性 水 平 (joint. significance 
level). 

例 3.9 用 例 3.1 的 数据 来 说 明 Dunnett 检验 法 , 其 中 处 理 4 作为 控制 , 在 本 例 中 , a = 4,a 一 1 = 3, 
了 = 16, ni = п = 5. W 5% 水 平 , 从 附录 表 IX 查 得 do.0s(3,16)=2.59. 于 是 , 临界 差 为 


do.os (3, NEUE = Ещ = 29.92 
n E 


[注意 , 这 是 由 平衡 设计 所 得 的 (3.42) 式 的 简 式 ], 这 样 一 来 , 任 一 处 理 均值 与 控制 的 绝对 差 大 于 4.76 ІМ, 就 
叫 作 有 显著 性 差异 , 这 些 观 测 值 的 差 是 


1 对 4: gi, — Va, = 551.2 — 707.0 = —155.8 
2 对 4: jo, — Va, = 587.4 — 707.0 = —119.6 


3 4: Ta, — Ра, = 625.4 — 707.0 = —81.6 


注意 所 有 的 差异 都 是 显著 的 ， 我 们 可 以 得 到 结论 , 所 有 功率 设置 与 控制 都 有 差异 . 

当 处 理 和 一 个 控制 比较 时 , 如 果 其 余 а-1 个 处 理 的 观测 数 相同 , 则 采用 的 控制 处 理 的 观测 
值 (id na) 最 好 比 其 他 处 理 的 观测 值 ( 记 n) 更 多 一 些 . 应 该 选择 比值 na /n 近似 等 于 处 理 总 数 
的 平方 根 . Вр, 选择 na /n = Va. 


8.6 ”计算 机 输出 示例 


有 许多 可 用 于 实验 设计 和 进行 方差 分 析 的 计算 机 程序 . 用 Design-Expert 处 理 例 3.1 的 晶 
片 蚀刻 实验 的 数据 , 得 到 的 输出 如 图 3.12 所 示 . 输出 中 的 “Model" (模型) 的 平方 和 是 单 因子 设 
计 的 SSsm, 来 源 中 的 因子 用 “4” 表示. 当 实验 中 不 只 一 个 因子 时 , 模型 平方 和 将 被 分 成 几 个 来 
W (A, B, 等 等 ). 计算 机 输出 的 顶部 的 方差 分 析 表 包括 各 平方 和 、 自 由 度 (DF)、 均 方 和 检验 统 
计量 Fo. Я] “Prob>F” 是 P И (事实 上 , 是 P 值 的 上 界 , 因为 概率 小 于 0.000 1 被 视 为 0.000 
1). 

除了 基本 的 方差 分 析 之 外 , 程序 显示 了 一 些 其 他 有 用 的 信息 .“R-Squared”(R 是 复 相关 系 

数 ) 定义 为 
д _ SS&w 66 870.55 
SSg 72 209.75 
大 体 上 可 解释 为 由 方差 分 析 模型 所 “说 明 ”的 数据 中 的 变异 性 所 占 比 例 , 这 样 一 来, 在 晶片 蚀刻 
实验 中 , “功率” 因子 约 占 蚀 刻 速率 变异 性 的 92.61%. 显然 , 0 < R? < 1 恒 成 立 , BH R 有 


= 0.926 1 
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АМОУА for Selected Factorial Model 


Analysis of variance table [Partial sum of squares) 
Sum of Men F 
Source Squares DF — Square Value Prob>F 
Model 66870.55 3 22290.18 6880 «0.000! significant 
A 6687055 3 22290.18 — 6680 <0.0001 
Pure Error 5339.20 16 333.70 
Cor Total 7220975 19 


The Model F-value of 66.80 implies the model is significant. There is only a 0.01% chance 
that a "Model F-Value" this large could occur due to noise. 


Values of "Prob > F* less. 
In this case A are significant model terms. 
Values greater than 0,1000 indicate the model terms are not significant 

If there are many insignificant model terms (not counting those required to support hierarchy), 
model reduction may improve your modi 


Std. Dev. 1827 99261 
Moan 617.75 09122 
см. 296 Pred R-Squared. 0.8845 
PRESS 8342.50 Adeq Precision 19.071 


The "Pred R-Squarod* of 0.8845 is in 


"Adeq Precision" measures the signal to noise ratio. A ratio greater than 4 is disirable, Your ratio 
of 19.071 indicates an adequate signal. This model can be used to navigate the design space. 


Treatment Means (Adjusted, If Necessary) 


Estimated Standard 
Mean Error 
1-160 55120 8.17 
2-180 587.40 817 
3200 625.40 817 
4220 707.00 817 
Mean Standard 
Trestment — Difference. DF Error Prob > [t| 
192 -3620 1 11.55 0.0064 
1953 -74.20 1 1156 «0.0001 
тува -155.80 1 11.55 «0.0001 
2953 -3800 1 1158 0.0046 
2vs4 -119.60 1 1155 «0.0001 
зма -81.60 1 11.55 «0.0001 
Values of "Prob > (i n 0.0500 indicate the difference in the treatment means. 


is significant 
Iues of "Prob > Itl greater than 0.1000 indicate the difference in the two treatment moans 
is not significant 

Diagnostics Case Statistics 


Standard Actual Predicted Student Соок 
Order Value | Value Residual Leverage Residual Distance t — Order 


1 57600 55120 23.80 020 1457 — 0133 — 1814 13 
2 54200 55120 0 0.200 -0563 — 0020 -0551 14 
3 53000 56120 -2120 0200 -1298 — 0105 -1328 8 
4 53900 $6120 -1220 0200 -0.747 0098 -0736 Б 
5 57000 — 55120 1880 0200 1451 0081 1163 4 
8 56500 58740 -2240 0200 -1371 017 -1.413 18 
7 50300 58740 560 0.200 0343 — 000 0333 9 
8 50000 88740 260 0.200 0.159 — 0002 0.184 6 
9 57900 58740 -840 0200 -0514 — 0017 -0.502 16 
10 61000 58740 2260 0200 1383 0120 140 17 
11 600.00 62540 -25.40 0200 10885 0161 -16M 7 
12 65100 62540 2560 0200 1567 — 0150 1.649 19 
13 61000 62540 -1540 0200 -0943 0056 -0939 10 
24 83700 62540 1160 0200 0710 0032 0699 20 
15 82900 62540 3.60 0.200 0220 — 0003 оша 1 
16 72500 70700 1800 0200 1302 0078 110 2 
17 70000 70700 -700 0200 -0428 0011 0417 3 
18 71500 707.00 800 0200 0490 0015 0.478 15 
19 68500 70700 -2200 0.200 -1346 — 013 — -1385 11 
20 71000 70700 300 0200 0184 0002 0178 12 


Proceed to Diagnostic Plots (the next icon in progression). Be sure to look at the: 
(1 Normal probability plot of tha studentized residuals to check for normality of residuals. 
(2) Studentized residuals versus predicted values to check for constant error. 
{3} Outlier t versus run order to look for outliers, ie., influential values. 
(4) Box Cox plot for power transformations. 


Jf all the model 


tistis and diagnostic plots are OK, finish up with the Model Graphs icon. 


图 3.12 例 3.1 的 Design-Expert 计算 机 输出 
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较 大 的 值 . 在 输出 中 还 有 其 他 一 些 类 似 n? 的 统计 量 .“ 调 整 后 的 " RO 是 对 通常 R 统计 量 的 调 
整 , 它 反映 了 模型 的 因子 数 . 对 于 有 许多 设计 因子 的 更 复杂 的 实验 , 当 我 们 要 评估 模型 中 项 数 增 
减产 生 的 影响 时 , 它 是 一 个 有 用 的 统计 量 . “Std Dev” 是 误差 均 方 的 平方 根 , V333.70 = 18.27, 
“C.V.” 是 变异 系数 , 定义 为 (VM5E/)100. 变异 系数 作为 响应 变量 均值 的 百分率 用 来 度量 数 
据 中 未 说 明 的 或 残余 的 变异 性 . "PRESS" 代表 “预期 误差 平方 和 ”, 它 度量 的 是 用 实验 模型 预测 
新 实验 中 的 响应 的 良好 程度 . PRESS 的 值 越 小 越 好 , 我 们 可 以 基于 PRESS 计算 预测 的 R?( 后 
面 我 们 将 说 明 如 何 做 ). 我 们 问题 中 的 А2, „а 是 0.884 5, 这 是 不 合理 的 , 在 当前 实验 中 , 根据 变 
异性 的 93% 来 考虑 模型 . 用 最 大 预测 响应 与 最 小 预测 响应 的 差 除 以 所 有 预测 响应 的 平均 标准 偏 
差 , 计算 “Adeq Precision" (足够 的 精度 ) 统计 量 并 这 个 量 的 值 大 一 些 是 较为 理想 的 , 超过 4 表 
明 模 型 在 预测 方面 有 相当 好 的 性 能 . 

输出 的 结果 中 列 出 了 处 理 均值 的 估计 值 以 及 标准 误 (或 每 个 处 理 均值 的 样本 标准 差 ， 
VMS57/m， 输 出 结果 中 还 通过 利用 3.5.7 节 中 Fisher 的 LSD 方法 的 假设 检验 结果 显示 了 
配对 处 理 均值 的 差 . 


Source DF — SS м5 F P 
Power 3 66871 22200 6680 0000 
Eror 16 5339 334 

Total 19 72210 


8-1827 R-Sq=92.61% А-5 (adj) = 91.22% 


Individual 95% Cls For Mean Based on 


Pooled StDev 
love N Mean StDev 
160 5 55120 2002 —— 
180 Б 58740 1674 人 一. 一， 
20 Б 62540 2053 -- 
20 5 20700 1525 (一 .一 
— 一 一 
550 600 650 700 


Pooled StDev = 18.27 


Turkey 95% Simultaneous Confidence Intervals 
Ali Pairwise Comparisons among Levels of Power 


Individual confidence level = 98.87% 


Power = 160 subtracted from: 


Power Lower Center Upper 


180 311 3620 6929 —— 

200 4111 7420 10729 (一 一 一 

220 12271 15580 188.89 (一 一) 
100 o 100 200 


Power = 180 subtracted from: 


Power Lower Cemer Upper 
200 491. 3800 7109 t 


200 8651 11960 15269 -- 
-100 ü 100 200 

Power - 200 subtracted from. 

Power Lower Center Upper 

200 ав5 8160 11469 ——3 


100 0 100 200 


图 3.13 53.1 的 Minitab 计算 机 输出 
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计算 机 程序 还 计算 并 显示 按 (316) 式 定义 的 残 差 . 程序 也 生成 了 在 3.4 节 中 讨论 的 所 有 残 
差 图 . 输出 中 还 显示 了 一 些 其 他 的 残 差 诊 断 . 其 中 的 部 分 内 容 将 在 以 后 讨论 . 

注意 到 , 计算 机 程序 在 输出 中 也 有 一 些 说 明 ， 这 类 “建议 ”信息 在 许多 PC 机 的 统计 软件 
包 中 的 格式 是 统一 的 . 要 记 住 , 它 的 写法 是 通用 的 , 也 许 不 符合 某 个 特定 实验 者 的 报告 写作 要 求 . 
使 用 者 也 可 以 删 去 这 些 说 明 . 

图 3.13 列 出 了 Minitab( 另 一 种 流行 统计 软件 包 ) 关于 晶片 蚀刻 实验 的 输出 . 这 个 输出 与 图 
3.12 的 Design-Expert 非常 地 类 似 . 它 提供 了 每 个 单个 处 理 均值 的 置信 区 间 , 并 用 Tukey 方法 
比较 了 配对 均值 . 但 是 , 所 列 出 的 Tukey 方法 使 用 的 是 置信 区 间 形式 , 而 不 是 3.5.7 节 中 的 假设 
检验 形式 . Tukey 置信 区 间 都 不 包括 零 , 所 以 , 我 们 得 出 所 有 均值 都 有 显著 差异 的 结论 . 


3.7 ”确定 样本 量 


在 任 一 实验 设计 问题 中 , 一 项 重大 的 决策 就 是 样本 量 的 选择 , 即 , 确定 实验 的 重复 次 数 .一 
般 来 说 , 如 果 要 检测 出 较 小 的 效应 , 则 与 要 检测 出 较 大 的 效应 相 比 , 实验 者 需要 更 多 的 重复 次 数 . 
本 节 讨论 几 种 确定 样本 量 的 解决 方法 . 虽然 我 们 的 讨论 着 眼 于 单 因 子 设计 , 但 大 多 数 方法 都 可 用 
于 更 为 复杂 的 实验 设计 . 


3.7.1 ”抽检 特性 曲线 

抽检 特性 曲线 是 某 一 特定 样本 量 的 统计 检验 犯 第 II 类 错误 的 概率 与 某 一 反映 零 假设 不 成 立 
程度 的 参数 的 关系 图 . 这 些 曲线 可 以 用 于 指导 实验 者 选择 重复 的 次 数 ， 使 得 设计 对 处 理 中 的 重要 
的 潜在 差异 反应 灵敏 . 

对 于 每 种 处 理 的 样本 量 相等 时 的 情形 , 我 们 考虑 固定 效应 模型 的 第 II 类 错误 的 概率 , 即 


8 — 1— РВ Ho|Ho 不 真 } = 1 — P(Fo > Faa-1,N-a|Ho 不 真 } (3.43) 


要 计算 (3.43) 式 中 的 概率 , 需要 知道 零 假设 不 真 时 检验 统计 量 Fo 的 分 布 . 可 以 证 明 , 当 Ho 不 
JUS, 统计 量 Fo = MSun/MSy 的 分 布 是 自由 度 为 -1 5 N-a, 非 中 心 参数 为 5 的 非 中 
心 严 分 布 . 当 5 = 0 时 , 非 中 心 分 布 就 是 通常 的 (中心) 分 布 . 

附录 的 图 V 给 出 的 抽检 特性 曲线 可 用 来 估算 (3.43) 式 的 概率 . 这 些 曲 线 画 出 了 第 II 类 错 
误 概率 (0) 与 参数 Ф 的 关系 , 其 中 
nY d 

P (3.44) 

os? 与 非 中 心 参数 5 有 关 , 这 些 曲 线 适用 于 a= 0.05 和 a = 0.01 以 及 一 定 范围 的 分 子 自由 
度 和 分 母 自由 度 . 

在 使 用 OC 曲线 时 ， 实 验 者 必须 确定 参数 D 和 o7 的 值 . 但 在 实际 中 做 到 这 一 点 往往 很 
难 . 确定 Ф 的 一 种 办 法 是 ， 选择 我 们 想 以 高 概率 拒绝 零 假设 的 处 理 均值 的 实际 数值 . 于 是 , 当 
Iis paso ,Ha 是 指定 的 处 理 均值 时 , 用 ri = jv Ж т, Д g= (1/a) b» pi 是 各 个 处 理 
均值 的 平均 值 . 我 们 还 需要 o? 的 估计 量 . 有 时 , 可 以 使 用 先 验 的 或 前 次 实验 得 到 的 (如 第 1 章 


Ф = 
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建议 的 ), 或 判断 得 到 的 估计 量 . 当 我 们 不 能 肯定 o^ 的 值 时 , 可 以 先 对 o? 可 能 取 值 的 范围 确定 
样本 量 , 在 作出 最 后 的 选择 之 前 , 先 研究 这 个 参数 对 所 需 的 样本 量 的 效应 - 
例 3.10 考虑 例 3.1 晶片 蚀刻 实验 问题 . 当 4 个 处 理 均值 是 
ја = 575, qa = 600, из = 650, p4 = 675 
时 , 实验 者 打算 至 少 以 0.90 的 概率 拒绝 零 假 设 ， 他 计划 用 a = 0.01. ЖМ, 因为 DP = 2 500, 所 以 有 
五 = (1/4)2 500 = 625 以 及 


тз = рз — F = 650 — 625 = 25 
T4 = а — F = 615 — 625 = 50 


于 是 ， X т) = 6 250， 设 实验 者 觉察 到 在 功率 的 任 一 水 平 上 蚀刻 率 的 标准 差 都 不 会 大 于 о = 25À / min. 
E 
Дун (3.44) R, 有 


" 
y^ r2 
пут 
Ф 一 MEX 2 BAN yin 
^. ac? 4(25)2 i 


对 于 a 一 1=4 一 1 = 二 3 以 及 N 一 a = a(n 一 1)=4(n 一 1) 个 误差 自由 度 和 a = 0.01, 用 特性 曲线 ( 见 附录 图 
ЖУ) 对 所 需 样本 量 作 第 一 次 猜想 . 试用 n= 3 次 重复 . 这 产生 p? = 2.5n = 2.5(3) = 7.54， Ф = 274, 以 
及 4(2)=8 个 误差 自由 度 . 因此 , 由 图 表 У, RE 8 ғ 0.25. 因此 , 检验 的 势 大 约 为 1 -8 = 1 一 0.25 = 0.75, 
小 于 所 需 的 0.90. 结论 是 , n= З 次 重复 不 满足 要 求 ， 用 同样 的 方法 继续 进行 , 得 出 下 表 : 


n Ф2 Ф ап 1) B 3 0-8) 
3 7.5 2.74 8 0.25 0.75 

4 10.0 3.16 12 0.04 0.96 

5 12.5 3.54 16 « 0.01 > 0.99 


于 是 , 为 了 达到 所 要 求 的 势 , 4~5 次 重复 足够 了 . 

利用 抽检 特性 曲线 方法 , 有 一 个 明显 的 问题 是 , 很 难 选择 一 组 作为 决定 样本 量 的 处 理 均值 . 
另 一 种 选择 样本 量 的 方法 是 , 只 要 有 两 个 处 理 均值 之 差 超过 一 个 规定 值 时 就 拒绝 零 假设 . 如 果 任 
意 两 个 处 理 均值 之 差 都 和 D 一 样 大 , 则 可 证 明 Ф2 的 最 小 值 是 


Ф 一 Ша (3.45) 
因为 这 是 Ф? 的 最 小 值 , 所 以 由 抽检 特性 曲线 求 得 的 对 应 样本 量 是 一 个 保守 的 值 . 也 就 是 说 , 它 


提供 的 势 至 少 如 实验 者 所 规定 的 那样 大 . 

为 了 说 明 这 种 方法 , 假设 在 例 3.1 的 晶片 蚀刻 实验 问题 中 , 当 任 意 两 个 处 理 均值 的 差 不 超 过 
75A/ min 时 , 实验 者 想 以 概率 至 少 为 0.90 来 拒绝 零 假设 . 于 是 , 假定 о = 25A/ min, 求 得 D? 
的 最 小 值 是 adii 

Ф = 2üy955 = 125n 

现在 , 我 们 可 以 在 例 3.10 中 精确 地 使 用 OC 曲线 . 假定 我 们 实验 n = 4 次 重复 . 结果 是 
$^—1125(4) = 45, Ф = 2.12, 误差 的 自由 度 4(3) = 12. 从 OC 曲线 可 以 发 现势 接近 0.65. 
对 于 n = 5 次 重复 , $? = 5.625, P = 2.37, 误差 的 自由 度 4(4) = 16. 从 OC 曲线 可 以 发 现势 
接近 0.8. 对 于 n = 6 次 重复 , Ф2 = 6.75, $ = 2.60, 误差 的 自由 度 4(5) = 20. 从 OC 曲线 可 以 
发 现势 超过 0.90. 因此 , 需要 п = 6 次 重复 . 
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Minitab 用 这 种 方法 计算 势 , 并 找到 单 因子 方差 分 析 的 样本 容量 . 如 下 图 所 示 . 在 表 的 上 部 
我 们 要 求 Minitab 计算 n = 4 次 重复 的 势 . 注意 这 些 结果 非常 接近 OC 曲线 所 示 的 结论 . 表 的 
下 半 部 列 出 了 为 使 目标 势 达 到 至 少 0.90 的 样本 大 小 . 再 一 次 , 结果 与 OC 曲线 的 一 致 . 


Power and Sample Size 
One-way ANOVA 

Alpha=0.01 Assumed standard deviation=25 
Number of Levels=4 


Sample Maximum 
SS Means Size Power Difference 
2812.5 5 0.804838 75 


The sample size is for each level. 
Power and Sample Size 

One-way ANOVA 

Alpha=0.01 Assumed standard deviation=25 
Number of Levels=4 


Sample Target Maximum 
SS Means Size Power Actual Power Difference 
2812.5 6 0.9 0.915384 75 


The sample size is for each level. 


$72 ”规定 标准 差 的 增 量 
有 时 , 这 种 方法 有 助 于 确定 样本 量 . 如 果 处 理 均值 没有 差异 , 则 随机 选 一 个 观测 值 , 其 标准 
差 是 "如 果 处 理 均值 是 有 差异 的 , 则 随机 选取 的 观测 值 的 标准 差 是 
2 2257 
(нт) 
如 果 为 一 个 观测 值 的 标准 差 的 增 量 选取 一 个 百分数 已, 超过 该 值 就 拒绝 所 有 处 理 均值 都 相等 的 
假设 , 这 等 价 于 选择 


=1+001Р (P= 百分比 ) 


即 

DL 

UT = VO FoP 
所 以 

Eh 


o= 077 = V TOSIPP (ут) (3.46) 
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于 是 , 规定 P ЖИН, 就 可 由 (3.46) 式 计算 Ф, 然后 用 附录 中 图 V 的 抽检 特性 曲线 确定 所 需要 的 


样本 量 . 
例如 , 在 例 3.1 的 晶片 蚀刻 问题 中 , 设 要 以 至 少 0.90 的 概率 和 о = 0.05 检测 出 标准 差 有 


20% 的 增 量 ， 则 
= V(1.2)? — 1(Vn) = 0.66Vn 

查 抽检 特性 曲线 可 知 , 需要 n= 10 才能 达到 所 希望 的 灵敏 度 . 
3.7.3 ”置信 区 间 的 估计 方法 

此 方法 假定 实验 者 想 用 置信 区 间 表示 最 后 的 结果 , 并 且 预 先 规定 他 们 所 要 的 置信 区 间 的 宽 
Ж. 例如 , 设 在 例 3.1 的 唱片 蚀刻 问题 中 , 任意 两 种 功率 设置 的 平均 蚀刻 速率 之 差 是 土 30A/ шіп, 
R 95% 置 信 区 间 , 而 的 先 验 估计 量 是 25. 于 是 , 用 (3.13) Ж, 求 得 置信 区 间 的 准确 度 是 

MSE 


n 


设 试用 n=5 次 重复 , 用 o? = 25? = 625 作为 М8 的 估计 量 , 则 置信 区 间 的 准确 度 变 为 


32420 205) = +33.52 


该 结果 达 不 到 要 求 . 试用 n=6, 得 


SECO = 30.11 


+2.0644/ 3629) = 27.58 


显然 , n=7 是 达到 所 希望 的 准确 度 的 最 小 样本 量 . 

对 引用 的 显著 性 水 平 , 上 述说 明 仅 适用 于 一 个 置信 区 间 . 但 是 , 如 果实 验 者 想 预先 规定 一 组 
置信 区 间 并 对 它们 作出 联合 置信 区 间 , 则 可 以 用 相同 的 一 般 的 处 理 方案 ( 见 3.3.3 节 中 的 联合 置 
信 区 间 的 注释 ) 还 有 , 与 上 面 说 明 的 配对 对 照相 比 , 还 可 以 为 更 为 一 般 的 处 理 均值 的 对 照 构造 置 
信 区 间 . 


士 ia/2,N-a 


试用 n=7 得 


3.8 “寻找 分 散 效应 


我 们 的 着 眼 点 在 于 , 利用 方差 分 析 以 及 相关 的 方法 确定 哪些 因子 水 平 会 导致 处 理 之 间或 因 
子 水 平均 值 之 间 的 差异 . 习惯 上 将 这 些 效应 看 作为 位 置 效应 (location effect)， 如 果 在 不 同 的 因 
子 水 平 上 方差 不 等 , 则 可 以 用 方差 稳定 化 变换 来 改善 关于 位 置 效应 的 推断 , 但 是 ， 在 有 些 问 题 中 ， 
我 们 想 要 发 现 不 同 的 因子 水 平 是 否 影响 变异 性 .也 就 是 说 ， 我 们 想 要 寻找 可 能 存在 的 分 散 效应 
(dispersion effect). 每 当 将 标准 差 、 方 差 或 变异 性 的 某 些 其 他 度量 用 作 响 应 变量 时 , 就 会 出 现 这 
种 情况 . 

为 了 说 明 这 些 思想 , 考虑 表 3.12 的 数据 ， 它们 是 从 炼 铝 厂 的 一 个 设计 好 的 实验 中 得 来 的 . 铝 
是 通过 在 电解 档 中 将 铝 氧 土 和 其 他 成 分 混合 在 一 起 并 通过 电流 加 热 生产 出 来 的 . 铝 氧 土 不 断 地 
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加 进 档 中 , 使 得 档 中 铝 氧 土 与 其 他 成 分 保持 在 合理 比例 水 平 上 . 在 此 实验 中 , 研究 了 4 种 不 同 的 
比值 控制 法 . 所 研究 的 响应 变量 和 电解 槽 的 电压 有 关 . 具体 地 说 , 传感器 每 秒 检测 电压 若干 次 ， 
在 进行 每 一 次 实验 时 , 会 得 出 上 千 个 电压 数据 . 工程 师 决 定 用 一 次 实验 的 平均 电压 和 电压 的 标准 
差 ( 圆 括号 内 的 数 ) 作为 响应 变量 . 平均 电压 是 重要 的 , 因为 它 影响 电解 槽 的 温度 ; 电压 的 标准 
3: (工序 工程 师 称 之 为 “电位 噪音 ") 也 是 重要 的 , 因为 它 影响 整个 电解 槽 的 效率 . 


表 3.12 ”冶炼 实验 的 数据 


观测 值 
比值 控制 法 1 2 3 7 5 6 
1 4.93(0.05) 4.86(0.04) 4.75(0.05) 4.95(0.06) 4.79(0.03) 4.88(0.05) 
2 4.85(0.04) — 4.91(0.02) 4.79(0.03) 4.85(0.05) 4.75(0.03) 4.85(0.02) 
3 4,83(0.09) — 4,88(0.13) — 4.90(0.11) 4.75(015) 4.82(0.08) 4.90(012) 
4 4.89(0.03) — 4.77(0.04) — 4.94(0.05) 4.86(0.05) — 4.79(0.03) 4.76(0.02) 


我 们 进行 方差 分 析 , 以 确定 不 同 的 控制 法 是 否 影响 电解 槽 的 平均 电压 . 结果 显示 出 比例 控制 
法 没有 位 置 效应 . 也 就 是 说 , 改变 比值 控制 法 并 不 改变 电解 档 的 平均 电压 (参见 思考 题 3.28). 
为 研究 分 散 效 应 , 通常 最 好 是 用 
In(s) 或 In(s?) 
作为 响应 变量 , 因为 对 数 变换 对 于 样本 标准 差 的 分 布 能 有 效 地 稳定 变异 性 . 当 所 有 的 电压 的 样本 
标准 差 都 小 于 一 个 单位 时 , 就 用 T 
y = -ln(s, 
作为 响应 变量 , 表 3.13 列 出 了 这 一 响应 ( 即 “ 电 位 噪音 ”的 自然 对 数 ) 的 方差 分 析 . 比值 控制 法 
的 选择 对 电位 噪音 有 影响 , 即 比值 控制 法 有 分 散 效 应 ， 标准 的 模型 适合 性 检测 法 , 包括 残 差 的 正 
态 概率 图 , 都 表明 实验 的 有 效 性 是 没有 问题 的 (参见 思考 题 35). 


表 3.13 ”电位 曲 音 的 自然 对 数 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo РІ 
比 控制 算法 6.166 3 2.055 21.96 « 0.001 
误差 1.872 20 0.094 

总 和 8.038 23 


图 3.14 画 出 了 各 种 比值 控制 法 的 电位 噪音 的 对 数 的 平均 值 , 还 介绍 了 尺度 化 的 t 分 布 图 ， 
可 用 作 识别 比值 控制 法 的 参考 分 布 . 这 一 图 形 清晰 地 揭示 出 , 比值 控制 法 3 比 其 他 的 方法 产生 较 
大 的 电位 噪音 或 电解 档 电 压 标 准 差 , 而 方法 1. 方法 2 和 方法 4 之 间 看 来 并 没有 很 大 的 差别 . 


з 1042 
—— ——À 
2.00 3.00 4.00 
БЕЗЕП 
图 3.14 A 种 比值 控制 法 的 电位 噪音 的 对 数 的 平均 值 [-1n(s)] 与 具有 尺度 因子 
/ MSg n = V0.09476 = 0.125 的 尺度 化 t 分 布 
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3.9 方差 分 析 的 回归 处 理 法 


前 面 对 方 差分 析 进 行 了 直观 的 或 启发 式 的 研究 . 现在 我 们 来 进行 更 为 正规 的 研究 . 这 种 广 
法 对 于 后 面 理解 更 复杂 设计 的 统计 分 析 基础 将 是 有 用 的 ， 这 种 方法 叫做 一 般 回归 显著 性 检验 法 
(general regression significance test), 它 的 实质 是 为 拟 合 模型 与 所 包括 的 全 体 参数 找 出 总 平方 
和 中 的 减少 量 , 以 及 当 模型 限制 在 零 假设 时 的 平方 和 中 的 减少 量 . 这 两 个 平方 和 的 差 就 是 处 理 
平方 和 , 利用 它 可 导出 一 个 对 零 假设 的 检验 . 这 一 方法 需要 方差 分 析 模型 的 参数 的 最 小 二 乘 估计 
量 . 如 在 前 面 3.3.3 节 中 所 做 的 那样 , 我 们 已 经 给 出 了 这 些 参数 估计 . 但 是 , 现在 我 们 要 给 出 正规 


方法 . 
3.9.1 ”模型 参数 的 最 小 二 乘 估计 
现在 , 我 们 用 最 小 二 乘法 计算 单 因 子 模型 
Vij = H+ Ti + Eij 
的 参数 的 估计 量 . 为 了 计算 u 和 n 的 最 小 二 乘 估计 量 , 首先 写 出 误差 的 平方 和 公式 
и Ф бант) 


Жа, 极 小 化 L, 选 定 р 和 六 的 估计 , 即 A 和 A. 合适 的 值 是 a+1 个 联 立方 程 的 解 : 


ді, 
E" 
ді, 
Әт 


Ld 


2270 i2122e.a 
ih 


(3.47) 式 对 и 和 ri 求 微分 , 得 


а n 
-23 D (w-à-5)-0 
EPA 


ж 
-2 (уу 十 户 一 入) =0 i=1,2,... ,0 
ж 
简化 之 , 得 
Nh+tniitnit+.+nio = y. 
nå kn Suh 
nå nf = 
nå HNPa = ya 


(347) 


(3.48) 


有 a+1 个 未 知 数 的 a+1 个 等 式 (3.48) 式 ] 叫做 最 小 二 乘 正 规 方程 (least square normal 
equation). 如 果 将 后 面 a 个 正规 方程 相 加 , 就 可 以 得 到 第 一 个 正规 方程 . 因此 , 正规 方程 不 是 线 
性 无 关 的 , 并 没有 р, mn，… ,Ta 的 唯一 解 . 但 可 以 用 一 些 方法 克服 这 个 困难 . 因为 我 们 已 经 定义 


处 理 效应 为 总 体 均值 的 偏差, 那么 应 用 约束 
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У ъ= 0 (3.49) 
似乎 是 合理 的 . 利用 这 个 约束 , 我 们 得 到 正规 方程 方程 的 解 
à-y. (3.50) 
A =T -To i-12,,a 
显然 , 这 个 解 不 是 唯一 的 , 它 取决 于 我 们 选择 的 约束 [(3.49) 20]. ыға Ф ЛНВ О), 因 
为 如 果 两 个 不 同 的 实验 者 用 不 同 的 约束 分 析 相同 的 数据 ， 则 可 能 得 到 不 同 的 结论 . 但 是 , 模型 参 
数 的 函数 是 唯一 估计 的 , 若 不 考虑 约束 的 话 . 例如 , т; STi EEH S 4g, y, 估计 , 第 
i 个 处 理 均值 pi = p Hri 一 定 由 д = à 5 = 9, 估计 ， 
因为 我 们 通常 感 兴趣 于 处 理 效应 间 的 差异 ， 而 不 是 它们 的 真实 值 , 这 使 得 т, 不 能 被 唯一 估 
计 无 关 要 紧 . 一 般 地 , 若 模型 参数 的 任 一 函数 是 正规 方程 [(3.48) Ж) 左 端 项 的 线性 组 合 , WET 
以 被 唯一 估计 . 不 考虑 所 用 约束 的 被 唯一 估计 的 函数 叫做 估计 函数 . 详 见 本 章 的 补充 材料 . 现在 ， 
我 们 准备 在 方差 分 析 的 一 般 研究 中 利用 这 些 参数 估计 . 


3.9.2 ”一 般 回 归 显著 性 检验 


这 一 方法 需要 首先 写 出 模型 的 正规 方程 组 , 如 在 3.0.1 节 中 所 做 的 那样 , 正规 方程 组 通常 是 
先 构造 最 小 二 乘 函数 ， 然后 将 此 函数 对 各 个 未 知 参数 微分 而 求 得 的 . 不 过 ， 还 有 一 个 更 加 容易 的 
方法 ,下 面 列 出 的 法 则 就 可 对 任 - “实验 设计 模型 直接 写 出 它 的 正规 方程 组 

法 则 1 模型 中 每 个 待 估计 的 参数 总 存在 一 个 正规 方程 

法 则 2 (Е 一 正规 方程 的 右 端 项 恰 是 包含 与 这 个 指定 的 正规 方程 有 关 的 参数 的 所 有 观测 值 
ZH. 

为 说 明 本 法 则 , 考虑 单 因子 模型 . 第 1 个 正规 方程 是 关于 参数 / 的 , 因此 , 右 端 项 是 y. E 
为 所 有 的 观测 值 都 包含 u. 

法 则 3 任 一 正规 方程 的 左 端 项 是 所 有 模型 参数 的 和 ， 其 中 每 个 参数 乘 以 它 在 右 端 项 中 出 
现 的 总 次 数 . 参数 加 上 尖 号 (7) 标志 ， 表示 它们 是 估计 量 而 不 是 真正 的 参数 值 . 

例如 , 考虑 单 因子 实验 的 第 一 个 正规 方程 ， 按照 上 述 法 则 , 应 该 是 


Мі + п? d nfo nf -у 
因为 u 出 现在 所 有 的 N 个 观测 值 中 , ті 仅 出 现在 第 1 种 处 理 下 所 取 的 n 个 观测 值 中 , r 仅 出 


现在 第 2 种 处 理 下 所 取 的 n 个 观测 值 中 , 如 此 等 等 由 (3.48) 式 , 我 们 证 明了 上 述 方程 是 正确 
的 , 对 应 于 n 的 第 2 个 正规 方程 是 


nf + nf =y. 


因为 只 有 第 1 种 处 理 的 观测 值 包含 r (这 给 出 了 右 端 项 的 и), non 在 y. 中 恰好 出 现 n Ж, 
而 所 有 其 他 的 т, 出 现 零 次 . 一 般 说 来 ， 任 一 正规 方程 的 左 端 项 是 右 端 项 的 期 望 值 . 

现在 ， 考虑 找 出 由 于 给 数据 拟 合 一 个 指定 模型 所 带 来 的 在 平方 和 中 的 减少 量 . 由 于 给 数据 拟 
合 了 一 个 模型 , 我 们 也 就 “解释 了 ”一 些 变 异性 . 也 就 是 说 , 我 们 给 未 解释 的 变异 性 减少 一 些 量 
t. 未 解释 的 变异 性 的 减少 量 通 常 是 参数 估计 量 乘 以 对 应 于 那个 参数 的 正规 方程 的 右 端 项 之 和 . 
例如 , 在 单 因 子 实验 中 , 由 于 拟 合 全 模型 y;; — 上 十 i 十 Ei 的 减少 量 是 
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В(р,т) = ĝy.. + Фул. + Ф202. +5 aya. = у. + Ути. (3.51) 


记号 А(и,т) 表示 由 于 拟 合 包含 上 和 (n) 的 模型 而 在 平方 和 中 的 减少 量 . R, т) 有 时 也 叫做 
模型 yi = utn tey 的 “回归 ”平方 和 . 与 平方 和 中 的 减少 量 (例如 Аи, c) 有 关 的 自由 度 
通常 等 于 线性 无 关 的 正规 方程 组 的 个 数 . 模型 未 顾及 到 的 剩余 的 变异 性 由 


95 = Y: È vå - Rüs7) (3.52) 
аж 
求 得 . 此 量 用 作 Ho : ni = m = … = Ta = 0 的 检验 统计 量 的 分 母 
现在 说 明 单 因子 实验 的 一 般 回归 显著 性 检验 法 , 并 表明 它 产生 通常 的 单 向 方差 分 析 . 模型 是 
Vi = ита + eu, 由 上 述 法 则 求 得 的 正规 方程 组 是 


Мі+пћ +п? + па = y. 
n + ni =n 
np +n = y2 
np +nia = ye 


将 这 些 正规 方程 与 (3.48) 式 比较 一 下 . 
应 用 约束 E^ =0, 得 六 和 的 估计 量 是 
Йй-%. ћ= 9-9. i=1,2 a 
由 拟 合 此 全 模型 而 在 平方 和 中 的 减少 量 可 由 (3.51) RRA: 


Аит) =у. + Ў tan: = (D.v. Ұй = 82v 
E LA n riso сам 
TUN “Ж Ji yi Хх» - 5 " 
它 有 a 个 自由 度 , 因为 有 a 个 线性 无 关 的 正规 方程 . 由 (3.52) Ж, 得 误差 平方 和 为 
а п а п a y 
S8g = X Y; y - Ат) = У Y - 3 H 
Ej 131 шіт 
EH N -a 个 自由 度 . 
为 求 出 由 处 理 效应 ({ri}) 所 得 的 平方 和 , 我 们 考虑 一 个 简化 模型, 即 , 受 零 假设 ( 即 7; = 0, 
对 一 切 i) 约束 的 模型 . 所 得 的 简化 模型 是 yy = /十 sy. 此 模型 只 有 一 个 正规 方程 ; 


Мі = у 
从 而 A 的 估计 量 是 д = у. 于 是 , 由 于 拟 合 仅 包 含 的 模型 所 得 的 平方 和 的 减少 量 是 
в) = (0).) = 5 


因为 此 简化 模型 仅 有 一 个 正规 方程 , 所 以 Ru) 有 1 个 自由 度 . 车 п 已 在 模型 中 , 则 由 (0) 贡 
献 的 平方 和 是 R(u, т) 和 R(u) 的 差 , Bp 
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Е 2 


R(T = Вот) = Вр) = RC 全 模型) 及 ( 简 化 模型 ) = 2 Ў ур - 9 


а 
它 有 a 一 1 个 自由 度 . 我 们 已 由 (3.9) RA, 它 就 是 SS. 作 通 常 的 正 态 性 假定 , 检验 Ho : 7 = 
T= = Ta = 0 的 恰当 的 统计 量 是 


Am Rirln) (a — 1) 


Б PULO 中 /e-2 
在 零 假 设 下 , 它 服从 Fassa 分 布 . 当然 ， 这 就 是 单 因子 方差 分 析 的 检验 统计 量 . 
3.10 ”方差 分 析 中 的 非 参 数 方法 


3.10.1 Kruskal-Wallis 检验 法 


当 正 态 性 假定 不 能 被 证 明 的 情况 下 , 实验 者 希望 有 不 依赖 于 正 态 性 假定 的 检验 法 来 代替 方 
差分 析 F 检验 法 ，Kruskal апа Wallis(1952) 提出 了 这 样 的 一 种 方法 ，KruslkalLWallis 检验 法 
用 来 检验 a 种 处 理 是 完全 一 样 的 零 假设 ， 而 备 择 假设 是 由 某 些 处 理 产生 的 观测 值 大 于 其 他 处 理 
产生 的 观测 值 . 因为 此 方法 设计 需要 对 检验 均值 差 很 灵敏 ， 所 以 , 为 方便 起 见 ,将 Kruskal-Wallis 
检验 法 视 为 检验 处 理 均值 相等 的 检验 . 相对 于 通常 的 方差 分 析 而 言 ,Kruskal-Wallis 检验 法 是 一 
种 非 参数 的 方法 . 

运用 Kruskal-Wallis 检验 法 时 , 首先 将 观测 值 yi 按 升序 排列 , 然后 将 每 一 观测 值 用 它 的 秩 
(即位 次 , 比方 说 Бә) ЖОМ, 最 小 的 观测 值 的 秩 是 1. 对 有 结 (观测 值 取 值 相同 ) 的 情况 , 则 用 
它们 的 平均 秩 . Ф Ri 为 第 i 种 处 理 的 秩 和 . 检验 统计 量 是 
1 [уа RN(N+1)? 

[se 


Шаға A 


其 中 ni 是 第 i 种 处 理 的 观测 值 的 个 数 ，N 是 观测 值 的 总 个 数 , 以 及 
Bs [E ïr- maan] (3.54) 


i 4 
注意 到 S? 正好 是 秩 的 方差 . 如 果 没有 结 , W 52 = N(N + 1)/12, 且 检 验 统 计量 简化 为 
12 а 2 . 
= NNTD ER ND (3.55) 
当 结 的 个 数 是 中 等 程度 时 ，(3.54) 式 和 (3.55) 式 几乎 没有 差别 ， 且 可 以 用 较 简单 的 形式 [(3.55) 
Ж) 如 果 ni 适当 大 ,比方 说 n > 5, 则 在 零 假设 成 立 的 条 件 下 , Н 近似 服从 xá-i 分 布 . 因此 ， 
如 果 
H > Xii 
则 拒绝 零 假设 . 也 可 以 采用 P 值 方法 . 
例 3.11 例 3.1 的 数据 及 其 对 应 的 秩 如 表 3.14 所 示 . 因为 有 结 , 所 以 我 们 用 (3.53) 式 作为 检验 统计 
Ж. 由 (3.54) 式 , 求 得 
52= Б 2 869.50 — 2m = 34.97 


检验 统计 量 是 
[а А2 мур 1 
52 [ini а 34.97 
因为 H > хд оз = 11.34, 所 以 我 们 拒绝 零 假设 , 结论 是 处 理 存在 差异 (Н = 16.91 W РИЙ = 7.38 10-4). 
这 与 普通 方差 分 析 P 检验 法 所 得 的 结论 相同 . 
表 3.14 例 3.1 的 晶片 蚀刻 实验 的 数据 及 其 秩 


H [2 796.30 — 2 205] — 16.91 


ж 
160 180 200 220 
n Rij үзі Raj Уз) Raj Уа) Raj 
575 6 565 4 600 10 725 20 
542 3 593 9 651 15 700 17 
530 1 590 8 610 1L5 715 19 
539 2 579 7 637 14 685 16 
570 5 610 1L5 629 13 710 18 
Ri 17 39.5 63.5 90 


3.10.2 ”关于 秩 变换 的 一 般 评论 


3.10.1 节 用 观测 值 的 秩 蔡 换 观 测 值 的 方法 叫做 秩 变换 (rank transformation). 这 是 一 种 功 
Жан, 应 用 广 的 方法 , 如 果 我 们 将 通常 的 IP 检验 法 应 用 于 秩 而 不 是 应 用 于 原始 数据 的 话 , 则 得 到 
а-1 
h= WIN (3.56) 
作为 检验 统计 量 [ 见 Conover(1980), p.337]. 24 Kruskal-Wallis 统计 量 H 递增 或 递减 时 , Fo 也 
递增 或 递减 , 所 以 , Kruskal- Wallis 检验 法 等 价 于 将 通常 的 方差 分 析 应 用 于 秩 . 
对 于 那些 不 存在 相应 于 方差 分 析 的 非 参数 方法 的 实验 设计 问题 , 秩 变 换 仍 有 着 广泛 的 适用 
性 ， 这 包括 了 本 书 随后 各 章 的 大 多 数 设计 . 如 果 将 数据 进行 秩 变换 并 使 用 通常 的 P 检验 法 , 则 
会 得 到 有 优良 统计 性 质 的 近似 方法 [请 参阅 Conover and Iman (1976, 1981)], 当 我 们 关心 关于 
正 态 性 假定 或 离 群 值 的 效应 时 , 建议 对 原始 数据 和 秩 都 施行 通常 的 方差 分 析 . 当 两 种 方法 得 出 相 
似 的 结果 时 , 方差 分 析 的 假定 条 件 可 能 会 得 到 相当 好 的 满足 , 从 而 说 明 标准 的 分 析 法 是 令 人 满意 
的 . 当 两 种 方法 的 结果 不 同时 , 则 优先 采用 秩 变换 , 因为 它 可 能 较 少 受 非 正 态 性 或 不 寻常 的 观测 
的 干扰 ,在 这 种 情况 下 , 实验 者 可 能 要 去 研究 使 用 非 正 态 性 变换 , 检查 数据 和 实验 方法 , 以 便 去 
确定 是 否 出 现 离 群 值 以 及 为 什么 会 出 现 离 群 值 . 


зі 思 X Hi 


"3.1 研究 硅 酸 盐水 泥 砂浆 的 粘 结 抗 拉 强度 . 可 以 经 济 地 使 用 4 种 不 同 的 混合 方法 ， 做 了 一 个 完全 随机 化 
实验 , 收集 的 数据 如 下 : 


混合 方法 粘 结 抗 拉 (Ib/in?) 
1 3129 3 000 2 865 2 890 
2 3 200 3 300 2975 3150 
3 2 800 2 900 2 985 3 050 
4 2 600 2 700 2 600 2 765 
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(a) 用 a = 0.05 检验 混合 方法 影响 水 泥 强 度 的 假定 . 


(b) 用 3.5.3 节 所 讨论 的 图 解法 比较 4 种 混合 方法 的 粘 结 抗 拉 强 度 的 均值 . 你 的 结论 是 什么 ? 


(c) 用 Fisher 的 LSD 方法 作 配 对 均值 间 的 比较 ，a = 0.05. 


(d) 作 残 差 的 正 态 概 率 图 关于 正 态 假设 的 有 效 性 , 结论 是 什么 ? 


(e) 作 残 差 与 粘 结 抗 拉 强 度 预测 值 的 关系 图 ， 说 明 该 图 形 . 
(0 作 实 验 结果 的 散 点 图 ， 以 解释 实验 的 结论 . 


3.2 (а) 用 Tukey 检验 再 研究 思考 题 3.1 中 的 (b), a = 0.05. 由 Tukey 检验 是 否 能 得 到 与 图 解法 和 /或 
Fisher 的 LSD 方法 一 样 的 结论 ? 


(b) 解释 Tukey 和 Fisher 方法 之 间 的 差别 . 


*3,3 再 考虑 思考 题 3.1 中 的 实验 . 计算 由 4 种 混合 方法 中 的 每 一 种 生产 的 硅 酸 盐水 泥 沙 浆 的 粘 结 抗 拉 强 
度 均值 的 95 色 置信 区 间 ， 再 计算 方法 1 与 方法 3 的 均值 差 的 95% 置 信 区 间 ， 这 有 助 于 解释 实验 的 


结论 吗 ? 


*3.4 工程 师 正 开发 一 个 用 于 制造 男士 村 杉 的 新 合成 纤维 . 通常 拉 伸 强度 受 棉 在 混纺 纤维 中 所 占 百 分 率 的 
影响 . 工程 师 用 5 种 水 平 的 棉 含量 做 了 完全 随机 化 实验 并 重复 实验 5 次 . 数据 如 下 表 所 示 . 


Mna 观测 值 
15 т т 15 п 9 
20 12 17 12 18 18 
25 14 19 19 18 18 
30 19 25 22 19 23 
35 7 10 11 15 п 
---------- OUOU 


(а) 有 证 据 支 持 棉 含 量 影响 拉 伸 强度 均值 的 结论 吗 ? 用 a = 0.05. 


(b) 用 Fisher 的 LSD 方法 作 配对 均值 间 的 比较 ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 


(c) 分 析 该 实验 的 残 差 , 陪 明 模型 的 适合 性 . 
3.5 再 考虑 思考 题 3.4 中 的 实验 . 假设 30% 的 棉 含 量 是 一 个 控制 . 用 Dunnett 检验 将 所 有 其 他 的 均值 与 


控制 进行 比较 . 用 a = 0.05. 


*3.6 一 位 药品 制造 商 想 研究 一 种 新 药 的 生物 活性 ， 用 3 种 剂量 水 平 做 了 一 个 完全 随机 单 因 TW, 结果 


如 下 表 所 示 . 


(а) 有 证 据 支持 剂量 水 平 影响 生物 活性 的 结论 吗 ? 用 a = 0.05. 
(b) 如 果 合适 的 话 , 作 配 对 均值 间 的 比较 .你 能 得 出 什么 结论 ? 


(c) 分 析 该 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 ， 
3.7 汽车 租赁 公司 想 研究 被 租赁 汽车 的 类 型 是 否 影响 租 期 的 长 短 . 在 一 个 特定 租车 点 做 了 为 期 一 周 的 实 
验 , 为 每 一 种 汽车 随机 地 选择 了 10 个 租赁 合同 , 结果 如 下 表 所 示 . 


汽车 类 型 观 测 值 

超 小 汽车 3 5 3 т 6 5 3 2 1 6 
小 型 汽车 1 3 4 7 5 6 3 2 1 Т 
中 型 汽车 4 1 3 5 T 1 2 4 2 7 
大 型 汽车 3 5 7 5 10 3 4 7 2 7 


(a) 有 证 据 支持 所 租赁 汽车 的 类 型 影响 租赁 合同 的 长 短 的 结论 吗 ? 用 a = 0.05. 如 果 这 样 , 哪 种 类 


型 的 汽车 对 这 个 差异 负责 ? 


(b) 分 析 该 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 . 
(c) 注意 到 该 实验 的 响应 变量 为 计数 型 ， 这 是 否 会 引发 方差 分 析 变异 性 的 潜在 问题 ? 

*3.8 我 是 社区 高 尔 夫 俱乐部 的 成 员 .我 将 一 年 分 为 3 个 高 尔 夫 季节 : 夏季 (6 月 ~9 Л), 冬季 (11 月 ~3 
月 ), 春秋 季 (10 月 , 4 月 和 5 Н). 我 认为 最 好 在 夏季 (因为 我 有 更 多 的 时 间 且 球场 不 太 拥挤 ) ME 
秋季 (因为 球场 不 太 拥挤 ) 打 高 尔 夫 . 在 冬季 最 差 (因为 很 多 临时 住户 都 出 现 了 ， 球 场 拥挤 , 打 得 慢 ， 
我 心情 不 佳 ) 去 年 的 数据 列 在 下 表 中 . 


季节 观 测 值 

夏季 83 85 85 87 90 88 88 84 91 90 
春秋 季 91 87 84 87 85 86 83 

冬季 94 91 87 85 87 91 92 86 


(a) 这 些 数据 表明 我 的 建议 是 正确 的 吗 ? 用 о = 0.05. 

(b) 分 析 该 实验 的 残 差 , 阐明 模型 的 适合 性 . 
3.9 某 地 区 歌剧 团 试图 用 3 种 方式 从 24 个 潜在 赞助 商 获得 捐款 ，24 个 潜在 赞助 商 被 分 成 3 组 , 每 组 8 

Л, 一 组 用 一 种 方法 捐献 结果 以 美元 为 单位 列 在 下 表 中 ， 

方法 捐款 (美元 ) 
1 000 1500 1200 1800 1600 1100 1000 1250 
1500 1800 2000 1200 2000 1700 1800 1900 
900 1000 1200 1500 1200 1550 1 000 1100 


cuc 


(a) 这 些 数据 表明 3 种 不 同方 法 得 到 的 结果 有 差异 吗 ? 用 а = 0.05. 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 , 并 明 模型 的 适合 性 . 
3.10 进行 一 项 实验 , 确认 4 种 不 同 的 燃烧 温度 是 否 影响 某 种 砖 的 密度 . 完全 随机 化 实验 得 到 下 面 的 数据 ; 


温度 

100 21.8 21.9 " 21.6 21.7 
125 21.7 214 E 214 

150 21.9 21.8 | 21.6 21.5 
175 21.9 21.7 ы 214 


(a) 燃烧 温度 影响 砖 的 密度 吗 ? 用 a = 0.05. 
(b) 用 Fisher 的 LSD 方法 比较 均值 合适 吗 ? 
(c) 分 析 实验 的 残 差 ， 满足 方差 分 析 的 假定 吗 ? 
(d) fF 3.5.3 节 所 讨论 的 处 理 图 该 图 是 否 足以 概括 (а) 的 方差 分 析 的 结果 ? 
3.11 用 Tukey 方法 再 研究 思考 题 3.10 中 的 (d). 你 得 出 什么 样 的 结论 ? 详细 解释 你 是 如 何 修改 该 方法 以 


适应 样本 大 小 不 等 的 情形 的 . 
*3.12 电视 机 厂 感 兴趣 于 彩色 显像管 4 种 不 同 的 涂 层 对 显像管 的 传导 率 是 否 有 影响 . 做 完全 随机 化 实验 , 测 
得 传导 率 的 数据 如 下 : 
涂 层 类 型 传导 率 
1 143 141 150 146 
2 152 149 137 143 
3 134 136 132 127 
4 129 127 132 129 


(а) 涂 层 类 型 使 传导 率 有 差异 吗 ? 用 a = 0.05. 
(b) 估计 总 均值 与 处 理 效应 
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(с) 计算 涂 层 4 的 均值 的 95% 置 信 区 间 估计 . 计算 涂 层 1 与 涂 层 4 之 间 的 均值 差 的 99% 置 信 区 间 
估计 . 
(d) 用 Fisher 的 LSD 方法 检验 所 有 的 均值 对 , 用 a = 0.05. 
(e) 用 3.5.3 节 所 讨论 的 图 解法 对 均值 进行 比较 ， 哪 一 类 涂 层 得 出 最 高 的 传导 率 ? 
(f) 假定 现在 用 的 是 涂 层 4, 想 要 使 传导 率 最 小 ,你 会 向 工厂 推荐 哪 种 涂 层 呢 ? 
*3.13 再 考虑 思考 题 3.12 的 实验 .分 析 残 差 并 得 出 关于 模型 适合 性 的 结论 . 
3.14 ACI Materials Journal (Vol.84, 1987, pp. 213-216) 的 一 篇 文章 描述 了 几 个 实验 ， 研究 混凝土 的 
管道 通 条 去 除 遗 留 的 空气 ， 用 一 个 3 英寸 x6 英寸 的 圆 简 ， 这 种 管道 通 条 被 使 用 的 次 数 作为 设计 变 
З. 混凝土 试 样 所 导致 的 压强 是 响应 . 数据 如 下 表 所 示 ， 
管道 通 条 的 水 平 Ho má 
10 1530 1530 1440 
15 1610 1650 1500 
20 1560 1730 1530 
25 1500 1 490 1510 
(а) 由 管道 通 条 的 不 同 水 平 得 到 的 压强 有 差异 吗 ? 用 a = 0.05. 
(b) 计算 (а) 中 F 统计 量 的 P fit. 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 , 关于 模型 的 基本 假定 你 能 得 出 什么 结论 ? 
(d) 构造 一 种 图 形 显示 , 来 比较 3.5.3 节 所 讨论 的 处 理 均值 
“3.15 Environment International (Vol. 18, No.4, 1992) 中 的 一 篇 文章 描述 了 一 个 研究 喷 水 器 释放 氧 的 
实验 . 实验 中 用 富 含 氧 的 水 , 检验 喷头 的 6 种 孔径 ,实验 得 到 下 面 的 数据 : 
孔径 ЖИЕК (%) 
0.37 83 83 85 
75 79 T9 
73 76 77 
72 74 74 
62 67 69 
61 64 66 
(а) 孔径 大 小 影响 氧 的 释放 百分比 吗 ? 用 a = 0.05. 
(b) 计算 (a) 中 F 统计 最 的 P dit. 
(с) 分 析 该 实验 的 残 差 
(d) 当 孔 径 为 1,40 时 , 计算 氧 的 释放 率 的 均值 的 95% 置 信 区 间 . 
(е) 用 3.5.3 节 所 讨论 的 图 解法 比较 处 理 均值 .你 能 得 出 什么 样 的 结论 ? 
“3.16 用 于 自动 断路 开关 装置 中 的 3 种 不 同类 型 的 电路 ， 以 毫秒 为 单位 响应 时 间 已 被 实验 确定 ， 随 机 化 实 
验 的 结果 如 下 表 所 示 : 
电路 类 型 | 响应 时 间 
1 9 12 10 8 15 
2 20 21 23 17 30 
3 6 5 8 16 т 


(а) 用 a = 0.01 检验 3 种 电路 类 型 有 相同 响应 时 间 的 假设 . 

(b) 用 Tukey 检验 作 配对 处 理 均值 间 的 比较 ，a = 0.01. 

(c) 构造 3.5.3 节 所 讨论 的 比较 处 理 均值 的 图 示 方法 ， 你 的 结 论 是 什么 ? 怎样 将 它们 与 从 (b) 得 到 
的 结论 相 比 较 ? 

(d) 构造 一 组 正 交 对 照 , 假定 在 实验 开始 , 你 怀疑 第 2 类 电路 类 型 的 响应 时 间 和 其 他 两 种 不 同 . 


(e) 如 果 你 是 设计 工程 师 , 希望 使 响应 时 间 最 短 , 你 将 选择 哪 种 电路 类 型 ? 
(£) 分 析 该 实验 的 残 差 . 满足 方差 分 析 的 基本 假定 吗 ? 
*3.17 研究 在 加 速 负 蓓 为 35 千 伏 下 的 绝缘 流体 的 有 效 寿命 ， 从 4 种 类 型 的 流体 得 到 了 检验 数据 ， 完 全 随 
机 化 实验 的 结果 如 下 : 
35 千 伏 下 的 寿命 (小 时 ) 35 千 伏 下 的 寿命 (小时) 


17.6 18.9 16.3 17.4 20.1 21.6 21.4 23.6 19.4 18.5 20.5 22.3 
16.9 15.3 18.6 17.1 19.5 20.3 19.3 211 16.9 17.5 183 19.8 


(a) 流体 间 有 无 显著 性 差异 ? 用 a = 0.05. 
(b) 假定 希望 目标 是 获得 较 长 的 寿命 ,你 将 选择 哪 种 流体 ? 
(с) 分 析 该 实验 的 残 差 . 满足 方差 分 析 的 基本 假定 吗 ? 


3.18 为 了 比较 出 现 的 噪音 最 , 研究 数字 计算 机 电路 的 4 种 不 同 的 设计 . 得 到 的 数据 如 下 : 
电路 设计 噪音 观测 量 I 电路 设计 噪音 观测 量 
1 19 20 19 30 в | 3 47 26 25 35 50 
2 80 6l 73 56 80 4 95 46 83 78 97 


(a) 所 有 4 种 设计 产生 的 噪音 量 相同 吗 ? 用 a = 0.05. 

(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 满足 方差 分 析 的 基本 假定 吗 ? 

(с) 依据 噪音 越 低 越 好 的 原则 ， 你 会 选用 哪 种 电路 设计 呢 ? 
3.19 4 位 化 学 家 共同 确定 某 一 化 学 化 合 物 中 甲醇 的 百 分 含 量 ， 每 位 化 学 家 做 了 З 次 测试 , 得 出 结果 如 下 : 
甲醇 百分率 甲醇 百分率 
84.99 84.04 84.38 84.72 84.48 85.16 
85.15 85.13 84.88 84.20 84.10 84.55 
(а) 化 学 家 们 的 测试 有 显著 性 差异 吗 ? 用 a = 0.05. 

(b) 分 析 该 实验 的 残 差 ， 

(c) 如 果 化 学 家 2 是 一 位 新 的 雇员 , 试 在 实验 前 构造 一 组 有 意义 的 正 交 对 照 , 
“3.20 研究 З 种 商标 的 电池 ， 推 测 3 种 商标 的 电池 寿命 (以 周 计 ) 是 不 同 的 , 每 种 商标 随机 检测 5 节 电池 ， 


得 下 述 结果 : 
SR 
寿命 QR) 
商标 1 商标 2 商标 3 
100 76 108 
96 80 100 
92 75 96 
96 84 98 
92 82 100 


(a) 这 些 商标 的 电池 寿命 有 差异 吗 ? 

(o) 分 析 该 实验 的 残 差 . 

(с) 构造 电池 商标 2 的 平均 寿命 的 95% 区 间 估计 ,构造 电池 商标 2 与 商标 3 的 平均 寿命 之 差 的 
99% 区 间 估 计 . 

(9) 你 愿意 选用 哪 种 商标 的 电池 ? 如 果 制 造 商 要 更 换 所 有 寿命 低 于 85 周 的 电池 , 公司 预期 要 更 换 的 
百分率 有 多 大 ? 

研究 4 种 催化 剂 可 能 影响 由 3 种 成 分 构成 的 液体 混合 物 中 的 一 种 成 分 的 浓度 问题 . 利用 完全 随机 化 

实验 , 得 到 下 述 的 浓度 . 


3.2 
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1 2 3 4 
58.2 56.3 50.1 52.9 
57.2 54.5 54.2 49.9 
58.4 57.0 55.4 50.0 
55.8 55.3 517 
54.9 
(а) 4 种 催化 剂 对 浓度 有 相同 的 效应 吗 ? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 ， 
(с) 构造 催化 剂 1 的 平均 响应 的 99% 置 信 区 间 估 计 . 
*3.22 进行 一 项 实验 , 研究 5 种 绝缘 材料 的 有 效 性 . 加 大 电压 水 平 以 加 速 失效 时 间 来 检验 每 种 材料 的 4 个 
样本 . 失效 时 间 (单位 ; 分 钟 ) 如 下 表 所 示 : 
材料 失效 时 间 (分 钟 ) 
1 110 157 194 178 
2 1 2 4 18 
3 880 1256 5 276 4 355 
4 495 7 040 5 307 10 050 
5 7 5 29 2 
一 2 2? 0Ҙ0 
(a) 5 种 材料 对 失效 时 间 均 值 有 相同 的 效应 吗 ? 
(b) 作 残 差 与 预测 响应 的 关系 图 ， 构 造 残 差 的 正 态 概率 图 ， 这些 图 传达 了 什么 信息 ? 
(c) 基于 (b) 中 的 答案 , 进行 失效 时 间 数 据 的 另 一 种 分 析 ， 并 得 出 合适 的 结论 . 
3.23 半导体 厂 研究 了 减少 晶片 粒子 数 的 3 种 方法 ， 所 有 这 3 种 方法 都 用 5 个 不 同 的 晶片 检验 并 得 到 处 
理 后 的 粒子 数 ， 数 据 如 下 所 示 ， 
方法 粒 子 数 
1 31 10 21 4 1 
2 62 40 24 30 35 
3 53 27 120 97 68 
(a) 所 有 这 些 方法 对 粒子 数 均值 都 有 相同 的 效应 吗 ? 
(b) 作 残 差 与 预测 响应 的 关系 图 ,构造 残 差 的 正 态 概率 图 这 些 和 假设 的 有 效 性 有 关 吗 ? 
(c) 基于 (b) 中 的 答案 , 进行 粒子 数 的 另 一 种 分 析 ， 并 得 出 合适 的 结论 . 
3.24 考虑 检验 两 个 正 态 总 体 均值 的 相等 性 , 其 方差 未 知 但 假定 相等 . 合适 的 检验 法 是 合并 t 检验 法 . 证 明 
合并 上 检验 法 等 价 于 单 因子 方差 分 析 . 
3.25 证 明 线性 组 合 Ж ciyi 的 方差 是 o? DI nid. 
3.26 在 一 项 固定 效应 实验 中 , 设 4 种 处 理 的 每 一 种 有 n 个 观测 值 . 设 Q1. 0% Q3 是 正 交 对 照 的 单 自 由 
度 的 分 量 . 证 明 SSum = Q? + 92 + QA. 
3.27 用 Bartlett 检验 确定 思考 题 3.20 的 等 方差 假定 是 否 满足 ， 用 а = 0.05. 通过 检查 残 差 图 ， 你 能 得 
到 有 关 方 差 相等 的 则 样 结论 吗 ? 
3.28 用 修正 的 Levene 检验 确定 思考 题 3.20 的 等 方差 假定 是 否 满足 用 a = 0.05. 通过 检查 残 差 图 , 你 
能 得 到 有 关 方差 相等 的 同样 结论 吗 ? 
3.20 再 考虑 思考 题 3.16， 如果 希 望 以 概率 至 少 为 0.90 检测 平均 响应 时 间 为 10 微 秒 的 最 大 差 , 那么 所 需 
的 样本 量 为 多 少 ? 讨论 回答 这 个 问题 ,你 如 何 求 得 o? 的 初步 估计 值 . 
*3.30 再 考虑 思考 题 3.20. 


(а) 如 果 希 望 以 概率 至 少 为 0.90 检测 电池 寿命 为 10 小 时 的 最 大 差异 ， 则 所 需 的 样本 重 为 多 少 ? 讨 
论 回答 这 个 问题 , 你 如 何 求 得 o? 的 初步 估计 值 
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*3.32 


3.37 


3.38 
*3.39 


3.40 


3.41 


(b) 如 果 批 次 间 的 差异 大 得 足以 使 一 个 观测 值 的 标准 差 增加 25%, 并 且 我 们 希望 以 概率 至 少 为 0.90 
检测 这 一 点 , 则 需要 多 大 的 样本 量 ? 

考虑 思考 题 3.20 中 的 实验 . 如 果 要 对 两 种 电池 的 平均 寿命 的 差 构造 一 个 95% 置 信 区 间 , 使 其 精确 度 

为 士 2 周 , 则 对 每 种 电池 需要 检测 多 少 节 ? 

设 4 个 正 态 总 体 的 均值 分 别 为 J = 50, uz = 60, из = 50, pa = 60， 从 每 个 总 体 中 应 该 取 多 少 个 

观测 值 , 才能 使 得 至 少 以 0.90 (LBS AS UTI AER SEL UE? 假定 a = 0.05, 误差 方差 的 一 个 合理 

的 估计 量 是 02 = 25. 

参考 思考 题 3.32. 

(а) 如 果实 验 误差 方差 的 一 个 合理 估计 量 是 o? = 36, 你 的 答案 将 如 何 变化 ? 

(b) 如 果实 验 误差 方差 的 一 个 合理 估计 量 是 o? = 49, 你 的 答案 将 如 何 变化 ? 

(с) 这 时 , 关于 o 的 估计 怎样 影响 样本 量 的 精确 度 ， 你 会 得 出 什么 样 的 结论 ? 

(9) 关于 实践 中 如 何 使 用 一 般 的 方法 选择 n, 你 有 何 建议 ? 

参考 3.8 节 描 述 的 铝 冶炼 实验 ， 证 明 比 值 控制 法 不 影响 电解 模 的 平均 电压 . 画 出 残 差 的 正太 概率 图 . 

面 出 残 差 与 预测 值 的 关系 图 ， 图 中 显示 出 违反 所 作 的 基本 假定 吗 ? 

参考 3.8 节 描述 的 铝 冶炼 实验 ， 对 于 电位 噪音 , 验证 表 3.13 的 方差 分 析 . 检测 通常 的 残 差 图 并 评价 

实验 的 有 效 性 . 

在 一 台数 控 机 床上 做 一 项 实验 来 研究 4 种 不 同 的 进 料 速度 ， 这 种 机 床 是 给 飞机 的 辅助 动力 设备 生产 

零 部 件 的 ,此 实验 的 主管 制造 工程 师 知道 , 所 感 兴趣 的 一 个 关键 稚 件 的 尺寸 受 进 料 速度 的 影响 , 但 是 ， 

经 验 表明 ,只 有 分 散 效应 很 可 能 会 出 现 ， 也 就 是 说 ,改变 进 料 速度 不 影响 平均 尺寸 ,但 可 能 会 影响 尺 

十 的 变异 性 ,这 位 工程 师 对 每 种 进 料 速度 做 了 5 次 生产 实验 并 求 得 关键 尺寸 (以 10-3mm 为 单位 ) 

的 标准 差 , 数据 如 下 .假定 所 有 的 实验 都 按 随机 次 序 进行. 


TER 
进 料 速度 (in/min) 生产 实验 
1 2 3 4 5 
10 0.09 0.10 0.13 0.08 0.07 
12 0.06 0.09 0.12 0.07 0.12 
14 0.11 0.08 0.08 0.05 0.06 
16 0.19 0.13 0.15 0.20 0.11 


(a) 进 料 速度 对 关键 尺寸 的 标准 差 有 影响 吗 ? 

(b) 用 此 实验 的 残 差 来 研究 模型 的 适合 性 ， 实 验 的 有 效 性 有 问题 吗 ? 

考虑 思考 题 3.16 所 示 的 数据 . 

(а) 写 出 这 一 问题 的 最 小 二 乘 正规 方程 组 ,并 用 普通 约束 È ъ= 0) 解 出 à. 估计 mi ra. 

(b) 用 约束 7з = 0 ЖШ (a) 中 的 方程 组 .估计 量 д У 和 (a) 中 所 得 到 的 相同 吗 ? 为 什么 ? 估计 
Ti ma 并 与 (a) 中 所 得 的 进行 比较 . 关于 在 估计 т; 变量 上 的 矛盾 ， 你 能 说 出 什么 吗 ? 

(c) 用 正规 方程 组 的 这 两 个 解 来 估计 py 十 i 271 — 0 — та 以 及 ue md, 并 比较 在 每 种 情形 
下 所 得 的 结果 . 

对 例 3.1 中 的 实验 应 用 一 般 回归 显著 性 检验 法 . 说 明 此 方法 与 通常 的 方差 分 析 产生 相同 的 结果 . 

对 思考 题 3.7 的 实验 用 Kruskal-Wallis 检验 法 . 将 所 得 的 结论 与 从 通常 的 方差 分 析 法 中 所 得 的 结论 

进行 比较 

对 思考 题 3.8 中 的 实验 用 Kruskal-Wallis 检验 法 . 所 得 的 结果 能 与 用 通常 的 方差 分 析 法 所 得 的 结果 

进行 比较 吗 ? 

考虑 例 3.1 中 的 实验 ， 设 蚀刻 率 的 最 大 观测 值 错 记 为 250À /min， 这 对 通常 的 方差 分 析 产 生 什 么 效 

应 ? 它 对 Kruskal-Wallis 检验 法 产生 什么 效应 ? 
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在 很 多 实验 中 , 由 讨厌 因子 产生 的 变异 性 可 能 会 影响 结果 . 一 般 地 ， 我 们 定义 讨厌 因子 (nui- 
sance factor) 为 一 个 可 能 对 响应 产生 影响 的 设计 因子 ， 但 是 , 我 们 对 这 个 效应 并 不 感 兴趣 ， 有 
时 , 讨厌 因子 是 未 知 的 且 不 可 控制 的 , 也 就 是 说 , 我 们 并 不 知道 因子 的 存在 ， 但 在 进行 实验 时 , 它 
甚至 可 能 正在 改变 着 因子 水 平 ， 随机 化 是 一 种 常用 于 抵制 这 种 “潜伏 ” 的 讨厌 因子 的 设计 技术 . 
在 其 他 情形 中 , 讨厌 因子 虽然 是 已 知 的 但 却 是 不 可 控 的 . 如 果 我 们 至 少 可 以 观测 到 讨厌 因子 影响 
了 实验 的 每 一 轮 中 的 值 , 那么 就 可 以 用 协 方差 分 析 ( 将 在 第 14 章 中 讨论 ) 作为 它 在 统计 分 析 中 的 
补充 . 当 讨 大 来 源 的 变异 性 是 已 知 的 且 可 控 的 ， 我 们 可 以 用 所 谓 的 区 组 化 设计 技术 来 系统 地 消除 
它 在 处 理 间 统 计 比 较 中 的 效应 . 区 组 化 是 一 种 十 分 重要 的 设计 技术 ， 广泛 应 用 于 工业 实验 , 它 也 
是 本 章 的 主要 内 容 . 

为 了 说 明 这 种 基本 思想 , 再 考虑 前 面 2.5.1 节 中 讨论 过 的 硬度 检验 试验 . 假定 我 们 想 确 定 4 
只 不 同 的 压 头 在 一 台 硬度 试验 机 上 是 否 得 出 不 同 的 读数 . 像 这 样 的 实验 可 能 是 测量 仪 能 力 研 究 
的 一 部 分 机 器 将 压 头 压 入 一 块 金属 试 件 中 去 ， 由 压 入 的 深度 可 确定 试 件 的 硬度 . 实验 者 决定 ， 
用 洛 氏 硬度 试验 法 对 每 只 压 头 取 4 个 观测 值 . 因为 仅 有 一 个 因子 — 压 头 类 型 , 所 以 , 一 个 完 
全 随机 化 的 单 因子 设计 就 由 4 x 4 = 16 次 试验 组 成 , 这 16 次 试验 中 的 每 一 次 试验 都 被 随机 安 
排 到 一 个 实验 单元 ( 即 , 一 块 金 属 试 件 ), 然后 观测 所 得 的 硬度 读数 . 这 样 一 来 , 在 这 个 实验 中 就 需 
要 16 块 不 同 的 金属 试 件 , 每 块 作 一 次 试验 . 

在 这 种 设计 情况 下 , 完全 随机 化 实验 存在 一 个 潜在 的 严重 问题 . 如 果 人 金属 试 件 取 自 不 同 炉 次 
的 铸 锭 , 可 能 造成 它们 的 硬度 略 有 不 同 , 那么 , 实验 单元 ( 试 件 ) 就 会 对 硬度 数据 观测 值 的 变异 性 
产生 影响 . 于是, 实验 误差 就 不 仅 反映 出 随机 误差 , 还 反映 出 试 件 间 的 变异 性 . 

我 们 当然 希望 实验 误差 尽 可 能 的 小 ， 也 就 是 说 ， 我 们 希望 从 实验 误差 中 消除 试 件 间 的 变异 
性 . 为 了 做 到 这 一 点 , 实验 者 在 4 块 试 件 的 每 一 块 上 对 每 只 压 头 检验 一 次 , 这 种 设计 (如 表 4.1 
所 示 ) 叫做 随机 化 完全 区 组 设计 (RCBD).“ 完 全 ”一 词 指 的 是 每 一 区 组 ( 试 件 ) 包含 了 所 有 的 处 
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зр ( 压 头 ). 使 用 这 种 设计 方法 , 区 组 或 试 件 形成 了 一 个 较 齐 性 的 实验 单元 , 在 这 些 实验 单元 上 比 
较 压 头 的 硬度 . 从 效果 上 说 , 这 种 设计 方案 因为 消除 了 试 件 间 的 变异 性 从 而 提高 了 压 头 间 进 行 比 
较 的 精度 . 在 一 个 区 组 内 , 4 只 压 头 被 检验 的 顺序 是 随机 确定 的 .这 一 设计 问题 和 2.5.1 节 中 曾 
讨论 过 的 配对 t 检验 法 所 提 的 问题 有 一 定 的 相似 性 . 随机 化 完全 区 组 设计 是 那个 概念 的 推广 
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试 件 (区 组 ) 

1 2 3 4 
压 头 3 压 头 3 压 头 2 H1 
压 头 1 压 头 4 压 头 1 压 头 4 
压 头 4 压 头 2 压 头 3 ЖЖ 2 
ЖЖ 2 压 头 1 压 头 4 压 头 3 


RCBD 是 得 到 最 广泛 应 用 的 实验 设计 之 一 , 适用 RCBD 的 情况 很 多 . 试验 仪器 或 机 器 的 单 
元 间 在 其 运行 特性 上 常常 也 会 有 所 不 同 , 这 是 一 类 典型 的 区 组 化 因子 , 原材料 的 批 次 、 人 以 及 时 
fa], 也 都 是 实验 变异 性 的 常见 干扰 源 , 它们 也 是 可 以 通过 区 组 化 而 被 系统 控制 的 

区 组 化 对 于 不 一 定 包 含 讨厌 因子 的 情形 也 是 有 用 的 . 例如 , 假定 化 学 工程 师 想 要 研究 催化 剂 
进 料 率 对 聚合 体 黏 性 的 影响 . 她 知道 有 许多 因子 (例如 原材料 来 源 、 温度 、 操 作者 以 及 原材料 的 
纯度 ) 在 整个 过 程 中 非常 难以 控制 . 因此 她 决定 用 区 组 化 的 方法 检验 催化 剂 进 料 率 因子 , 这 些 不 
可 控 因子 的 某 种 组 合 构成 一 个 区 组 , 事实 上 , 她 用 这 些 区 组 检验 过 程 变量 ( 进 料 率 ) 相应 于 不 易 
控制 的 条 件 的 稳健 性 (robustness). 关于 这 一 点 的 讨论 , 详 见 Coleman and Montgomery(1993). 


4.1.1 RCBD 的 统计 分 析 


一 般 地 , 假设 我 们 有 a 个 待 比 较 的 处 理 和 b 个 区 组 . 随机 化 完全 区 组 设计 如 图 4.1 所 示 . 在 
每 个 区 组 内 , 每 个 处 理 都 有 一 个 观测 值 , 且 进 行 试验 时 各 种 处 理 的 次 序 是 随机 确定 的 . 因为 只 有 
在 区 组 内 , 处 理 才 有 随机 性 , 所 以 我 们 常 说 区 组 表示 了 关于 随机 性 的 一 种 约束 ， 


区 组 1 区 组 2 ка» 


иь 
Yar 
he 


Yab 


图 4.1 随机 化 完全 区 组 设计 
可 以 用 几 种 方式 写 出 关于 RCBD 的 统计 模型 . 传统 的 模型 是 效应 模型 (effect model): 


шерітед жеуі а (41) 
а à €i; ^ 
Ы 7777 JSL2,b 
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其 中 j 是 总 均值 ,ri 是 第 i 种 处 理 的 效应 , 5, 是 第 j 个 区 组 的 效应 , ei 是 通常 的 NID(0, о?) 
随机 误差 项 . 初步 考虑 处 理 与 区 组 为 固定 因子 . 正如 第 3 章 的 单 因子 方差 分 析 模 型 一 样 , RCBD 
的 效应 模型 是 一 个 规定 过 多 的 模型 . 我 们 通常 将 处 理 和 区 组 效应 定义 为 对 总 均值 的 偏差 , 所 以 


Ха-б  X&- 


也 可 以 使 用 RCBD 的 均值 模型 , Hn 
4 


hj = Hij + €i, 
Yij = Hij X 


这 里 mij = nobi t B. 但 是 在 本 章 中 , 我 们 将 用 效应 模型 (4.1) 式 . 
在 涉及 RCBD 的 实验 中 ， 我 们 的 兴趣 在 于 检验 处 理 均值 是 否 相 等 ， 于 是 ， 所 感 兴趣 的 假设 


是 
Ho: p = ро — m gts 


Hy: 至少 有 一 对 pi n; 
因为 第 i 个 处 理 均值 lu = (1/6) X n B;) = uc mi 写 出 上 述 假设 的 一 个 等 价 方式 是 根 
Е 
据 处 理 效应 , 即 
Ho:mn=m=…=T=0 
Hi : 至 少 有 一 个 关头 0 
方差 分 析 很 容易 扩展 到 ROBD. 以 yi, 表示 处 理 i 下 的 所 有 观测 值 的 总 和 , yi 表示 在 区 组 
J 内 所 有 观测 值 的 总 和 , y.. 表示 全 体 观测 值 的 总 和 , N=ab 是 观测 值 的 总 个 数 . 用 数学 式 表示 为 


w= У i-21,2,..,a (4.2) 
2. 4 
з= X hi j-212,-,b (4.3) 
a b a b 
== Уи = yj (4.4) 
ай а ж 


ЛЕДІ i 下 观测 值 的 平均 值 ,了 ， 表示 区 组 j 内 观测 值 的 平均 值 , 了 .表示 全 体 
观测 值 的 总 平均 值 , 即 
=y/b 9; =уу/а VW -у./М (4.5) 
总 校正 平方 和 可 表示 为 
a b a b 
RÀàkw-R*-Y AiG9.-9320-G,-93)-G5-9,-9;*9)f (46) 
将 (4.6) 式 右 端 项 展开 , 得 


È D-T.) р zx. LT -了 
AM E 


іш 


+ Ўы 3,32. -99,-9) 


[SEI ші 
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42Y: X Øy - 9) - 9. - 8 92 
AE 
ax x. - gus -T 794 9.) 


由 简单 的 但 宛 长 的 代数 计算 可 证 明 三 项 交叉 乘积 都 为 零 , 因此 ， 


È У -7.)? = 
E Е (4.7) 


ju 95-7. +0.) 
它 表示 总 平方 和 的 一 个 分 解 式 . 这 是 RCBD 的 基本 的 方差 分 析 等 式 用 符号 表示 (4.7) 式 的 平方 
和 则 是 
SSr = SSun + SSun + SSE (4.8) 

因为 有 № 个 观测 值 , 所 以 SSr 有 N — 1 个 自由 度 . 又 因为 有 a 种 处 理 和 b 个 区 组 , 所 以 
SS am 和 55g 分 别 有 a 一 1 和 5 一 1 个 自由 度 . 误差 平方 和 恰 是 各 单元 间 的 平方 和 减 去 处 理 平方 
和 与 区 组 平方 和 , 其 间 有 ab 个 单元 , 具有 ab 一 1 个 自由 度 ,所 以 SS e 有 ab-1—(a—1)-(b-1) = 
(a — 1)(6 — 1) 个 自由 度 . 还 有 , (4.8) 式 右 端 项 的 自由 度 加 起 来 等 于 左 端 项 的 . 因此 , 用 通常 的 关 
于 误差 的 正 态 性 假定 , 利用 定理 3.1 可 证 明 SSum/o2、SSkay/c2 以 及 SSg/o? 是 独立 分 布 的 
卡 方 随机 变量 . 每 一 平方 和 除 以 它 的 自由 度 就 是 均 方 , 如 果 处 理 和 区 组 都 是 固定 的 , 均 方 的 期 望 
值 可 以 证 明 是 


ӛзі а x LÀ 
E(M$ap)- о? +, — E(MSx«)- 02+ —Ru—, — E(MSy)- c? 
因此 , 为 了 检验 处 理 均值 的 等 式 , 可 以 用 检验 统计 量 
_ Мбът 
№ = aS 


当 零 假设 为 真 时 ， 它 的 分 布 是 Е, 1,а-у0-). 拒绝 域 是 FP 分 布 的 上 尾部 , 且 当 > 
Еша-1/а-1)в-і) 时 ,拒绝 Ho. 

我 们 也 有 兴趣 于 比较 区 组 均值 , 因为 , 如 果 这 些 均值 没有 大 的 差异 , 则 在 将 来 的 实验 中 , 区 
组 化 就 没 必要 了 . 从 期 望 均 方 来 说 , 将 统计 量 Fo = MSgn/MSE 与 Е, асас) 比较 , 似 
平 就 可 以 检验 假设 Ho : 8, = 0. ЖІП, 随机 化 仅 应 用 在 区 组 内 部 的 处 理 上 . 也 就 是 说 , 区 组 表 
示 一 个 随机 化 约束 . 那么 , 这 一 点 在 统计 量 Fo = М5ка/М8в 上 有 什么 影响 呢 ? 在 处 理 这 个 
问题 上 是 存在 一 些 差别 的 . 例如 , Box, Hunter, and Hunter(1978) 指出 , 通常 的 方差 分 析 FF 检 
验 法 , 只 需 基于 随机 化 就 可 说 明 是 合理 的 ” 而 不 再 需要 正 态 性 假定 . 他 们 进一步 观测 到 , 因为 
随机 化 约束 , 比较 区 组 均值 的 检验 法 不 再 显现 出 这 种 合理 性 , 但 是 , 如 果 误差 是 NID(0, o?) 时 ， 
则 统计 量 Fo = MSua/M Sg 可 以 用 来 比较 区 组 均值 . 另 一 方面 , Anderson and McLean(1974) 
断言 , 随机 化 约束 使 这 一 统计 量 在 比较 区 组 均值 中 不 是 有 意义 的 检验 法 , 这 个 F 比值 实际 上 


QD 确切 说 , 标准 理论 的 下 分布 是 由 计算 Fo 而 得 到 的 随机 化 分 布 的 一 种 近似 , 这 里 的 Fo 的 计算 涉及 
处 理 响应 的 每 一 种 可 能 的 赋值 . 
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是 检验 区 组 均值 的 等 式 加 随机 化 约束 [他 们 称 之 为 约束 误差 , 更 详细 的 论述 参阅 Anderson and 
McLean(1974)]. 

那么 , 在 实践 中 , 我 们 怎样 做 呢 ? 因为 正 态 性 假定 通常 是 有 问题 的 , Fo — MSika/ MSE Е 
为 区 组 均值 等 式 的 精确 的 F 检验 法 就 不 是 一 种 好 的 一 般 实践 . 因此 ， 我 们 从 方差 分 析 表 中 排除 
这 一 P 检验 法 . 然而 , 作为 研究 区 组 变量 效应 的 一 种 近似 方法 , 检验 Миц 对 М5 的 比值 当 
然 是 合理 的 . 当 这 一 比值 较 大 时 , 表明 区 组 因子 有 大 的 影响 , 因而 ， 由 区 组 化 所 得 的 噪音 简化 可 
能 有 助 于 改善 处 理 均值 比较 的 精度 . 

这 一 方法 通常 用 如 表 4.2 所 示 的 方差 分 析 表 概括 出 来 . 通常 可 以 用 一 个 统计 软件 包 进行 计 
Ж. 然而 , 计算 平方 和 的 公式 可 以 通过 分 解 (4.7) 式 中 的 等 式 


Ja -V. = (Wi, -V.) + (Uy V.) + (yy = -VtV) 
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方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
处 理 SSun a-1 E E 
区 组 Е 5-1 55% 
误差 555 (a – 1)(b — 1) eiin 


总 和 55т N-1 
一 


得 到 . 这 些 量 可 以 在 工作 表 (如 Excel) 的 列 中 进行 计算 ， 对 每 列 进行 平方 再 求 和 得 到 平方 和 , 另 
外 , 计算 公式 可 以 用 处 理 和 与 区 组 和 来 表示 . 这 些 计算 公式 是 
55 y 
59г= У aW (4.9) 
2 
59и = р у (410) 
b 2 
SS = m %- iu (4.11) 
而 误差 平方 和 由 减法 得 出 为 
596 = S87 — 85ия — 85ың (4.12) 


例 4.1 某 医疗 器 械 工厂 生产 供 移植 用 的 人 造血 管 . 通过 将 聚 四 氟 己 烯 (PTFE) 树脂 块 借助 于 润滑 剂 
挤 压 成 管子 制造 人 造血 管 , 生产 流程 中 一 些 管子 的 外 表面 经 常会 出 现 小 的 、 硬 的 突出 物 ， 这 些 缺陷 通常 称 为 
“六 点 "， 这 些 缺 陷 导致 产品 不 合格 . 

人 造血 管 的 产品 开发 者 怀疑 挤 压 压强 导致 了 六 点 的 产生 ， 从 而 想到 做 一 个 实验 来 验证 这 个 假设 ， 然 而 ， 
生产 用 的 树脂 由 外 来 供应 商 按 批 次 送 到 医疗 器 械 工厂 . 工程 师 也 怀疑 各 批 次 之 间 有 显著 性 差异 ,因为 尽管 材 
料 的 有 关 参 数 (比如 ,分子量 、 平 均 微粒 尺寸 、 保 持 力 、 峰 高 比 等 参数 ) 应 该 是 一 致 的 , 但 材料 可 能 并 不 因 
为 树脂 供应 商 的 生产 过 程 变化 以 及 材料 的 自然 变化 而 变化 ， 因此 , 产品 开发 者 决定 考虑 将 树脂 的 批 次 作为 区 
组 , 运用 完全 随机 化 区 组 设计 , 研究 4 个 不 同 水 平 的 挤 压 压强 对 六 点 的 效应 该 RCBD 如 表 4.3 Bim. 有 4 
个 水 平 的 挤 压 压强 (RETE), 6 个 批 次 的 树脂 (区 组 ) 注意 到 在 每 个 区 组 内 的 挤 压 压强 的 试验 次 序 是 随机 的 . 
响应 变量 是 产 率 , 即 没有 阁 点 的 成 品 的 百分比 
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жаз ”血管 移植 实验 的 随机 化 完全 区 组 设计 


挤 压 压强 (PSD) 树脂 批 次 (区 组 ) 处 理 总 和 
2 3 4 5 6 
8 500 90.3 89.2 98.2 93.9 87.4 97.9 556.9 
8 700 92.5 89.5 90.6 94.7 87.0 95.8 550.1 
8 900 85.5 90.8 89.6 86.2 88.0 93.4 533.5 
9 100 82.5 89.5 85.6 87.4 78.9 90.7 514.6 
区 组 总 和 350.8 359.0 364.0 362.2 341.3 377.8 y.. = 2 155.1 


为 进行 方差 分 析 ， 先 计 算 下 面 的 平方 和 : 


V. = 193 999.31 一 
N 


2 
(2 1551)? L 480.31 
24 


2 
LAGE y 
24 


Bl(556.9)? + (550.1)? + (533.5)? + (514.6)?] 


(2 155.1)? 
一 一 -一 一 192.25 
24 


- Sl(350.8)? 十 (359.0)2 +... + (377,8)2] 


SSg —SSr — SSum — 58 = 480.31 — 178.17 — 192.25 = 109.89 
方差 分 析 见 表 4.4. 用 a = 0.05, F 的 临界 值 为 Fo.05,3,15 =3.29. 因为 8.11 > 3.29, 我 们 得 出 结论 : 挤 压 
压强 影响 了 产品 的 均值 . 检验 的 P 值 也 很 小 ， 同样, 树脂 批 次 (区 组 ) 似乎 也 有 显著 性 差异 ， 因 为 区 组 的 均 
方 相对 于 误差 也 很 大 . 

Жал “人 造血 管 移植 实验 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 3 Fo Pii 
处 理 ( 挤 压 压强 ) 178,17 3 59.39 8.11 0.001 9 
区 组 ( 批 次 ) 192.25 5 З 
误差 109.89 15 
总 和 480.31 23 


如 果 我 们 不 知道 随机 化 区 组 设计 ， 则 观测 那些 可 能 得 到 的 结果 是 很 有 趣 的 ， 假 设 这 个 实验 按照 完全 随 
机 设计 来 做 , 并且 (碰巧 ) 同样 的 实验 结果 如 表 4.3 所 示 ， 这 些 数据 作为 完全 随机 单 因 子 设计 的 不 正确 的 分 
析 如 表 4.5 BER: 


表 4.5 ”完全 随机 设计 的 血管 移植 实验 的 不 正确 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P ii 
挤 压 压强 178.17 3 59.39 3.95 0.023 5 
误差 302.14 20 15.11 
总 和 480.31 23 


因为 P 值 小 于 0.05, 我 们 仍 拒绝 原 假设 , 得 到 挤 压 压强 显著 影响 平均 产 率 的 结论 . 但 是 , 注意 到 均 方 误 
差 成 倍增 加 , 从 RCBD 的 7.33 增加 到 15.11. 所 有 的 变化 是 因为 将 区 组 放 在 误差 项 里 . 容易 理解 为 什么 我 
们 有 时 称 RCBD 为 降 品 设计 技术 , 因为 它 有 效 地 增加 了 数据 中 的 信 噪 比 , 或 者 说 , 它 提 高 了 处 理 均值 比较 
的 精度 . 这 个 例子 也 说 明了 这 一 点 ， 如 果实 验 者 在 必须 区 组 化 时 , 没有 区 组 化 , 那么 误差 效应 被 夸大 了 , 很 有 
可 能 夸大 太 多 ,导致 处 理 均值 间 的 重要 差异 不 能 被 识别 出 来 . 


І. 计算 机 输出 示例 


对 于 例 4.1 的 人 造血 管 实验 , 用 Design-Expert 得 出 的 计算 机 输出 浓缩 后 如 图 4.2 БЖ. 
每 一 个 处 理 的 样本 均值 都 在 输出 中 显示 . 在 8 500 psi, 平均 产 率 为 y, = 92.82; 在 8 700 psi, 
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平均 产 率 为 Ya, = 91.68; 在 8 900 psi, 平均 产 率 为 уз 


88.92; 在 9 100 psi, 平均 产 率 为 


a, = 85.77. 用 样本 均值 估计 处 理 均值 pi, иа, рз, pa. 模型 的 残 差 显示 在 计算 机 输出 的 底部 . 残 


差 由 下 式 计 算 
еу = yi — Vu 
Response: Yield 
ANOVA for Selected Factorial Model 
ince table [Partial sum of squares] 
Sum of Mean F 
DF Square Value | Prob >F 
5 38.45 
3 59.39 8.11 0.0019 
3 59.39. 811 0.0019 
Residual 15 7.33 
Cor Total 23 
Std. Dev. R-Squared 0.6185 
Mean Adi R-Squared 0.5422 
CN. Pred R-Squared 0.0234 
PRESS 281.31 Adeq Precision 9.759 
Treatment Means (Adjusted, If Necessary) 
Estimated Standard 
Mean Error 
1-8500 1.10 
2-8700 140 
3-8900 1.10 
4-9100 110 
Standard — tfor Ho 
Treatment — Difference DF Error Соей=0 Prob > |t| 
1vs2 113 1 156 0.73 0.4795 
1vs3 3.90 3, 1.56 2.50 0.0247 
1vs4 7.05 1 1.56 451 0.0004 
2vs3 277 1 1.56 177 0.0970 
2vs4 5.92 1 1.56 379 0.0018 
3vs4 3.15 1 156 2.02 0.0621 
Diagnostics Case Statistics 
Standard Actual Predicted Student Cook's Outlier Run 
Order Value | Value Residual Leverage Residual Distance t Order 
1 90.30 90.72 -0.42 0.375 -0.197 0.003 -0.190 1 
2 8920 9277 0.375 -1.669 0.186 -1.787 6 
3 9820 94.02 0.375. 1.953 0.254 2185 9 
4 93.90 93.57 0.375 0.154 0.002 0.19 13 
5 8740 88.35 -0.95 0.375 -0.442 0.013 -0.430 19 
6 9790 97.47 5 0.375 0.201 0.003 0.194 23 
7 92.50 89.59 0.375 1.361 0.124 1.405 4 
8 8950 91.64 0.375 -0.999 0.067 -0.999 5 
9 90.60 92.89. 0.375 -1.069 0.076 -1075 10 
10 9470 92.44. 0.375 1.057 0.075 1062 16 
11 87.00 87.21 0.375 -0.099 0.001 0.096 20 
12 95.80 96.34. -0.54 0.375 -0.251 0.004. -0243 21 
13 8550 86.82 -132 0.375 -0.617 0.025 -0.604 3 
14 9080 88.87 193 0.375 0.902 0.054. 0.8906 8 
15 89.60 90.12 -0.52 0.375 0.004. -0.236 12 
16 886.20 89.67 -3.47 0.375 0.175 -1728 15 
17 8800 84.45 3.55 0.375 0.184 1776 17 
18 93.40 93.57 -0.17 0.375 0.000 -0077 22 
19 8250 83.67 -117 0.375 0.020 -0.534 2 
20 89.50 85.72 3.78 0.375 0.208 1917 7 
21 85.60 86.97 -1.37 0.375 0.027 -0.628 11 
22 8740 86.52 0.88 0.375 0.011 z 14 
23 7890 81.30 -2.40 0.375 0.084 18 
24 90.70 90.42 0.28 0.375 0.001 24 
Note: Predicted values include block corrections. 


图 4.2 例 4.1 的 Design-Expert 输出 (已 浓缩 ) 
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如 我 们 将 在 后 面 介 绍 的 , MA Pij = V. 十 本; 7... 所 以 ， 
eg =Y - V, -Ty * V. (4.13) 
在 4.1.2 节 中 , 我 们 将 说 明 残 差 是 如 何 用 在 模型 适合 性 检验 中 的 . 


2. 多 重 比较 

如 果 RCBD 中 的 处 理 是 固定 的 , 并 且 分 析 表 明 处 理 均值 有 显著 性 差异 , 则 实验 者 通常 会 对 
多 重 比较 感 兴趣 , 以 便 发 现 哪些 处 理 的 均值 有 差异 . 第 3 章 (3.5 节 ) 所 讨论 的 任 一 种 多 重 比较 
方法 都 可 用 来 达到 这 一 目标 , 只 要 在 3.5 节 的 公式 中 简单 地 用 区 组 数 (b) 代替 单 因子 完全 随机 化 
设计 的 重复 次 数 (n) 就 可 以 了 . 还 要 记 住 要 用 随机 化 区 组 设计 中 误差 的 自由 度数 (а 一 1)(b 1)] 
来 代替 完全 随机 化 设计 的 误差 自由 度 [aln — 1)]. 

图 4.2 中 的 Design-Expert 输出 说 明了 Fisher LSD 方法 , 我 们 得 到 的 结论 是 jw = uo. 因 
为 P 值 非常 大 . 此 外 , p 和 其 他 所 有 均值 不 同 , Ho : pa = из 的 Р 值 是 0.097, 所 以 有 根据 表 
明 ua # из. 由 P 值 等 于 0.001 8 ,得 из 7 ua. 总 之 , 我 们 得 出 结论 : 较 小 的 挤 压 压 强 导 致 较 
少 的 缺陷 . 

也 可 以 用 第 3 Ж (3.5.1 节 ) 的 图 示 法 来 比较 4 种 挤 压 压强 的 平均 产 率 . 图 4.3 标 出 了 例 
4.1 的 4 个 均值 点 , 此 图 是 按 上 分 布 乘 上 一 个 尺度 因子 / MS [b = V7.3376 = 1.10 来 绘制 的 . 
图 中 表明 , 两 个 最 低 的 压强 产生 了 相同 的 平均 产 率 , 但 是 , 对 于 8 700рві 和 8 900рві(из 和 из) 
的 平均 产 率 也 类 似 . 最 高 的 压强 (9 100psi) 得 到 的 平均 产 率 显然 不 同 于 其 他 所 有 的 均值 . 该 图 
有 助 于 解释 实验 的 结果 以 及 图 4.2 中 Design-Expert 输出 的 Fisher LSD 计算 . 
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мж 
图 4.3 4 种 挤 压 压强 的 平均 产 率 , 按 t 分 布 乘 上 一 个 尺度 因子 VS5 = V/7.33/6 = 1.10 
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前 面 讨论 过 检验 假定 模型 适合 性 的 重要 性 , 一 般 说 来 , 我 们 应 该 警惕 那些 由 正 态 性 假定 、 处 
理 或 区 组 的 不 等 的 误差 方差 以 及 区 组 -处 理 交互 作用 引起 的 潜在 问题 . 如 同 在 完全 随机 化 设计 中 
那样 , 残 差分 析 是 用 于 这 类 诊断 性 检验 的 主要 工具 , 例 4.1 的 随机 化 区 组 设计 的 残 差 被 列 在 图 
4.2 中 的 Design-Expert 输出 的 底部 . 

这 些 残 差 的 正 态 概率 图 如 图 4.4 所 示 . 既 没有 非 正 态 性 的 严重 标志 , 也 没有 任何 存在 离 群 值 
的 证 据 . 图 4.5 画 出 了 拟 合 值 jy 与 残 差 的 关系 图 . 残 差 的 大 小 与 拟 合 值 да 之 间 没 有 什么 关 
系 , 这 张 图 没有 显示 出 令 人 特别 感 兴趣 的 地 方 . 图 4.6 描绘 的 是 处 理 ( 挤 压 压强 ) 与 残 差 的 关系 
图 以 及 树脂 的 批 次 ( 即 区 组 ) 与 残 差 的 关系 图 . 这 些 图 可 能 非常 有 益 . 如 果 一 特定 处 理 的 残 差 较 
为 分 散 , 则 表示 这 一 处 理 与 其 余 的 处 理 相 比 , 比较 容易 得 出 不 稳定 的 响应 . 较为 分 散 的 残 差 标志 
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着 区 组 不 齐 性 . 不 过 , 在 我 们 的 例子 中 , 图 4.6 并 未 表明 处 理 方差 不 齐 性 , 但 却 表明 6 个 批 次 的 
产量 有 较 小 的 不 同 , 然而 , 如 果 其 他 所 有 的 残 差 图 都 令 人 满意 , 我 们 就 可 以 忽视 这 一 点 . 
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图 4.6 Жал 的 残 差 与 挤 压 压强 (处 理 ) 以 及 树脂 的 批 次 (区 组 ) 的 关系 图 


有 了 时 , жен gu 的 关系 图 是 一 条 曲线 . 例如 , 对 于 低 的 py 4, 存在 着 产生 负 残 差 的 趋向 ; 
对 中 等 的 ju 值 , 存在 着 产生 正 残 差 的 趋向 ; 对 高 的 py 值 , 存在 着 产生 负 残 差 的 趋向 . 这 类 图 像 
暗示 着 区 组 与 处 理 间 存在 着 交互 作用 . 如 果 这 类 图 像 出 现 ， 就 要 利用 变换 来 消除 或 最 小 化 交互 作 
用 . 第 5 章 (5.3.7 节 ) 中 给 出 了 一 个 统计 检验 法 ， 可 以 用 来 检验 随机 化 区 组 设计 中 可 能 存在 的 
交互 作用 . 
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4.1.3 ”随机 化 完全 区 组 设计 的 一 些 其 他 方面 
1. 随机 化 区 组 模型 的 可 加 性 
用 于 随机 化 区 组 设计 的 线性 模型 


yg =H + Ti + Bj + ei 


是 可 加 的 . 这 意味 着 , 例如 , 3478 1 种 处 理 引 起 期 望 响 应 增加 5 个 单位 (ri = 5) 以 及 第 1 个 
区 组 增加 期 望 响应 2 个 单位 (B = 2) М, 则 处 理 1 与 区 组 1 一 起 增加 的 期 望 响应 Еу) = 
аът +В 二 上 十 5 十 2 = р +7. 一般 来 说 , 处 理 1 就 在 总 均值 与 区 组 效应 的 和 上 通常 增加 期 
望 响应 5 个 单位 

尽管 这 一 简单 可 加 模型 经 常用 到 , 但 也 存在 它 不 适用 的 情况 . 例如 , 假定 我 们 用 6 批 原材料 
来 比较 一 种 化 学 产品 的 4 种 配方 , 原材料 的 批 次 被 考虑 作 区 组 ， 如 果 批 次 2 的 一 种 杂质 对 配方 
2 有 不 利 影响 而 导致 不 寻常 的 低产 量 , 但 对 其 他 配方 没有 影响 , 则 在 配方 (或 处 理 ) 和 批 次 (或 区 
组 ) 之 间 就 存在 交互 作用 (interaction)， 类 似 地 , 当 用 错误 的 尺度 来 度量 响应 时 , 在 处 理 和 区 组 
之 间 也 会 出 现 交互 作用 , 因此 , 在 原来 单位 下 的 倍数 关系 为 


(уу) = ит; 
但 在 对 数 尺度 意义 下 , 该 关系 是 线性 的 或 可 加 的 , 例如 ， 
In E(y;j) = ln + In i 4- ln B; 


即 
Е(уу) = н" t ri + Bj 

虽然 这 类 交互 作用 可 以 通过 某 一 变换 来 消除 , 但 并 不 是 所 有 的 交互 作用 都 那么 容易 对 付 , 例如 ， 
前 述 的 配方 - 批 次 交互 作用 就 不 能 用 变换 来 消除 . 残 差分 析 和 其 他 诊断 检验 法 会 有 助 于 检验 非 可 
ЕЕ. 

当 出 现 交互 作用 时 , 会 严重 影响 方差 分 析 , 甚至 可 能 使 方差 分 析 无 效 . 一 般 来 说 , 交互 作用 
的 出 现 会 提高 误差 均 方 值 并 且 反 过 来 会 影响 到 处 理 均值 的 比较 ， 若 因子 及 其 可 能 的 交互 作用 都 
需要 研究 , 则 必须 用 析 因 设计 (factorial design). 这 些 设计 将 在 第 5 章 至 第 9 章 中 进一步 讨论 ， 

2. 随机 处 理 与 区 组 

虽然 我 们 描述 了 将 处 理 和 区 组 考虑 为 固定 因子 时 的 检验 方法 , 但 如 果 处 理 或 区 组 (或 两 者 都 
是 ) 是 随机 的 , 那么 可 用 同样 的 分 析 方法 ， 当然, 在 对 结果 进行 解释 时 , 要 作 相应 的 更 改 , 例如 ， 
如 果 区 组 是 随机 的 , 则 我 们 希望 处 理 间 的 比较 相对 于 区 组 的 总 体 是 相同 的 . 期 望 均 方 值 亦 有 相应 
的 更 改 . 例如 , 如 果 区 组 是 独立 随机 变量 且 有 共同 的 方差 , 则 E(M Sin) = o? 二 ao3, 其 中 o3 是 
区 组 效应 的 方差 分 量 . 不 过 , 在 任 一 事件 中 , E(M Sum) 总 与 任 一 区 组 效应 无 关 , 并 且 处 理 间 变 异 
性 的 检验 统计 量 总 是 Fo = M Sum/MSE. 

在 区 组 是 随机 的 情况 中 , 如 果 出 现 处 理 - 区 组 交互 作用 , 则 关于 处 理 均值 的 检验 不 受 交互 作 
用 的 影响 , 这 是 因为 , 处 理 和 误差 的 期 望 均 方 值 二 者 都 含有 交互 作用 效应 , 因此 , 检验 处 理 均值 
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差 就 可 以 像 通常 比较 处 理 均 方 值 与 误差 均 方 值 那样 来 做 . 但 这 一 方法 得 不 到 关于 交互 作用 的 任 
何 信息 . 
3. 样本 量 的 选择 
在 使 用 ROBD 时 , 选取 样本 量 , 或 者 选择 用 于 实验 的 区 组 数 是 一 项 重要 的 决策 . 增加 区 组 
数 就 会 增 大 重复 的 次 数 和 误差 的 自由 度数 , 会 使 设计 更 加 灵敏 , 第 3 章 (3.7 节 ) 关于 完全 随机 
化 单 因子 实验 讲解 了 有 关 选 取 实 验 的 重复 次 数 的 方法 问题 , 其 中 的 任 一 种 方法 都 可 以 直接 用 于 
随机 化 区 组 设计 , 对 于 固定 因子 情形 , 可 利用 附录 图 V 的 抽检 特性 曲线 
b x т? 
= 
ac? 
其 中 分 子 的 自由 度 是 a — 1, 分 母 的 自由 度 是 (a — 1)(b — 1). 
例 4.2 考虑 例 4.1 描述 的 人 造血 管 的 ROBD. 如 果 想 要 以 相当 高 的 概率 来 检验 产 率 的 最 大 真实 差 为 


6, 而 误差 的 标准 差 估计 是 о = 3, 我 们 希望 确认 合适 的 区 组 数 ,使 设计 更 灵敏 ， 由 (3.45) Ж, Ф2 的 最 小 值 
是 (将 mm 写 为 区 组 数 b) 


Ф = 


(4.14) 


2. bD? 
Zac? 
其 中 D 是 我 们 想 要 检验 的 差 的 最 大 值 . 于 是 
2 b6)? — 
Ф = ТОН = 0.55 


如 果 用 5-5 个 区 组 , W 由 = У055- V0.5(5) = 1.58, 其 误差 自由 度 (a — 1)(b 一 1) = 3(4) = 12. 在 附 
录 的 图 V 中 用 jn = a 一 1 = 3 和 a = 0.05, 找到 这 一 设计 的 8 风险 近似 为 0 55( 势 = 0.45). 如 
RA b=6 个 区 组 , 则 Ф = v/0.5b = //056) = 1.73, 而 误差 自由 度 为 (a — 1)( —1) = 3(5) — 15, 对 应 
的 近似 的 B 风险 是 0.4( 势 =1 — 8 = 0.6). 由 于 购买 多 批 树 脂 的 花费 大 ， 且 实验 的 费用 又 高 , 所 以 实验 者 决 
定 用 6 个 区 组 , 尽管 势 大 约 只 有 0.6( 确 实 许多 势 只 有 0.5 或 更 高 的 实验 做 得 很 好 ). 

4. 缺失 值 的 估计 

在 用 RCBD 时 , 有 时 , 某 一 个 区 组 的 一 个 观测 值 缺 失 . 由 于 不 小 心 或 犯错 误 或 失去 控制 , 这 
种 情况 是 会 发 生 的 , 例如 , 一 个 实验 单元 出 现 了 不 可 避免 的 损伤 等 . 一 个 缺失 的 观测 值 给 分 析 带 
来 了 一 个 新 问题 , 因为 处 理 不 再 与 区 组 正 交 了 , 也 就 是 说 ， 并 不 是 每 一 个 处 理 都 在 每 一 个 区 组 中 
出 现 . 对 于 缺失 值 的 问题 , 有 两 个 一 般 的 近似 方法 . 一 个 近似 分 析 法 是 ， 估计 这 一 缺失 观测 值 , 并 
把 它 作为 真实 数据 进行 通常 的 方差 分 析 , 只 是 将 误差 自由 度 减 小 1. 这 一 种 近似 分 析 法 是 本 节 的 
主题 . 另 一 个 是 一 个 精确 的 分 析 法 , 将 在 4.1.4 节 中 讨论 

设 处 理 i 在 区 组 j 中 的 观测 值 yi; 缺失 . 用 > 表示 这 一 缺失 值 . 作为 一 种 解释 , 假定 在 例 
АЛ 的 人 造血 管 试验 中 , 当 挤 压 机 器 用 8 700 psi 操作 第 4 批 材料 时 出 现 问题 , 并 且 没有 得 到 该 
点 的 数据 . 就 会 出 现 如 表 4.6 那样 的 数据 . 

一 般 地 , 以 yi; 表示 рз 缺失 时 其 他 数据 的 总 和 , yi 表示 有 一 个 缺失 值 的 处 理 的 总 和 , y 
表示 有 一 个 缺失 值 时 区 组 的 总 和 假设 我 们 希望 被 估计 的 那个 缺失 值 > 对 误差 平方 和 有 最 小 的 
JM. Bh SSe = È E05 9-9, әу 这 个 问题 就 等 价 于 去 选取 а, A 
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жав ”含有 一 个 缺失 数据 的 血管 移植 实验 的 随机 化 完全 区 组 设计 
树脂 的 批 次 (区 组 ) 


挤 压 压 强 (psi) I 2 3 4 5 % 处 理 总 和 
8 500 90.3 89.2 98.2 93.9 87.4 97.9 556.9 
8700 92.5 89.5 90.6 E 870 95.8 455.4 
8900 85.5 90.8 89.6 86.2 88.0 934 533.5 
9 100 82.5 89.5 85.6 87.4 78.9 90.7 519.6 
区 组 总 和 350.8 3590 3640 2675 3413 3778 у =2060.4 


а b 2 a 2 a b а 
ss - EX -iE(Ew) -15 ($w) 2% Ew) 


аз A ж Am 
即 

SSe = а? - Ma +a)? - 1f +a)? + f en eR (415) 
最 小 化 , 其 中 R 包括 所 有 与 2 无 关 的 项 . 由 dSSs/dr = 0 得 
把 它 作为 缺失 值 的 估计 值 . 


对 于 表 4.6 中 的 数据 , 得 yh = 455.4, y'a = 267.5, y, = 2 060.4. 因此 , 由 (4.16) Ж 
das 4(455.4) 十 6(267.5) - 2 060.4 
(3)(5) 
现在 , 用 yz4 = 91.08 来 进行 通常 的 方差 分 析 , 并 将 误差 自由 度 减少 1. 方差 分 析 如 表 4.7 Br, 
请 将 这 一 近似 分 析 法 与 由 完全 数据 组 ( 表 4.4) 所 得 的 结果 比较 一 下 . 


- 91.08 


Жал ”含有 一 个 缺失 数据 的 例 4.1 的 近似 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 3 Fo P- 
挤 压 压强 166.14 3 55.38 7.63 0.002 9 
原材料 批 次 189.52 5 37.90 

误差 101.70 14 7.26 

总 和 457.36 23 


如 果 有 几 个 观测 值 缺失 , 则 可 以 把 误差 平方 和 写 为 这 些 缺失 值 的 函数 , 对 每 一 缺失 值 求 导数 ， 
令 其 为 零 ,然后 解 这 一 方程 组 , 求 得 缺失 值 的 估计 值 . 也 可 以 由 (4.16) SUBITO fv e 
值 . 为 了 解释 迭代 法 , 设 有 两 个 缺失 值 . 任意 估计 第 一 个 缺失 值 , 然后 用 这 一 数据 作为 真实 值 并 
与 (4.16) 式 一 起 去 估计 第 二 个 . 现在 , (4.16) 式 再 用 来 重新 估计 第 一 个 缺失 值 , 此 后 , 又 可 以 重 
新 估计 第 二 个 . 这 一 过 程 继续 进行 下 去 , 直至 收敛 为 止 . 在 任何 缺失 值 问题 中 , 误差 自由 度 对 每 
一 个 缺失 值 都 减少 1. 


4.1.4 ”估计 模型 参数 和 一 般 回 归 显著 性 检验 


如 果 处 理 和 区 组 都 是 固定 的 , 则 可 以 用 最 小 二 乘法 来 估计 随机 化 完全 区 组 设计 模型 的 参数 . 
我 们 采用 的 线性 统计 模型 是 
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Vu und 8; rof jy: 


利用 3.9.2 节 中 对 实验 设计 模型 求 正 规 方程 组 的 规则 , 得 


аъ + +b + bfa ғай +aĝ s 
n: 


тас 


Ta: 
B: 
Ba: 


B: 


bh + bô + DR Rhe 
д +6 + Â+ ĝt 
bj b Â+ ĝeto 


alc + 各 十 十 Patah 
айы T fe жай 


ah hh hee 


i212,-, 


af a 


(417) 


(4.18) 


注意 到 在 (4.18) Жер, 将 第 2 个 到 第 (a41) 个 方程 加 起 来 , 就 是 第 一 个 方程. 而 将 其 后 的 
?个 方程 加 起 来 , 也 是 第 一 个 方程. 这 样 一 来 , 在 这 些 正规 方程 组 中 ， 有 两 个 方程 和 其 他 方程 线性 
相关 , 这 就 是 说 , 要 解 方程 (4.18), 必须 添加 两 个 约束 . 通常 的 约束 是 


a LEA 
125-20  Yj-o 
а E 


使 用 这 些 约束 , 正规 方程 组 就 简单 得 多 了 . 事实 上 , 方程 组 将 变 为 


其 解 是 


abi = у. 
b + bii = yi., i=1,2,. ,a 
ohtaB=ys  j212,,b 


%-ф-%) 12а 
B= 1-1,2, 


用 (421) 式 的 正规 方程 的 解 , 得 出 v 的 估计 即 拟 合 值 为 


Pu =i +Â; =, (GL -9)*G;-9)- 9, 3,9. 


这 一 结果 在 前 面 计算 随机 化 区 组 设计 中 的 残 差 时 就 已 经 在 (4.13) 式 中 用 过 . 
一 般 回归 的 显著 性 检验 法 可 以 用 来 进行 随机 化 完全 区 组 设计 的 方差 分 析 . 用 由 (4.21) 式 给 
出 的 正规 方程 组 的 解 , 拟 合 全 模型 的 简化 平方 和 是 


(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 


a b, a n 
R(n,r, B) -йу.. + EL * X Piva aA ea iG. -9.)и. + PACE -EJV; 
& Ж E f£ 


2 


yt а 12 


mo 
+5. 


Mors у? 
nz +L Tavi x tE Vy- ат 


e 


М. 
X b 


іа 
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它 有 a +51 个 自由 度 , 且 误 差 平方 和 是 "P 
59» = Ў Yu Аит) = X Eh- oy a 


Шідті eps гі 


iie 
ЕЖ (a — 1)(b — 1) 个 自由 度 . 请 将 这 最 后 一 个 等 式 与 (4.7) 式 中 的 SSe 进行 比较 . 
检验 假设 Но: mr = 0, 相应 的 简化 模型 是 
Yis = H+ Bj + у 
它 恰 巧 是 单 因 子 方差 分 析 , 与 (3.5) 式 类 似 , 拟 合 简化 模型 的 简化 平方 和 是 


b y? 
RB) = 5 s 
Ж 
EH b 个 自由 度 . 因此 , 在 拟 合 过 u 与 (95) 之 后 , (т) 对 平方 和 的 贡献 是 
К(тір,0) = R(n, r, B) — R(u, 8) = R( 全 模型 ) — R( 简 化 模型 ) 
-SAŻ Ah y. ny a 
"EvtET- WE. 
我 们 可 以 把 它 看 作 是 自由 度 为 a — 1 的 处 理 平方 和 [(4.10) ЖІ. 
区 组 平方 和 可 以 由 拟 合 简化 模型 
Yij = рът ey 
得 出 , 它 也 是 单 因子 分 析 . 还 有 , 类 似 于 (3.5) 式 , 拟 合 这 个 模型 的 简化 平方 和 是 
a 2 
Вт) - X E 
CH a 个 自由 度 . 在 拟 合 过 и (n) 之 后 , 区 组 {8;} 对 平方 和 的 贡献 是 
R(Blp, 7) = R(p, T, B) — R(u,7) 


Ww y 
b ар 


它 有 65 一 1 个 自由 度 , 并 且 它 就 是 我 们 前 面 见 到 过 的 (4.11) Ж. 


我 们 用 一 般 的 回归 显著 性 检验 法 , 研究 了 随机 化 完全 区 组 设计 的 处 理 、 区 组 和 误差 的 平方 
和 , 虽然 在 随机 化 完全 区 组 设计 中 实际 分 析 数据 时 , 我 们 通常 不 用 一 般 回归 显著 性 检验 法 , 但 这 
一 方法 有 时 在 更 一 般 的 随机 化 区 组 设计 中 却 是 有 用 的 , 正如 在 4.4 节 的 讨论 中 所 看 到 的 那样. 


缺失 值 问题 的 精确 分 析 


在 4.13 节 中 , 我 们 给 出 了 RCBD 中 处 理 缺失 值 的 一 种 近似 方法 . 这 一 近似 分 析 法 由 估计 
缺失 值 使 误差 均 方 值 最 小 化 所 构成 . 可 以 证 明 , 这 一 近似 分 析 法 产生 一 个 依 下 述 意义 下 处 理 的 有 


偏 均 方 值 , 即 , 当 零 假设 为 真 时 , BE(MSum) 大 于 Е(М8ь). 因此 , 将 得 出 过 多 的 显著 性 结论 ， 


缺失 值 问题 可 以 用 一 般 回归 的 显著 性 检验 法 来 精确 地 分 析 . 缺失 值 会 造成 设计 的 不 平衡 , 因 
为 并 不 是 所 有 的 处 理 都 出 现在 所 有 的 区 组 中 , 我 们 称 之 为 处 理 与 区 组 不 是 正 交 的 , 这 一 分 析 法 还 
可 用 到 类 型 更 一 般 的 随机 化 区 组 设计 中 去 , 这 将 在 4.4 节 中 进一步 讨论 思考 题 4.30 请 读者 对 


带 有 一 个 缺失 值 的 随机 化 完全 区 组 设计 运用 这 一 精确 分 析 法 . 
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4.1 节 介绍 了 随机 化 完全 区 组 设计 , 这 一 设计 可 以 减少 由 一 个 已 知 的 可 控制 的 讨厌 变量 的 变 
异性 所 引起 的 实验 残 差 . 还 有 很 多 其 他 类 型 的 利用 区 组 化 原理 的 设计 . 例如 , 实验 者 研究 用 在 机 
组 人 员 救 生 系统 中 的 火箭 推进 剂 的 5 种 不 同 配方 关于 燃烧 率 的 效应 . 每 种 配方 都 取 自 一 批 仅仅 
够 配 成 5 份 供 试验 用 的 配方 的 原料 . 而 且 , 这 些 配方 是 由 几 个 操作 人 员 准备 的 , 这 些 操作 人 员 在 
实验 技能 和 经 验 上 可 能 有 实质 性 的 差别 , 这 样 一 来 , 在 设计 中 看 来 会 有 两 个 讨厌 因子 需要 被 “ 平 
均 出 来 ": 原料 的 批 次 和 操作 人 员 . 这 一 问题 的 合适 设计 应 是 对 每 批 原料 的 每 种 配方 恰好 试验 一 
次 , 而 且 对 于 每 种 配方 , 5 名 操作 人 员 每 人 恰好 试验 一 次 , 设计 的 结果 如 表 4.8 所 示 , 称 为 拉丁 
方 设计 (Latin square design). 这 一 设计 是 按 正方 形 排列 的 , 5 种 配方 (或 处 理 ) 用 拉丁 字母 4， 
B, C, D, E 表示 , 因而 叫做 拉丁 方 . 原料 的 批 次 ( 行 ) 与 操作 人 员 ( 列 ) 对 于 处 理 是 正 交 的 . 


表 4.8 ”火箭 推进 剂 问题 的 拉丁 方 设计 


гр 操作 人 员 

原料 的 批 次 n 1 * 
1 С-19 D-24 E-24 
2 D-30 已 = 27 4=36 
3 已 = 26 4= 27 B-21 
4 E 4= 26 B-23 C=22 
5 А-30 В-20 C=29 D=31 


拉丁 方 设计 用 来 消除 两 个 讨厌 的 变异 性 来 源 ， 也 就 是 说 , 它 允 许 从 两 个 方向 来 系统 地 区 组 
化 . 这 样 一 来 , 行 和 列 实际 上 就 表示 了 两 种 随机 化 约束 . 一 般 说 来 , 一 个 p 因子 的 拉丁 方 或 p xp 
RTH, 是 一 个 含有 行 和 p 列 的 方形 . p? 个 单元 中 的 每 一 个 单元 含有 与 处 理 对 应 的 p 个 字母 
之 一 , 每 一 字母 在 每 行 每 列 中 恰好 出 现 一 次 一 些 拉丁 方 的 例子 如 
4x4 5x5 6x6 

ABDC ADBEC ADCEBF 

BCAD DACBE BAECFD 

CDBA CBEDA CEDFAB 

DACB BEACD DCFBEA 

ECDAB FBADCE 


EFBADC 
拉丁 方 的 统计 模型 是 
іс1,2,-,р 
Уук = nib oi Tj b Deb ek 1-1,2,--,р (4.22) 
k=1,2,.…,p 


其 中 yox ЖЖ) 种 处 理 的 第 i 1738 К 列 的 观测 值 , и 是 总 均值 , ai 是 第 i 个 行 效应 , r 是 第 了 
种 处 理 效应 , 0, 是 第 个 列 效应 , eij 是 随机 误差. 注意 这 是 一 个 效应 模型 . 这 一 模型 是 完全 可 
加 的 , 也 就 是 说 , 行 、 列 与 处 理 之 间 都 没有 交互 作用 . 因为 每 一 单元 只 有 一 个 观测 值 , 所 以 对 每 个 
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指定 的 观测 值 , 只 需 表 示 出 i j, kid 3 个 右 下 标 中 的 两 个 就 可 以 了 . 例如 , 表 4.8 中 的 火箭 推 
进 剂 问题 , 当 i=2 Н k=3 时 , 自动 得 j=4( 配 方 D), 当 i=1 А j=3( 配 方 C) 时 得 上 =3. 这 是 
因为 每 种 处 理 在 每 行 每 列 中 恰好 出 现 一 次 . 
方差 分 析 是 把 N=p? 个 观测 值 的 总 平方 和 分 解 为 行 、 列 、 处理 与 误差 的 分 量 , 例如 

85т = 85 + SSn+ SSua + SSE (4.23) 

相应 的 自由 度 是 
Pl1=7-1+p-1+p-1+(p-2)(p—1) 

在 通常 的 eij 是 NID(0, o?) 的 假设 下 , (4.23) 式 右 端 项 的 每 个 平方 和 除 以 o?, 就 是 独立 分 布 
的 卡 方 随机 变量 , 用 来 检验 处 理 均值 没有 差异 的 合适 统计 量 是 


_ MSun 
irs 


在 零 假设 下 其 分 布 为 F, ooo. 我 们 也 可 以 检验 没有 行 效应 与 没有 列 效应 , 只 要 用 М (Gt 

MSy) 与 MSe 的 比值 即 可 , 不 过 , 由 于 行 和 列表 示 随 机 化 约束 , 这 些 检验 可 能 未 必 合适 . 
方差 分 析 计 算 方法 中 的 处 理 、 行 以 及 列 之 和 如 表 4.9 MR. 从 平方 和 的 计算 公式 可 以 看 出 ， 

这 一 分 析 只 是 随机 化 完全 区 组 设计 的 简单 延伸 ,其 中 源 于 行 因子 的 平方 和 是 用 那些 行 和 得 到 的 . 


Жаз ”拉丁 方 设计 的 方差 分 析 


ЕТІ 平方 和 EET L7] қ 
гуза р-а 08 TE 
ti 88; = 2 У dc p-1 29g 
EZ] iÉn-$ р-і E 
误差 SS p (FIWA) (p —2)(p - 1) 558-7 
总 和 SSr-EXEWA- w pii 


--------- 8 ~ 
9 4.3. 考虑 前 面 的 火箭 推进 剂 问题 , 其 中 原料 的 批 次 与 操作 人 员 都 代表 随机 化 约束 这 一 实验 设计 如 
表 4.8 所 示 , 是 一 个 5x5 МТЖ. 


表 4.10 ”火箭 推进 剂 问题 的 规范 数据 


原料 的 批 次 P] Yi.. 
1 В--5 -14 
2 С--і 9 
3 D-13 5 
4 E-6 3 
5 A=5 7 
У.к 18 10 =у.. 


现 将 每 个 观测 值 减 25 得 如 表 4.10 所 示 的 规范 值 . 总 平方 和 、 批 次 ( 行 ) 平方 和 、 操作 人 员 ( 列 ) 平方 
和 算得 如 下 : 


2 109 
SSp-y 2 9— ggg. 007? _ T 
T x x x Wk UN z5 = 676.00 
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2 10)2 
Xp = E lay +9? 52 32 ат - OË -68.00 
2 5 25 


= HEC жав? Cay este CDL 


Ms 

fi 

^ 
899 


处 理 (拉丁 字母 ) 的 总 和 


拉丁 字母 A B c D 
处 理 总 和 ул. = 18 ya, = —24 ys. = -13 ya. = 24 ys =5 


由 这 些 总 和 算得 配方 的 平方 和 为 
85е = 25 y - È = рив? + (24)? + (—13)? +24? + 5?] — ШЫ = 330.00 
相 减 得 误差 的 平方 和 : 
SSp - SS — Spy — S Seran — S Sw — 676.00—68.00—150.00—330.00 = 128.00 

方差 分 析 见 表 4.11， 结 论 是 , TIU ACIER BEP" ERT CREE RR. 方差 分 析 还 表明 ， 
操作 人 员 之 间 亦 有 差异 ， 因 此 ， 关 于 该 因子 的 区 组 化 的 确 是 一 个 好 的 预防 措施 ,没有 强 有 力 的 证 据 证 明 原料 
的 批 次 间 存 在 差异 , 所 以 , 在 这 一 实验 中 , 看 来 不 必 关心 这 一 变异 性 来 源 ,不 过 ， 对 原料 的 批 次 区 组 化 通常 是 
一 个 好 的 主意 . 


表 4.11 ”火箭 推进 剂 配方 问题 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Ph 
配方 330.00 4 82.50 7.73 0.002 5 
原料 的 批 次 68.00 4 17.00 
操作 人 员 150.00 4 37.50 
误差 128.00 12 10.67 


总 和 676.00 24 


< m 
如 同 在 任 一 设计 问题 中 一 样 , 实验 者 应 该 通过 检查 并 绘制 残 差 图 来 考察 模型 的 适合 性 , 对 于 
某 一 拉丁 方 , 其 残 差 为 


Eijk = Vk — ijk = Vk — Vu. — Ds — Dk +29 


请 读者 计算 例 4.3 的 残 差 并 绘制 适当 的 图 
第 一 行 和 第 一 列 按 字母 顺序 构成 的 拉丁 方 叫做 标准 拉丁 方 (standard Latin square). 例 44 
所 用 的 设计 就 是 一 种 标准 拉丁 方 . 标准 拉丁 方 通常 可 将 第 一 行 按 字母 顺序 写 , 然后 后 续 的 每 一 行 
都 是 将 上 一 行 的 字母 向 左 移 一 个 位 置 . 表 4.12 概括 了 关于 拉丁 方 及 标准 拉丁 方 的 一 些 重要 事实 . 
与 任何 实验 设计 一 样 , 拉丁 方 中 的 观测 值 也 应 以 随机 顺序 取得 . 常用 的 随机 化 方法 是 随机 地 
选取 一 特定 的 拉丁 方 来 使 用 ,正如 在 表 4.12 中 所 见 到 的 ， 一 个 指定 大 小 的 拉丁 方 有 很 多 个 , 因 
此 , 不 可 能 枚 举 出 所 有 的 拉丁 方 并 随机 地 选择 一 个 . 普遍 的 方法 是 在 如 Fisher and Yates(1953) 
所 设计 的 那样 的 表 中 选取 一 个 拉丁 方 . 然后 按 行 、 列 以 及 字母 随机 地 排列 .这 个 问题 在 Fisher 
and Yates(1953) 的 书 中 有 更 全 面 的 讨论 . 
有 时 , 拉丁 方 中 的 一 个 观测 值 会 缺失 , 对 于 一 个 p x p 拉丁 方 , 这 一 缺失 值 可 以 估计 为 
(И. v au) — 20. 


=o 30-0 $29 
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表 4.12 ”标准 拉丁 方 和 不 同 大 小 拉丁 方 的 数量 “ 


大 小 3x3 4x4 5x5 6x6 TXT pxp 
标准 方 的 数量 ABC ABCD ABCDE ABCDEF ABCDEFG ABC..P 
BCA BCDA BAECD BCFADE BCDEFGA BCD...A 


CAB CDAB CDAEB CFBEAD CDEFGAB CDE...B 
DABC DEBAC DEABFC DEFGABC Н 
ECDBA EADFCB EFGABCD 


FDECBA FGABCDE РАВ..(Р - 1) 
GABCDEF 
标准 方 的 例子 1 4 56 9 408 16 942 080 — 


标准 方 的 数目 12 576 — 161280 818 851 200 61 479 419 904 000 р!(р — 1)! x 拉丁 方 的 总 数 


a 该 表 的 一 些 信息 见 Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medical Research, 4th 
edition, by R. A. Fisher and F. Yates, Oliver and Boyd, Edinburgh, 1953. 人们 对 于 超过 7x7 


的 拉丁 方 的 特性 了 解 较 少 . 


其 中 , 撤 号 表示 有 缺失 值 的 行 、 列 和 处 理 的 总 和 , y 是 有 缺失 值 时 的 全 体 观测 值 的 总 和 . 

拉丁 方 可 用 于 行 和 列 代表 实验 者 实际 想 要 研究 的 因子 的 情况 , 其 中 没有 随机 化 约束 . 这 样 一 
来 , 3 个 因子 (17. Pl. 字母 ), 每 一 个 有 p 个 水 平 , 能 够 仅 用 p? 次 试验 来 研究 . 这 种 设计 假定 因 
子 之 间 没 有 交互 作用 , 更 详尽 的 内 容 随后 将 在 交互 作用 的 论题 中 讨论 ， 

|l 拉丁 方 的 重复 

小 的 拉丁 方 的 一 个 缺点 是 它 给 出 相对 小 的 误差 自由 度 . 例如 , 一 个 3x3 拉丁 方 只 有 2 个 误 
差 自由 度 , 一 个 4x4 拉丁 方 只 有 6 个 误差 自由 度 , 等 等 . 当 使 用 小 的 拉丁 方 时 , 常常 希望 重复 使 
用 它们 以 便 增 加 误差 自由 度 . 

重复 拉丁 方 有 几 种 方法 . 为 说 明 起 见 , 考虑 例 4.4 所 用 的 5x5 拉丁 方 , 假定 它 重 复 n 次 . 做 
法 有 如 下 几 种 . 

(1) 每 次 重复 中 用 相同 的 批 次 和 相同 的 操作 人 员 . 

(2) 每 次 重复 中 用 相同 的 批 次 但 用 不 同 的 操作 人 员 (或 者 , 等 价 地 , 用 相同 的 操作 人 员 但 用 
不 同 的 批 次 ). 

(3) 用 不 同 的 批 次 和 不 同 的 操作 人 员 ， 
方差 分 析 将 依赖 于 重复 的 方法 . 

考虑 情形 1, 此 时 用 于 每 次 重复 的 行 和 列 区 组 化 因子 的 水 平 相同 , 令 yije 表示 行 i、 处 理 j、. 
列 k. BI 次 重复 的 观测 值 , 有 N= np? 个 总 的 观测 值 . 方差 分 析 法 概括 在 表 4.13 中 . 

现 考虑 情形 2, 设 在 每 次 重复 中 用 新 的 原料 批 次 但 操作 人 员 不 变 . 这 样 一 来 , 在 每 次 重复 中 
有 5 个 新 的 行 (一 般 地 , 有 p 个 新 行 ). 方差 分 析 概括 在 表 4.14 中 . 注意 , 行 的 方差 来 源 实际 上 
度量 了 在 n 次 重复 中 行 间 的 变异 . 

最 后 , 考虑 情形 3, 此 时 在 每 次 重复 中 用 新 的 原料 批 次 和 新 的 操作 人 员 . 现在 , 行 和 列 所 得 
的 方差 度量 了 在 重复 中 相应 因子 的 变异 . 方差 分 析 法 概括 在 表 4.15 H. 

分 析 重 复 的 拉丁 方 还 有 其 他 方法 , 它 容许 处 理 与 拉丁 方 之 间 有 某 种 交互 作用 (参见 思考 题 
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4.23). 
Жалз 重复 拉丁 方 的 方差 分 析 ,情形 1 
TERN 平方 和 自由 度 Ez] To 
处 理 x 33. - pa p-1 E ЕТ 
б PPS 22i ze 
列 Фа ED p-1 E] 
重复 PÈ- п-1 E 
误差 用 减 -Dnptl)-3] Fn 
BR EEEE vhu- Ҹ пр? -1 
Жала ”重复 拉丁 方 的 方差 分 析 , 情形 2 
ELIT] 平方 和 EHE ET] To 
xx bày 2-1 TR 
йж 用 减法 0-1Уар-1) вз ту 


np2 一 1 


表 4.15 ”重复 拉丁 方 的 方差 分 析 ， 情 形 3 


方差 来 源 平方 和 自由 度 Еу Fo 
处 理 Fa p-1 E Taa 
DL ХХИ. Xue n(p- 1) EL 
列 2» > Vu Аа E n(p-1) wA 
xx зіме na = 
误差 用 减法 Ф-Цһф-)-Ц рту у 
总 和 EEEE Yu- ie np? -1 
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2. 交叉 设计 和 平衡 剩余 效应 设计 

жин, 人 们 会 遇 到 时 间 周 期 是 实验 的 一 个 因子 这 样 的 问题 . 一 般 说 来 , 在 p 个 时 间 周 期 内 要 
检验 p 种 处 理 时 用 np 个 实验 单元 . 例如 , 一 位 人 类 行为 分 析 者 研究 20 个 对 象 中 两 种 流质 的 脱 
水 效应 . 在 第 一 个 周期 内 , 有 一 半 对 象 (随机 选取 ) 给 流质 А, 另 一 半 对 象 给 流质 В. 在 周期 之 
Ж, 测 出 响应 值 , 并 且 可 以 忽略 某 个 周期 以 消除 流质 的 任何 生理 效应 . 实验 者 再 使 原来 取 流 质 А 
的 对 象 取 流 质 B, 原来 取 流质 B 的 对 象 取 流质 4， 这 样 的 设计 叫做 交叉 设计 . 它 可 以 作为 有 两 
行 (时 间 周 期 ) 和 两 种 处 理 (流质 类 型 ) 的 10 个 拉丁 方 组 来 进行 分 析 . 10 个 拉丁 方 的 每 一 个 中 
的 两 列 都 与 对 象 相对 应 . 


这 一 设计 的 布局 如 图 4.7 所 示 . 拉丁 方 中 的 行 代表 时 间 周 期 , 列 代 表 对 和 象 , 首先 接受 流质 A 
的 10 个 对 象 (1, 4, 6, 7, 9, 12, 13, 15, 17,19) 是 随机 确定 的 . 
拉丁 方 
I II Ш IV M VI VII VIII IX X 
LE 12 3.4 5.6 7.8 9 10 1112 13 14 1516 17 18 1920 


周期 1 AB BA BA AB AB ВА AB AB АВ A B 
周期 2 ВА AB AB BA BA AB ВА BA BA ВА 


Шат 交叉 设计 


简略 的 方差 分 析 概括 在 表 4.16 中 ， 对 象 平方 和 作为 20 个 对 象 总 数 之 间 的 校正 平方 和 来 
计算 , 周期 平方 和 是 行 间 的 校正 平方 和 , 流质 平方 和 作为 字母 总 数 间 的 校正 平方 和 来 计算 . 这 些 
设计 的 更 详细 的 统计 分 析 可 参阅 Cochran and Cox(1957), John(1971), 以 及 Anderson and 
McLean(1974). 

我 们 也 可 以 将 拉丁 方 型 设计 用 于 处 理 有 剩余 效应 的 实验 中 去 , 也 就 是 说 , 例如 , 在 周期 2 中 流 
质 B 的 数据 仍然 反映 出 周期 1 中 流质 4 的 一 些 效应 . Cochran and Сох(1957) 以 及 John(1971) 
对 有 剩余 效应 的 平衡 设计 进行 了 详细 的 讨论 . 

表 4.16 图 4.7 中 的 交叉 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 自由 度 
对 象 ( 列 ) 19 
周期 ( 行 ) 1 
流质 (字母 ) 1 
误差 18 
总 和 39 


4.3 正 交 拉丁 方 设 计 


考虑 一 个 p xp 拉丁 方 , 在 其 上 营 加 第 2 个 px p 拉丁 方 , 其 处 理 用 希腊 字母 表示 . 如 果 在 
蛋 加 时 使 每 个 希腊 字母 与 拉丁 字母 一 起 出 现 一 次 且 仅 有 一 次 , 则 称 两 个 拉丁 方 是 正 交 的 , 所 得 的 
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设计 叫做 正 交 拉丁 方 ?, 一 个 4x4 正 交 拉丁 方 的 例子 如 表 4.17 BER. 
表 4.17 4x4 正 交 拉丁 方 设计 


列 
Ы 1 2 3 4 
1 Aa BB Cy DS 
2 B6 Ay DB Са 
3 св Ра А8 By 
4 Dy cô Ba АВ 


正 交 拉丁 方 设计 能 够 用 来 系统 地 控制 3 个 外 部 变异 性 的 来 源 , 也 就 是 说 , 可 以 沿 3 个 方向 
划分 区 组 . 这 一 设计 可 以 考察 4 个 因子 ( 行 、 列 、 拉 丁字 母 、 希 腊 字 母 ), 每 个 因子 有 р 个 水 平 ， 
仅 需 作 p 次 试验 , 正 交 拉丁 方 除了 p = 6 之 外 对 所 有 的 p > 3 WEE. 

正 交 拉丁 方 设计 的 统计 模型 是 


уум = H + Oi Tj + wk + Wi езы (4.25) 


l=1,2.,p 

其 中 ум 是 对 拉丁 字母 ; 和 希腊 字母 在 行 i 和 列 ! 上 的 观测 值 , 0; 是 第 i 行 的 效应 , 7; 是 拉 
丁字 和 母 处 理 j 的 效应 , wx 是 希腊 字母 处 理 k 的 效应 , yi 是 列 ! 的 效应 ， см 是 一 个 服从 NID(0， 
7) 的 随机 误差 分 量 . 完全 识别 一 个 观测 值 只 需要 4 个 下 标 中 的 2 个 . 

方差 分 析 与 拉丁 方 的 分 析 非常 相像, 因为 希腊 字母 在 每 一 行 和 每 一 列 中 恰 出 现 一 次 , 与 每 一 
拉丁 字母 一 起 也 恰 出 现 一 次 , 由 希腊 字母 代表 的 因子 正 交 于 行 、 列 以 及 拉丁 字母 表示 的 处 理 , 因 
此 , 希腊 字母 因子 的 平方 和 可 以 由 希腊 字母 的 总 和 来 计算 ， 而 且 实验 误差 可 以 进一步 用 这 一 问题 
来 减 小 . 计算 上 的 细节 由 表 4.18 来 说 明 . 行 、 列 、 拉丁 字母 和 希腊 字母 处 理 相等 的 零 假设 可 以 
用 对 应 的 均 方 值 除 以 均 方 误差 来 检验 , 拒绝 域 是 所 -1,(p-3)(p-1) 分 布 的 上 尾部 点 


Жалв  ” 正 交 拉丁 方 设计 的 方差 分 析 


ЖЕЗ) 平方 和 ЕШ 
ЕТТІ SS, EE i р-і 
正 交 字母 处 理 Ssa =} E A, ce p-1 
8 SS=} 5 32 — He p-1 
列 SS= Eh cy p-i 
误差 SS (tiki) (p-3)(p-1) 
总 和 зе У Уы че 02-1 


Ф 也 有 的 书 称 之 为 希腊 拉丁 方 . 一 译 者 注 
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例 а.а 设 在 例 4.3 的 火箭 推进 剂 实验 中 , 还 需 考虑 一 个 可 能 重要 的 因子 : 试验 装配 . 设 有 5 种 试验 装 
To, 用 希腊 字母 a, B, y, ô, е 表示 . 5x5 的 正 交 拉丁 方 设计 的 结果 如 表 4.19 所 示 . 


表 4.19 ”火箭 推进 剂 实验 的 5x5 的 正 交 拉丁 方 设计 


原料 的 批 次 2 5 Vi. 
1 By= 5 DB--1 Та 
2 Сӛ--і Ey= 2 9 
3 De= 13 45= 2 5 
4 Ea= 6 Be = -2 3 
5 AB-5 Ca= 7 
LN 18 5 10 — y. 
因为 原料 的 批 次 ( 行 )、 操作 人 员 (Я). 配方 (拉丁 字母 ) 的 总 和 与 例 4.3 的 相等 , 所 以 有 
SS = 68.00 55да = 150.00 85) = 330.00 
试验 装配 (希腊 字母 ) 的 总 和 是 
希腊 字母 试验 装配 总 和 
а 
А 
Y 
6 
€ 
于 是 , 试验 装配 的 平方 和 是 " i 
SSug = IÈ y. rz - 210° (76)? + (73) + (74)? + 132] 一 а = 62.00 


完全 的 方差 分 析 概括 在 表 4.20 中 ， КОЛГО НЭР) 1%. 将 表 4.20 与 表 4:11 进行 比较 可 以 看 出 , 6 
走 试验 装配 的 变异 性 会 减少 实验 误差 ， 然 而 , 在 减少 实验 误差 时 ,也 将 误差 自由 度 从 12( 例 4.3 的 拉丁 方 设 
计 ) 减少 至 8, 这 样 一 来 , 误差 的 估计 量 少 了 几 个 自由 度 ， 从 而 可 能 使 检验 降低 灵敏 度 . 

表 4.20 ”火箭 推进 剂 配方 问题 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P dit 
配方 330.00 4 82.50 10.00 0.003 3 
原料 的 批 次 68.00 4 17.00 
操作 人 员 150.00 4 37.50 
试验 装配 62.00 4 15.50 
误差 66.00 8 8.25 
总 和 676.00 24 


构成 正 交 拉丁 方 的 拉丁 方正 交 对 的 概念 可 以 作 些 推广 . 一 个 p x p 超 方 (hypersquare) 是 一 

种 设计 , EPEMA 3 个 或 更 多 的 互相 正 交 的 p x p 拉丁 方 . 一 般 说 来 , 如 果 能 得 到 一 个 有 p 一 1 

个 互相 正 交 的 拉丁 方 的 完全 组 , 就 可 以 研究 多 至 p+ 个 因子 . 这 种 设计 将 利用 所 有 (p-- 1)(p- 1) 

= 到 一 1 个 自由 度 , 所 以 , 一 个 独立 的 误差 方差 的 估计 是 必需 的 . 当然 , 在 用 超 方 时 , 因子 之 间 必 
须 没 有 交互 作用 . 


44 平衡 不 完全 区 组 设计 
在 使 用 随机 化 区 组 设计 的 某 些 实验 中 , 对 于 每 一 区 组 , 我 们 未 必 都 能 够 对 所 有 的 处 理 组 合 各 
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做 一 次 试验 .这 种 情况 的 发 生 通常 是 因为 缺乏 实验 仪器 或 器 材 , 或 者 是 由 于 区 组 的 实际 大 小 等 
原因 . 例如 , 在 血管 移植 实验 中 (P 4.1), 假定 每 一 批 原材料 的 大 小 仅 可 供 检验 3 个 挤 压 压强 . 
因此 , 每 个 挤 压 压强 就 不 能 在 每 批 原材料 都 得 到 检验 ， 对 于 这 类 问题 还 是 有 可 能 来 使 用 随机 化 
区 组 设计 的 , 不过, 不 是 每 个 处 理 都 在 每 个 区 组 中 出 现 ， 这 种 设计 叫做 随机 化 不 完全 区 组 设计 
(randomized incomplete block design). 

当 所 有 的 处 理 比较 具有 同等 的 重要 性 时 ， 用 于 每 一 区 组 的 处 理 组 合 应 该 按 平衡 方式 来 选取 ， 
也 就 是 说 , 使 任意 一 对 处 理 在 一 起 出 现 的 次 数 相同 . 平衡 不 完全 区 组 设计 (BIBD) 就 是 这 样 一 种 
不 完全 区 组 设计 , 其 中 , 任意 两 个 处 理 在 一 起 出 现 的 次 数 相等 . 假定 有 a 个 处 理 , 在 每 一 区 组 中 
刚好 容纳 К(Е < a) 个 处 理 . 平衡 不 完全 区 组 设计 可 以 取 (0) 个 区 组 并 对 每 一 区 组 安排 一 个 不 
同 的 处 理 组 合 . 不 过 ,常常 可 以 取 少 于 《2) 个 区 组 来 得 到 平衡 的 设计 . Fisher and Yates(1953), 
Davies(1956) 与 Cochran and Cox(1957) 都 给 出 了 BIBD Ж. 

例如 ， 设 一 位 化 学 工程 师 将 某 一 化 学 过 程 的 反应 时 间 看 作为 所 用 的 催化 剂 类 型 的 函数 . 现在 
研究 4 种 催化 剂 . 实验 方法 是 , 选取 一 批 原材料 装 入 实验 设备 中 ， 将 每 一 种 催化 剂 分 别 在 该 实验 
设备 中 进行 试验 , 观测 反应 时 间 ， 因为 每 批 原材料 的 变化 可 能 会 影响 到 催化 剂 的 作用 , 工程 师 决 
定 将 原材料 的 批 次 看 作为 区 组 . 但 是 , 每 批 原 材料 只 够 供 试验 3 种 催化 剂 、 因此 , 必须 用 随机 化 
不 完全 区 组 设计 . 这 一 实验 的 平衡 不 完全 区 组 设计 ， 以 及 观测 记录 如 表 4.21 所 示 . 催化 剂 在 每 
一 区 组 中 实验 的 顺序 是 随机 的 . 


表 4.21 催化剂 试 验 的 平衡 不 完全 区 组 设计 
区 组 (原料 的 批 次 ) 
3 


处 理 (催化 剂 ) 
Yi 


73 74 - 71 218 
75 67 72 214 
тз 75 68 216 
75 - 72 75 222 
Vi 221 224 207 218 870-у.. 


awone 


441 BIBD 的 统计 分 析 


与 通常 一 样 , 我 们 假定 有 a 种 处 理 和 b 个 区 组 . 此 外 , 还 假定 每 一 区 组 含有 种 处 理 , 每 一 
处 理 在 设计 中 出 现 r 次 (或 者 说 , 重复 + Ж), 从 而 有 N= ar = bk 个 总 的 观测 值 . 还 有 , 每 对 处 
理 在 同一 区 组 中 出 现 的 次 数 是 

a- rk 
a-1 

当 a = 6 时 , 称 这 一 设计 是 对 称 的 . 

参数 和 必须 是 一 个 整数 . 为 导出 关于 入 的 关系 式 , 我 们 考虑 任 一 处 理 , 比方 说 处 理 1. 因 
为 处 理 1 出 现在 个 区 组 中 ， 而 在 这 类 区 组 的 每 一 个 区 组 中 都 有 太一 1 个 其 余 的 处 理 , 因此 有 
7(k — 1) 个 观测 值 包 含 在 处 理 1 的 区 组 中 . 这 (к 一 1) 个 观测 值 也 必须 表示 其 余 a — 1 个 处 理 
АЖ. 因此 A(a — 1) = r(k — 1). 
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BIBD 的 统计 模型 是 
Vij —nutrctB cte (4.26) 
其 中 yi; 是 第 ; 个 区 组 的 第 i 个 观测 值 , y 是 总 均值 , т 是 第 i 种 处 理 的 效应 , B; ЕЖ) 个 区 
组 的 效应 , ei; 是 NID(0, o?) 随机 误差 分 量 . 数据 的 总 方差 是 总 校正 平方 和 : 


2 
SSr - Dy - 5 (4.27) 
7% 


总 变异 性 可 分 解 为 

SSr = SSys (винт) + 55ыа 十 SSE 
其 中 处 理 平方 和 已 被 调整 , 使 处 理 与 区 组 效应 得 到 分 离 . 这 一 调整 是 必需 的 , 因为 每 一 处 理 所 在 
的 7 个 区 组 集 是 相 异 的 . 这 样 一 来 , 未 曾 调整 的 处 理 总 和 yi, y2 ,yo. 之 间 的 差 亦 受 区 组 之 


间 差 的 影响 ， 
区 组 平方 和 是 
59а = 1 ys yh - E (4.28) 
x" 一 天 A” N й 
其 中 yi 是 第 了 个 区 组 的 总 和 , SSga E 0 — 1 个 自由 度 . 已 调整 的 处 理 平方 和 是 
кў е 
SSun (pamm = S (4.29) 


其 中 Qi 是 第 i 种 处 理 的 已 调整 的 总 和 , 其 计算 式 为 
Qi = i=1,2 ,0 (4.30) 
а 


当 区 组 j 中 出 现 处 理 i 时 љу = 1, 否则 пу = 0. 已 调整 的 处 理 总 和 加 起 来 通常 为 零 . 
SSnm (тен 有 a 一 1 个 自由 度 , 由 减法 算得 误差 平方 和 为 
SSg = SSr — SSun anm) – 5 ка (4.31) 


CA N-a-b+1 “НІН. 
检验 处 理 效 应 相等 的 恰当 的 统计 量 是 


M Sus (o amm) 
= MER 


方差 分 析 概括 在 表 4.22 rp. 
表 4.22 平衡 不 完全 区 组 设计 的 方差 分 析 


JO 平方 和 自由 度 X 方 To 
处 理 (已 调整 的 ) рэс a-1 зая amm 而 Mina comm 
区 组 x 5-1 5а 
误差 5SE( 用 减法 ) М-а-ь41 PE 


总 和 EE- N-1 
i 
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例 4.5 考虑 表 4.21 中 关于 催化 剂 实验 的 数据 . 这 是 a= 4,b 二 4 上 =3,7 二 3, 和 A 二 2 以 及 N = 12 
的 BIBD. 数据 的 分 析 如 下 . 总 平方 和 是 
wv (870? — 
557 CEXAS 19 =63 156 – =g = 8100 
由 (4.28) 式 得 区 组 平方 和 为 


И 2 
SSga = 3 5-6 = EE + (207)? + (224)? + (218)2] — 
а 


要 计算 对 区 组 已 调整 的 处 理 平方 和 , 先 用 (4.30) 式 确定 出 已 调整 的 处 理 总 和 为 
Qi = (218) — 1(221 + 224 + 218) = —9/3 
Qa = (214) ~ 1(207 + 224 + 218) = -7/3 
Qs = (216) — 1(221 + 207 + 224) = —4/3 
Qa = (222) — 1(221 + 207 + 218) = 20/3 
再 由 (4.29) 式 算得 已 调整 的 处 理 平方 和 为 


2 
(870)? _ 55 


n 
> 2 
219 sco? e (7/3) + (4/3)? 4 (20/37) _ б 
55. (imm) = ача D0 = 22.75 
MREFA 


856 = SSr — SSuw (cwn - бкн = 81.00 — 22.75 ~ 55.00 = 3.25 
方差 分 析 如 表 4.23 所 示 . 因为 p 值 较 小 ， 所 以 结论 是 , 所 用 的 催化 剂 对 反应 时 间 有 显著 效应 . 


表 4.23 例 4.5 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Ph 
处 理 (对 区 组 调整 的 ) 3 7.58 11.66 0.0107 
区 组 3 - 
误差 5 0.65 
总 和 п 


如 果 所 研究 的 因子 是 固定 的 , 则 对 各 个 处 理 均值 进行 检验 是 有 意思 的 . 如 果 使 用 正 交 对 照 的 
话 , 则 这 些 对 照 一 定 是 由 已 调整 的 处 理 总 和 即 {Q} 而 不 是 由 y.) 所 得 出 , 对 照 平方 和 是 


а 2 
(ео) 
980 = 一 全 -一 一 
У 
а 
其 中 (o) 是 对 照 系数 , 其 他 的 多 重 比较 法 亦 可 以 用 来 比较 所 有 已 调整 过 的 处 理 均值 对 , 在 4.4 2 
节 中 我 们 会 见 到 它 可 以 用 7, = к/а) 来 估计 . 已 调整 的 处 理 效应 的 标准 误 是 


kMSE 
Ла 
上 上 述 分 析 中 , 我 们 是 将 总 平方 和 分 解 为 已 调整 的 处 理 平方 和 、 未 调整 的 区 组 平方 和 以 及 误差 
平方 和 . 有 时, 我 们 想 要 评估 区 组 效应 , 要 做 到 这 一 点 , 需要 592 的 另 一 分 解 式 , 那 就 是 


SST = SSus + SSE 有 (gm + SE 


$2 


(4.32) 
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此 处 SSua 是 未 调整 的 . 如 果 设 计 是 对 称 的 , 即 a = b, 则 可 得 出 SSgm (ва) 的 一 个 简单 公 
Ж. 已 调整 的 区 组 总 和 是 


Qi deli (4.33) 
从 而 
"Хау 
SS emam = ——À (4.34) 


因为 a — b — 4, 例 4.5 的 平衡 不 完全 区 组 设计 是 对 称 的 , 因此 
Qi = (221) – (218 + 216 + 222) = 7/3 
Qh = (224) — 1(218 + 214 + 216) = 24/3 
Q5 = (207) — 1(214 + 216 + 222) = —31/3 
Q4 = (218) – 1(218 + 214 + 222) = 0 


从 而 
ay. 3? 4 (531/37? 2 
SS&a ewen = 310/3) си 31/3)? + (0)2] _ 66.08 
с (218)? + (214)? + (216)? + (222)? (870)? 
55а = 3 ) -f ig = 1167 


对 称 的 平衡 不 完全 区 组 设计 的 方差 分 析 概 括 在 表 4.24 中 , 注意 , Ж 424 中 与 均 方 有 关 的 平 
方 和 加 起 来 不 等 于 总 平方 和 , 即 


SSr # SSg + SSun (amat 十 5 ин слани) 


这 是 由 于 处 理 与 区 组 的 非 正 交 性 所 致 ， 
Жала Bl 4.5 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo РА 

处 理 (已 调整 的 ) 22.75 3 7.58 11.66 0.0107 
处 理 (未 调整 的 ) 11.67 3 
区 组 (未 调整 的 ) 55.00 3 
区 组 (调整 的 ) 66.08 3 22.03 33.90 0.001 0 

误差 3.25 5 0.65 

总 和 81.00 11 
计算 机 输出 


有 许多 计算 机 软件 包 可 以 进行 平衡 不 完全 区 组 设计 的 分 析 . SAS 的 一 般 线性 模型 方法 是 其 
中 之 一 , 另外 一 种 是 Minitab, 它 是 PC 广泛 使 用 的 统计 软件 包 . 表 4.25 的 上 半 部 是 例 4.5 的 
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Minitab 的 一 般 线 性 模型 ， 比 较 表 4.25 和 表 4.24, Minitab 已 经 计算 出 了 已 调整 的 处 理 平方 和 
以 及 已 调整 的 区 组 平方 和 . (它们 在 Minitab 输出 中 被 称 为 “Adj SS"). 


Ж 4.25 1 4.5 的 Minitab( 一 般 线性 模型 ) 分 析 


General Linear Model 

Factor Type Levels Values 

Catalyst fixed 4 1254 

Block fixed 4 1234 

Analysis of Variance for Time, using Adjusted SS for Tests 
Source DF Seq SS Adf 55 Adj MS F P 
Catalyst 3 11.667 22.750 7.583 11.67 0.011 
Block 3 66:083 66.083 22:028 33:89 0:001 
Error 5 3:250 3:250 01650 

Total 11 81:000 


Tukey 95.0X Simultaneous Confidence Intervals 
Response Variable Time 

All Pairwise Comparisons among Levels of Catalyst 
Catalyst - 1 subtracted from: 

catalyst Lower 


E: 
2 


Catalyst = 2 subt 
Catalyst 
3 
4 


Catalyst - 3 subtracted from: 


Catalyst Center Upper 
4 5.577 


ower 
4228 3.000 


Tukey Simultaneous Tests 
Response Variable Time 
ALL Pairwise Comparisons among Levels of Catalyst 


Catalyst = 1 subtracted from: 


Level Difference SE of Adjusted 
Catalyst of Means Difference T-Value P-Value 
2 0.2500 0.6982 0.3581 0.9825 
3 0.6250 0.6982 0.8951 0.8085 
4 3.6250 0.6982 5.1918 0.0130 
Catalyst = 2 subtracted from: 

Level Difference SE of Adjusted 
Catalyst of Means — Difference T-Value P-Value 
3 0.3750 .6982 0.5371 0.9462 
4 3.3750 0.6982 4.8338 0.0175 
Catalyst - 3 subtracted from: 

Level Difference SE of Adjusted 
Catalyst of Means — Difference T-Value P-Value 
4 3.000 0.6982 4.297 0.0281 


R 425 的 下 半 部 是 一 个 多 重 比较 分 析 , 采用 Tukey 方法 . 它 列 出 了 所 有 成 对 均值 的 差异 的 
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置信 区 间 和 Tukey 检验 . 使 用 Tukey 方法 , 我 们 得 出 结论 : 催化 剂 4 与 其 他 3 种 催化 剂 有 差异 . 
4.4.2 ”参数 的 最 小 二 乘 估计 
考虑 估计 平衡 不 完全 区 组 模型 的 处 理 效应 . 最 小 二 乘 正 规 方程 组 是 
помак A EDD =y. 
minh rhe X nuls = y i=1,2,. ,0 (4.35) 
в, еда ЖЕЙ = уу j= ,0 


添加 约束 EA = У 0, = 0, 9 à — р... 用 (6) 的 方程 组 消去 (т) 的 方程 组 中 的 区 组 效应 ， 
得 
rki 一 和 一 Ў Ў nijnpjfo = kyi. 一 Ў туу (4.36) 
іт 


j- p=1 
зі 


注意 (4.36) 式 的 右 端 项 就 是 kQ, 其 中 Qi 是 第 i 种 已 调整 的 处 理 总 和 [ 见 (4.29) 式 ]. 因为 当 
b 
p£iW, nijnpj = А UR n2; = npj( 因 为 np; = 0 8& 1), 所 以 可 将 (4.36) 式 改 写 为 
f 


ҚЕ-Ц8-АХ%-Аф i-12,,a (4.37) 
En 
最 后 , 注意 到 约束 E^ —0 蕴含 着 Ў i = 4, 又 因 r(k 一 1) = 和 (a — 1), 故 可 得 出 
m EH 


Лаћ = 0: = 1,2,...,а (4.38) 
因此 , 平衡 不 完全 区 组 模型 的 处 理 效应 的 最 小 二 乘 估 计量 是 
ъ= 2 (4.39) 


例如 , 考虑 例 4.5 的 平衡 不 完全 区 组 设计 . 因为 Qi = -9/3, Q2 = —7/3, Qs = -4/3， 


Qa = 20/3, 得 
us a= CAD ув a 071/3) -rys 
(24) (24) 
s 3(—4/3) _ a . 3(20/3) | 
а-а 748 "= 0а) = 20/8 


与 4.4.1 节 所 得 的 相同 . 
4.4.3 BIBD 中 内 部 信息 的 恢复 

在 4.4.1 节 给 出 的 平衡 不 完全 区 组 设计 的 分 析 通常 叫做 区 组 内 分 析 (intrablock analysis), 
因为 它 消除 了 区 组 差异 , 所 以 , 处 理 效 应 的 全 部 对 照 都 可 以 表示 为 同一 区 组 内 的 观测 值 之 间 的 比 
B 这 一 分 析 对 于 固定 区 组 以 及 随机 区 组 都 适用 .Yates(1940) 提 到 , 当 区 组 效应 是 均值 为 零 、 
方差 为 o8 的 不 相关 随机 变量 时 , 可 以 得 出 关于 处 理 效应 т; 的 附加 信息 . Yates 称 获 得 这 类 附加 
信息 的 方法 为 区 组 间 分 析 (interblock analysis). 
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将 区 组 总 和 yj 看 作为 b 个 观测 值 的 集合 . 这 些 观 测 值 的 模型 [依照 John(1971)] 是 
уу kn Ў пут (ss; +È «) (4.40) 
E E 
其 中 括号 内 的 项 可 看 作为 误差 项 . и 与 n 的 区 组 内 估计 量 可 以 由 最 小 二 乘 函 数 
b a 2 
L- P (v; = kp - Жа) 
最 小 化 而 得 . 由 此 得 到 下 面 的 最 小 二 乘 正规 方程 组 : 


a 
pA:Niitr) = у. 
а 


К Б (441) 
та АЙ т ҒАУ ъ= У nij іл1,2,-,а 
шот 
Jb p 5s жака. 加 上 约束 E^ = 0, 得 方程 组 (4.41) 的 解 为 
й-?, (4.42) 
b 
M noy; - kry.. 
4212 i21,2.,a (4.43) 


T-A 
可 以 证 明 , 区 组 间 估 计量 {7} 与 区 组 内 估计 量 (ғ) 是 不 相关 的 . 

区 组 间 估 计量 (0). 可 能 不 同 于 区 组 内 估计 量 (7). 例如 , 算得 例 4.5 的 平衡 不 完全 区 组 设 
计 的 区 组 间 估 计量 为 : 
т, = 649 — (8)(3)(72.50) _ 


4 _ 663 — (3)(3)(72.50) _ : 
= = 1080, E: 3.50 
һ-62- (8)8)(7250) 2-054 ғ, %6- (0) 250) 260 


注意 , 此 处 > туз 的 值 前 面 在 计算 区 组 内 分 析 中 已 调整 的 处 理 总 和 时 用 到 过 . 
p 


现在 , 如 果 我 们 想 机 把 区 组 间 估计 量 和 区 组 内 估计 量 组 合 起 来 , 以 期 对 于 每 一 个 Ti, 都 可 以 
得 到 单一 、 无 偏 、 最 小 方差 的 估计 , 可 以 证 明 , % 与 元 都 是 无 偏 的 , 而 且 


уф) = 6D (区 组 内 ) 
k(a — 1) 
a(r— А) 


我 们 取 这 两 个 估计 量 的 一 个 线性 组 合 , 比方 说 


у(%3- 


(c? + Ko3) (区 组 间 ) 


Tí = fit oai (4.44) 
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来 估计 т. 对 这 一 种 估计 方法 , 最 小 方差 无 偏 组 合 估计 量 0? 应 有 权重 al = ш (ш + шг) 和 
aa = ua/(ul + uz), 其 中 ш -1/У(%), us = 1/У(А). 于 是 , 最 优 的 权重 与 А 与 7, 的 方差 成 
反比 . 这 意味 着 , 最 好 的 组 合 估计 量 是 
29002 + код) +7 
и Eolo? + He- (02 + kad) 
可 以 把 它 简化 为 


kQi(c? + код) + (5 тууз — kry. ) а? 
H іші ;- RS 
9 (r Xo? + Ла(о2 + ko) 0 (645) 
然而 , (4.45) 式 不 能 用 来 估计 т, 因为 方差 o? 与 o2 是 未 知 的 . 通常 的 方法 是 利用 测 得 的 
数据 来 估计 o? 与 o3, 然后 用 这 些 估计 值 代 入 (4.45) 式 中 来 代替 这 两 个 参数 , a? 的 估计 量 通常 
取 区 组 内 方差 分 析 中 的 误差 均 方 值 , 即 区 组 内 误差 . 于 是 有 


ô? = MSg 


оф 的 估计 值 取 自 对 处 理 已 调整 过 的 区 组 的 均 方 值 . 一 般 说 来 , 对 于 平衡 不 完全 区 组 设计 , 这 一 均 
方 值 是 


D» 9$» оа уа 
У 
f а 
Мц (зант) = p (4.46) 


它 的 期 望 值 [由 Graybill(1961) 导出 ] 是 
E[M Sn canm] = 0? 十 3 


这 样 一 来 , 当 M Sm (сею) > MSE 时 , 02 的 估计 量 是 


a= Bin МВО (447) 
且 当 MSyn canm < MSg 时 , 令 63=0. 这 就 得 出 组 合 估计 
кф? + kô?) + Б тәу) — rg, |93 
ізі " 
全 = (7 3983 + Ла(92 3- КӘ) 7.9829 TANE 
y. QU/oy è =0 (4.48b) 


T 

今 对 例 4.5 的 数据 计算 这 些 组 合 估计 量 , 由 表 4.24 得 52 = M Se = 0.65 以 及 MS-22.03 (E 
计算 MSga (стен) ІМ, 我 们 利用 了 对 称 设计 . 一 般 说 来 , 须 用 (4.46) R). 因为 MS (emu) > 
MSE, 用 (4.47) 式 估计 5248 


的 一 GO = 8.02 
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因此 , 可 将 6? = 0.65 和 63 = 8.02 代入 (4.48a) 式 得 出 组 合 估计 量 , 如 下 表 所 示 . 为 方便 
起 见 , 亦 列 出 区 组 内 估计 量 和 区 组 间 估 计量 ,该 例 中 , 组 合 估计 接近 区 组 内 估计 , 因为 区 组 间 估 
计 的 方差 相对 较 大 


参数 区 组 内 估计 值 区 组 间 估 计 值 组 合 估计 
т -112 10.50 -1.09 
To —0.88 —3.50 —0.88 
T3 -0.50 -0.50 -0.50 
та 2.50 一 6.50 2.47 
45 B 考 题 


ал 一 位 化 学 家 想 要 检验 4 种 化 学 试剂 对 于 一 种 特定 类 型 布料 的 强度 效应 , 因为 布匹 之 间 会 有 变异 性 , 这 
位 化 学 家 决定 用 随机 化 区 组 设计 ， 将 布匹 考虑 为 区 组 ， 她 选取 了 5 匹 并 用 所 有 4 种 化 学 制剂 随机 地 
对 每 匹 进行 试验 . 测 得 的 抗 拉 强 度 如 下 ， 分 析 这 些 数据 (用 o = 0.05) 并 写 出 恰当 的 结论 ， 


一 ы 


жш 

«эрэм 

! 1 2 3 4 5 
1 73 68 74 7l 67 
2 73 67 75 72 70 
3 75 68 78 73 68 
4 73 71 75 75 69 


一 一 е 

*4.2 研究 3 种 不 同 的 洗涤 液 对 于 5 ОСАО E РЬ АВЕ РУ АГН (OE EF. 分 析 是 在 实验 室内 做 的 ， 每 
天 只 能 做 3 个 试验 , 因为 时 间 可 能 表示 一 种 潜在 的 变异 性 来 源 ， 实 验 者 决定 用 随机 化 区 组 设计 ，4 天 
所 得 数据 如 下 . 分 析 该 实验 的 数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 结论 


洗涤 液 时 间 (天 ) 
1 2 3 4 
1 13 22 18 39 
2 16 24 17 44 
3 5 4 1 22 


43 对 思考 题 4.1 中 每 种 化 学 试剂 的 平均 抗 拉 强 度 绘图 ， 并 与 适当 尺度 的 分 布 进行 比较 从 图 中 你 能 
得 出 什么 结论 ? 

4.4 对 思考 题 4.2 中 每 种 洗涤 液 的 平均 细菌 量 绘 疼 , 并 与 适当 尺度 的 t 分 布 进行 比较 . 你 得 出 什么 结论 ? 

*4.5 考虑 4.1 节 中 描述 的 硬度 检验 实验 .假定 实验 按照 描述 的 进行 以 下 是 洛 氏 而 度 C 标尺 下 的 数据 ( 减 


去 40 个 单位 进行 规范 )， 
E x Rom 
1 2 3 4 
1 9.3 94 9.6 10.0 
2 9.4 9.3 9.8 9.9 
3 9.2 94 9.5 9.7 
4 9.7 9.6 10.0 10.2 


(a) 分 析 该 实验 中 的 数据 . 
(b) 用 Fisher LSD 方法 作 4 个 压 头 间 的 比较 , 确认 哪个 压 头 的 硬度 读数 均值 有 显著 不 同 . 


(с) 分 析 该 实验 的 残 差 . . 
*4.6 消费 品 公司 准备 把 直接 邮寄 宣传 材料 作为 广告 宣传 的 主要 手段 .宣传 材料 中 提供 了 З 种 不 同 的 设计 
方案 , 公司 想 估计 它们 的 效用 , 因为 3 种 设计 的 成 本 可 能 存在 显著 差异 . 公司 准备 在 国内 的 4 个 不 同 


区 域 邮 寄 5 000 个 样本 给 每 个 潜在 顾客 来 检验 这 3 种 设计 . 


虑 区域 为 区 组 ,每 次 邮寄 的 响应 数 如 下 ， 


已 知 每 个 区 域 的 顾客 基数 ， 所 以 考 


设 区 域 
东北 西北 东南 西南 
250 350 219 375 
400 525 390 580 
275 340 200 310 


(а) 分 析 该 实验 中 的 数据 . 
(b) 用 Fisher LSD 方法 作 3 个 设计 间 的 比较 , 确认 哪个 设计 的 平均 响应 率 有 显著 不 同 . 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 
ал 研究 З 种 润滑 油 对 柴油 发 动机 货车 节省 燃油 的 效应 , 用 发 动机 运行 15 分 钟 后 的 制 动 油耗 率 来 度量 


燃油 的 经 济 性 ,研究 中 用 了 5 台 不 同 的 发 动机 , 实验 者 利用 了 完全 随机 化 区 组 设计 


一 ~ 


" 发 动 机 

1-- 2_ 一 3 4 5- 
1 0.500 0.634 0.487 0.329 0.512 
2 0.535 0.675 0.520 0.435 0.540 
3 0.513 0.595 0.488 0.400 0.510 


(a) 分 析 该 实验 中 的 数据 . 
(b) 用 Fisher LSD 方法 作 3 种 润滑 油 间 的 比较 , 确认 哪 种 润滑 油 的 制 动 油耗 率 有 显著 不 同 , 
(c) 分 析 该 实验 的 残 差 . 
4.8 在 Fire Safety Journal 上 的 一 篇 论文 (“The Effect of Nozzle Design on the Stability and Per- 
formance of Turbulent Water Jets," Vol. 4, August 1981) 描述 了 一 个 实验 ,其 中 的 形状 因子 是 
由 几 种 不 同 的 喷嘴 设计 决定 的 , 每 种 喷嘴 设计 考虑 了 喷 流速 度 的 6 个 水 平 ， 问 题 的 焦点 是 将 喷 流 速 
e ， 喷嘴 设 计 间 有 无 潜在 的 差异 . 数据 如 下 : 


喷 流 速度 (m/s) 
11.73 14.37 16.59 20.43 23.46 28.74 
1 0.78 0.80 0.81 0.75 077 0.78 
2 0.85 0.85 0.92 0.86 0.81 0.83 
3 0.93 0.92 0.95 0.89 0.89 0.83 
4 1.14 0.97 0.98 0.88 0.86 0.83 
5 0.97 0.86 0.78 0.76 0.76 0.75 


(а) 喷嘴 设计 影响 形状 因子 吗 ? HARRER, 用 a = 0.05. 

(b) 分 析 这 一 实验 的 残 差 . 

(с) 对 于 形状 因子 ， 哪 些 喷 踢 设计 有 差异 ? 描绘 每 种 喷嘴 设计 的 平均 形状 因子 并 与 适当 尺度 的 上 分 

布 进行 比较 . 将 你 从 这 一 图 中 所 得 的 结论 与 从 Duncan 多 重 极 差 检 验 法 中 所 得 的 结论 进行 比较 . 

4.9 考虑 3.8 节 描 述 的 比值 控制 法 实验 ， 这 一 实验 实际 上 是 用 随机 化 区 组 设计 进行 的 , 其 中 选取 6 个 时 
间 周 期 作为 区 组 ,在 每 一 时 间 周期 中 检验 所 有 4 种 比值 控制 法 ， 平 均 电解 档 电 压 与 每 一 电解 槽 电压 

的 标准 差 ( 圆 括号 内 的 数 ) 如 下 : 
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比值 控 时 间 周 期 
制 算法 1 2 3 4 5 6 


1 4.93 (0.05) 4.86 (0.04) 4.75 (0.05) 4.95 (0.06) 4.79 (0.03) 4.88 (0.05) 
2 4.85 (0.04) 4.91 (0.02) 4.79 (0.03) 4.85 (0.05) 4.75 (0.03) 4.85 (0.02) 
з 483(0.09) 4.88 (013) 4.90 (0.11) 4.75 (0.15) 4.82 (0.08) 4.90 (0.12) 
4 489 (0.03) 4.77 (0.04) 4.94 (0.05) 4.86 (0.05) 4.79(0.09) 4.76 (0.02) 


(а) 分 析 平均 电解 槽 电压 数据 (用 a = 0.05). 比值 控制 法 的 选择 影响 平均 电解 档 电压 吗 ? 

(b) 用 适当 的 分 析 法 来 分 析 电 压 的 标准 差 ( 称 之 为 “电位 噪音 ")， 比 值 控制 法 的 选择 影响 电位 噪音 
吗 ? 

(с) 用 适当 的 残 差分 析 法 进行 分 析 . 

(d) 如 果 想 要 则 时 减少 平均 电解 模 电 压 与 电位 嗓音， 你 将 选择 哪 种 比值 控制 法 ? 


*410 一 家 钻 合金 厂 生产 锭 状 的 蝇 粒 细 化 剂 . 工厂 用 4 种 炉子 生产 产品 . 每 种 炉子 都 有 它 独 特 的 抽检 特性 ， 


所 以 , 在 有 多 于 一 种 炉子 的 铸造 车 间 中 进行 任 一 实验 就 要 将 炉子 看 作 讨 大 变量 . 过 程 工程 师 预料 抄 拉 
率 会 影响 产品 晶 粒 的 大 小 ， 每 种 炉子 以 4 种 不 同 的 搅拌 率 运行 ， 对 一 种 指定 的 细 化 剂 用 随机 化 区 组 
设计 进行 试验 , 所 得 的 晶 粒 大 小 数据 如 下 所 示 . 


ipe ona 1 2 3 4 
5 8 4 5 6 
10 14 5 6 9 
15 14 6 9 2 
20 17 9 3 6 


(а) ЖЕТЕМ HR IR XC f Mp? 

(b) 在 正 态 概率 纸 上 而 出 这 一 实验 的 残 差 图 ， 解 释 该 图 . 

(c) 画 出 残 关 与 炉子 以 及 残 关 与 找 拉 率 的 关系 图 ， 该 图 能 提供 有 用 的 信息 吗 ? 

(9) 如 果 要 求 细小 的 晶 粒 大 小 , 对 这 种 指定 的 晶 粒 细 化 剂 , 过 程 工程 师 应 该 推荐 选用 哪 种 撞 拌 率 和 人 
FW? 


*4.11 用 一 般 回归 的 显著 性 检验 法 分 析 思 考题 4.2 中 的 数据 . 

*4.12 假定 化 学 试剂 类 型 和 布匹 是 固定 的 ， 估 计 甩 考题 4.1 中 的 模型 参数 r 与 Bj. 

413 ШЫН 4.2 的 抽检 特性 曲线 . 这 一 检验 法 对 处 理 效应 的 细小 差异 的 灵敏 度 如 何 ? 

ала 设 思 考题 4.1 中 化 学 试剂 2 与 布匹 3 的 观测 值 缺失 . 用 缺失 值 的 估计 值 来 分 析 这 -问题 . 再 用 精确 


的 分 析 法 并 比较 这 些 结果 . 


415 考虑 思考 题 4.5 中 的 硬度 检验 实验 .假设 试 件 3 GEA 2 的 观测 值 缺 失 . 用 缺失 值 的 估计 值 来 分 析 


这 一 问题 . 


4.16 随机 化 区 组 中 的 两 个 缺失 值 . 假定 在 思考 题 4.1 中 化 学 制剂 2 与 布匹 3 以 及 化 学 制剂 4 与 布匹 4 的 


观测 值 都 缺失 . 

(а) 用 4.1.3 节 所 述 的 迭代 估计 法 估计 缺失 值 ， 并 分 析 这 一 设计 

(b) Ж 586 对 那 两 个 缺失 值 求 导 并 使 之 等 于 零 , 从 而 解 得 缺失 值 的 估计 值 ， 用 这 两 个 缺失 值 的 估计 
值 来 分 析 这 一 设计 . 

(с) 当 观 测 值 在 不 同 的 区 组 中 时 ， 导 出 估计 两 个 缺失 值 的 一 般 公式 . 

(d) 当 观 测 值 在 相同 的 区 组 中 时 ， 导 出 估计 两 个 缺失 值 的 一 般 公 式 . 


417 工业 工程 师 进 行 关 于 眼睛 聚焦 时 间 的 实验 . 他 感 兴趣 于 目标 与 眼睛 的 距离 关 于 聚焦 时 间 的 效应 . 研究 


A 种 不 同 的 距离 、 他 用 5 个 对 象 来 做 实验 因为 各 个 对 象 间 会 有 差异 ,他 决定 用 随机 化 区 组 设计 来 做 
实验 .所 得 数据 如 下 .分析 该 实验 数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 恰当 的 结论 


LEE: 
EN GER) 1 2 3 4 5 
4 10 6 6 6 6 
6 7 6 6 + 6 
8 5 3 2 5 
10 6 4 4 2 3 


418 研究 5 种 不 同 的 配料 (4, В, C, D, E) 对 某 一 化 学 过 程 反 应 时 间 的 效应 每 批 新 材料 仅 够 进行 5 次 
试验 . 每 次 试验 大 约 需 要 13 小 时 , 所 以 一 天 只 能 做 5 次 试验 . 实验 者 决定 用 拉丁 方 来 进行 实验 , 使 
日 期 和 批 次 效应 可 以 系统 地 控制 得 出 数据 如 下 ， 分 析 该 实验 的 数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 结论 . 


时 dm 
" 5 1 2 3 4 5 
1 А-8 B=7 D=1 С=7 
2 C=11 E=2 АТ Dz3 
3 B=4 А-9 С=10 Есі 
4 Dz6 C=8 E=6 B=6 
5 E=4 D=2 B=3 A=8 C=8 


ШС a ee re 

*419 一 位 工业 工程 师 研究 4 种 组 装 方法 (A, B, C, D) 对 彩色 电视 组 件 组 装 时 间 的 效应 , 选取 4 位 操作 
工 来 做 , 工程 师 还 知道 , 每 种 组 装 方法 都 产生 这 样 的 疲劳 ， 即 最 后 一 道 组 装 所 需要 的 时 间 大 于 第 一 道 
组 装 所 需要 的 时 间 , 无 论 哪 种 方法 均 是 如 此 ， 也 就 是 说 , 所 需 的 组 装 时 间 有 趋向 性 ， 考 虑 到 这 个 变异 
性 来 源 , 工程 师 用 如 下 面 所 示 的 拉丁 方 设 计 ,分 析 该 实验 数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 恰当 的 结论 . 


操 作 工 
组 装 次 
m 1 2 3 4 
l Cz10 D-14 
2 B=7 C=18 
3 A=5 B=10 
4 D=10 A=10 B= 


4.20 设 思 考题 4.18 中 的 批 次 3 和 时 间 4 的 观测 值 缺失 . 用 (4.24) 式 估计 这 一 缺失 值 ， 并 用 此 值 进行 分 
ж. 

421 考虑 具有 固定 效应 的 行 (ai)、 列 (Bk) MA (т)) 的 pxp 拉丁 方 . 给 出 模型 参数 ai, Bk, т) 的 最 
小 二 乘 估 计 . 

422 导出 拉丁 方 设计 的 缺失 值 公式 [(4.24) Ж). 

4.28 涉及 多 个 拉丁 方 的 设计 . (М. Cochran and Сох(1957), John(1971)]p x p 拉丁 方 对 每 一 处 理 仅 含有 
p 个 观测 值 . 为 了 得 到 更 多 的 重复 , 实验 者 可 以 用 多 个 (比方 说 n 个 ) ATH. 用 相同 的 或 不 同 的 拉 
丁 方 是 无 关 重要 的 . 合适 的 模型 是 


Vijkh = и + рь + оц) + Tj + Въ) + (тр) зһ + Eijkh 


其 中 yk, 是 处 理 j 在 第 h 个 拉丁 方 的 行 i 和 列 k 上 的 观测 值 .asth) 和 Br) ЕЖ PATH 
的 行 效应 和 列 效应 , ph 是 第 h 个 拉丁 方 的 效应 ， (rp)jn 是 处 理 和 拉丁 方 之 间 的 交互 作用 . 


132 59 4* 随机 化 区 组 , 拉丁 方 , 以 及 有 关 的 设计 


(а) 建立 这 一 模型 的 正规 方程 组 ， 并 解 出 模型 参数 的 估计 值 .假定 关于 这 些 参数 的 恰当 的 边界 条 件 
Ж, 对 每 一 hh 有 Y nôn = 0, D itin) = 0 AR E khen = 0; ЖН EY 7 0, 
Elpin = 0; H j 9 E nlp) = 0. 
(b) 写 出 这 一 设计 的 方差 分 析 表 . 
4.24. 讨论 怎样 把 附录 中 的 抽检 特性 曲线 用 到 拉丁 方 设计 中 去 
4.25 假定 在 思考 题 4.18 中 , 时 间 5 所 取 的 数据 得 出 了 不 正确 的 分 析 并 不 得 不 放弃 这 些 数据 ,研究 其 余数 
据 的 恰当 的 分 析 法 . 
420 测量 一 个 化 学 过 程 的 产量 ,其 中 用 5 批 原材料 、5 种 酸性 浓度 、5 种 持续 时 间 (A, B, C, D, E), 以 
及 5 种 催化 剂 浓度 (o, 8,5,8, 0). 用 下 面 的 正 交 拉丁 方 . 分 析 该 实验 数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 结 
L3 


酸性 浓度 
OR 1 2 3 4 5 
1 Ао=26 Cy=19 Ds=16 Ee=13 
2 By=18 De=18 Ea=11 АВ=21 
3 Ce=20 Ef-16 Ay-25 Bó-13 
4 DB=15 Ey=15 Aô=22 Be =14 Ca=17 
5 


E6-10 Ас-24 Ba=17 Ср-17 Dy=14 
------- “и Сей D4 _ 
4.27 假设 在 思考 题 4.19 中 , 工程 师 推测 ，4 位 操作 工 所 在 的 工作 地 点 亦 可 能 是 另 一 个 变异 性 来 源 . 为 此 ， 
可 以 引入 第 4 个 因子 [ 即 工作 地 点 (a, 8,7, 5)], 并 进行 另 一 试验 , 得 到 如 下 的 正 交 拉 丁 方 . 分 析 这 些 
数据 (用 a = 0.05) 并 写 出 结论 . 


组 装 次 序 


ve 


4.28. 构造 一 个 可 用 来 研究 5 个 因子 的 效应 的 5x5 超 方 , 给 出 这 - -设计 的 方差 分 析 表 . 

429 考虑 思考 题 4.19 与 思考 题 4.27 中 的 数据 ， 删 去 思考 题 4.27 中 的 希腊 字母 , 用 思考 题 4.23 中 所 研 
究 的 方法 分 析 这 些 数据 . 

4.30 考虑 思考 题 4.15 中 带 有 一 个 缺失 值 的 随机 化 区 组 设计 . 用 4.1.4 节 中 讨论 的 缺失 值 问题 的 精确 分 析 
法 来 分 析 这 些 数据 .将 你 的 结果 与 思考 顾 4.15 给 出 的 对 这 些 数据 的 近似 分 析 法 的 结果 进行 比较 . 

*4.31 一 位 工程 师 研究 5 种 类 型 的 汽油 添加 剂 的 性 能 特征 . 在 公路 实验 中 他 用 汽车 作为 区 组 ， 因 为 有 时 
间 限 制 , 他 必须 用 不 完全 区 组 设计 他 用 5 个 区 组 进行 了 以 下 的 平衡 区 组 设计 ， 分 析 该 实验 数据 (用 
а = 0.05) 并 写 出 结论 . 


УТД к 
1 2 3 4 5 
1 17 14 13 12 
2 14 14 13 10 
3 12 13 12 9 
4 13 11 11 12 
5 11 12 10 8 


*4.32 对 思考 题 4.31 中 的 数据 构造 正 交 对 腿 。 计算 每 一 对 照 的 平方 和 . 


45 = 考题 133 


*4.83 研究 7 种 不 同 的 硬木 浓度 , 以 便 确 定 它们 对 所 生产 的 纸张 强度 的 效应 , 但 是 , 实验 装置 每 天 只 能 进行 3 
次 试验 , 因为 实验 日 期 可 能 不 同 , 化 验 员 用 平衡 不 完全 区 组 设计 如 下 ， 分 析 该 实验 数据 (用 a = 0.05) 


并 写 出 结论 . 
日 期 
RARE 2 3 4 5 6 T 

2 114 120 117 
4 126 120 119 

6 137 17 134 
8 141 129 149 

10 145 150 143 

12 120 118 123 

14 136 130 127 


*4.34 用 一 般 回归 的 显著 性 检验 法 分 析 例 4.5 的 数据 . 

*4.35 证 明 k УУ Q?/(Aa) 是 BIBD 中 已 调整 的 处 理 平方 和 . 

*4.36 实验 者 起 用 有 两 次 试验 的 区 组 来 比较 4 种 处 理 . 给 这 一 实验 找 一 个 有 6 个 区 组 的 平衡 不 完全 区 组 设 
Ls 

497 实验 者 想 用 有 4 次 试验 的 区 组 来 比较 8 种 处 理 . 找 出 有 14 个 区 组 和 A = 3 的 平衡 不 完全 区 组 设计 . 

4.38 对 思考 题 4.31 的 设计 进行 区 组 间 分 析 . 

4.39 对 思考 题 4.33 的 设计 进行 区 组 间 分 析 . 

*4.40 证 明 参 数 为 a = 8,r = 8, k= 4, b = 16 的 平衡 不 完全 区 组 设计 不 存在 
*441 证 明 区 组 内 估计 最 (4) 的 方差 是 kla- 1)02/(Аа2). 

442 扩展 的 不 完全 区 组 设计 ， 有 时, 区 组 的 大 小 服从 关系 式 a < К < 2а. 扩展 的 不 完全 区 组 设计 由 下 列 
项 组 成 每 个 区 组 中 的 每 个 处 理 的 一 次 重复 , 以 及 Ке = k- a 的 一 个 不 完全 区 组 设计 组 成 ， 在 平衡 
情形 下 , 不 完全 区 组 设计 将 有 参数 k* а, т" п ЦЕ А". 写 出 这 个 统计 分 析 . (提示 : 在 
扩展 的 不 完全 区 组 设计 中 , 有 和 = 2r 一 b 十 和 *.) 
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本 章 纲要 

5.1 基本 定义 与 原理 54 一 般 的 析 因 设 计 

5.2” 析 因 设 计 的 优点 5.5” 拟 合 响 应 曲线 与 曲面 

5.3 ”二 因子 析 因 设计 5.6 ” 析 因 设计 中 的 区 组 化 
5.3.1 一 个 例子 第 5 章 补充 材料 
53.2 固定 效应 模型 的 统计 分 析 S51 二 因子 析 因 设计 中 的 期 望 均 方 
583 ”模型 适合 性 检验 55.2 ”交互 作用 的 定义 
5.3.4 ”估计 模型 参数 S53 ”二 因子 析 因 设计 模型 中 的 可 估 函 数 
535 ”样本 量 的 选择 55.4 ”二 因子 析 因 设计 中 的 回归 模型 方法 


5.3.6 ”假定 在 二 因子 模型 中 没有 交互 作用 55.5 ”模型 的 分 层 
5.3.7 每 单元 一 个 观测 值 
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很 多 实验 要 研究 两 个 或 多 个 因子 的 效应 . 一 般 地 , 析 因 设计 (factorial design) 对 这 类 实验 是 
最 有 效 的 . 所 谓 析 因 设 计 是 指 ， 在 这 类 实验 的 每 一 次 完全 试验 或 每 一 次 重复 中 , 这 些 因 子 水 平 的 
所 有 可 能 的 组 合 都 被 研究 到 . 例如 , 当 因子 A 有 a 个 水 平和 因子 BH b 个 水 平时 , 则 每 次 重复 
都 包含 全 体 ab 个 处 理 组 合 . 当 这 些 因子 被 安排 在 某 一 析 因 设 计 中 时 , 常 称 为 是 交叉 的 ， 

一 个 因子 的 效应 定义 为 当 这 一 因子 的 水 平 改变 时 所 产生 响应 的 变化 . 这 种 效应 常 称 为 主 效 
应 (main effect), 因为 它 来 自 实验 中 所 感 兴趣 的 基本 因子 , 例如 , 考虑 图 5.1 的 简单 实验 . 这 是 
二 因子 二 水 平 的 析 因 实验 . 我 们 称 这 些 水 平 为 “ 低 ”和 “高 ", 分 别 记 为 “_， 和 "ph. CLR 
设计 中 , 因子 4 的 主 效应 可 看 作为 4 的 低 水 平 的 平均 响应 和 A 的 高 水 平 的 平均 响应 之 间 的 差 . 
数值 是 

An 0352 - 9+9 
这 就 是 说 , 因子 4 从 低 水 平 增 至 高 水 平 使 得 其 平均 响应 增加 了 21 个 单位 . 类 似 地 , в 的 主 效应 
是 
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rp UU aN 


当 这 些 因子 多 于 两 个 水 平时 , 必须 修改 上 述 方法 ， 因为 有 其 他 方式 来 定义 因子 的 效应 . 这 一 点 随 
后 进行 更 全 面 的 讨论 . 
在 一 些 实验 中 , 我 们 会 发 现 ， 一 个 因子 的 水 平 间 的 响应 差 随 其 他 因子 的 水 平 不 同 而 不 同 . 当 
这 种 情况 出 现时 , 因子 之 间 就 存在 交互 作用 (interaction). 例如 , 考虑 图 5.2 的 数据 对 因子 B 
的 低 水 平 ( 即 B~), A 的 效应 是 
А = 50 — 20 = 30 
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而 对 B 的 高 水 平 ( 即 B+), A 的 效应 是 

А = 12 — 40 = —28 
因为 А 的 效应 依赖 于 因子 B 所 选 的 水 平 , 可 见 4 与 B 之 间 存在 交互 作用 . 交互 作用 的 大 小 是 
这 两 个 A 效应 的 平均 差 , 即 AB = (-28 - 30)/2 = —29. 显然 , 在 该 实验 中 这 个 交互 作用 是 比 
较 大 的 . 


30 52 40 12 
高 (+) ыы) 
а E] 
n 
М 
tc 20 40 fci 20 50 
n 1 1 1 
低 (-) PRG) 低 (-) 高 (+) 
因子 4 因子 4 
图 5.1 二 因子 析 因 实验 , 其 响应 (y) 图 5.2 有 交互 作用 的 二 因子 析 因 实 验 


显示 在 各 角 点 上 
这 些 想法 可 用 图 解 来 说 明 . 图 5.3 是 图 5.1 的 响应 数据 图 , 是 因子 4 对 因子 B 的 各 水 平 
W. B” 直 线 与 B+ 直线 几乎 平行 , 表明 因子 4 与 B 之 间 没 有 交互 作用 ,相似 地 , 图 5.4 是 图 
5.2 的 响应 数据 图 , 由 图 看 出 , B” 直 线 与 B+ 直线 不 平行 , 表明 因子 A B 之 间 有 交互 作用 . 
这 样 的 图 形 在 解释 显著 性 交互 作用 和 报告 结果 给 未 受过 专门 统计 培训 的 管理 者 方面 常常 很 用， 
不 过 , 这 不 可 以 用 作为 数据 分 析 的 唯一 方法 , 因为 它 的 解释 是 主观 的 , 它 的 表面 现象 常常 会 令 人 
误解 . 


ED n 

|^ Wf ^ . 因子 4 ^ 
图 5.3 无 交互 作用 的 析 因 实验 图 5.4 有 交互 作用 的 析 因 实 验 

也 可 用 另 一 种 方法 来 说 明 交 互 作用 的 概念 . 假定 两 个 设计 因子 都 是 定量 的 (例如 , 温度 、 气 
压 、 时 间 等 ). 此 时 , 二 因子 析 因 设计 的 回归 模型 表达 式 可 以 写成 

Y = Во + Вх + боть + fiamma 4-6 

其 中 , y 是 响应 , 2 是 待定 参数 , 变量 ri 表示 因子 A, 变量 т 表示 因子 B, є 是 随机 误差 项 . Ж 
Ж z1 和 zz 用 -1 到 +1 的 规范 化 定义 (4 与 B. 的 低 水 平和 高 水 平 ), гі: 表示 гі 和 22 间 
的 交互 作用 . 
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回归 模型 的 参数 估计 值 可 以 根据 相应 的 效应 估计 值 进 行 计算 , 图 5.1 的 实验 中 , 我 们 发 现 
4 与 如 的 主 效应 分 别 为 A= 21, В=11, B! 和 Ba 的 估计 值 是 相应 的 主 效应 的 值 的 一 半 , 因 
№, By = 21/2 = 105, Ê = 21/2 = 5.5. 图 5.1 的 交互 作用 效应 是 AB = 1, 所 以 , 回归 模 
型 中 的 交互 作用 的 系数 的 值 为 Â = 1/2 = 0.5， 参 数 Bo 用 所 有 4 个 响应 的 均值 来 估计 , 即 
Êo = (20 + 40 + 30 + 52)/4 = 35.5. 因此 , 拟 合 回归 模型 为 


9 = 35.5 + 10.521 十 5.5z2 + 0.52122 


从 两 水 平 (- 和 +) 析 因 设计 得 到 的 参数 估计 实际 上 就 是 最 小 二 乘 估计 (更 多 内 容 见 本 章 后 面 ). 
交互 作用 系数 (Âi = 0.5) 相对 于 主 效应 系数 房 和 8, 而 言 是 比较 小 的 . 我 们 将 此 看 作 是 
交互 作用 小 得 可 以 忽略 不 计 . 因此 , 去 掉 项 0.5z1x2, 模型 变 为 


9 = 35.5 + 10.521 + 5.512 


图 5.5 给 出 了 该 模型 的 图 形 表示 . 图 5.5a 给 出 了 由 гі 和 zs 的 不 同 组 合生 成 的 y 值 的 平面 图 . 
这 个 З 维 图 称 为 响应 曲面 图 (response surface plot). 图 5.5b 显示 了 ті 平面 中 的 连续 响应 y 
的 等 高 线 图 . 因为 响应 曲面 是 一 个 平面 , 等 高 线 都 是 平行 直线 . 


06 —027—03—06—7 4 17 206 —02 Q2 Q6 1 
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(а) 响应 曲面 {b) 等 高 线 图 
图 5.5 模型 9 = 35.5 + 10.5, + 5.5z2 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


假定 交互 作用 对 实验 的 贡献 是 不 能 忽略 的 , 也 就 是 , 系数 B12 并 不 小 . 图 5.6 给 出 了 模型 
9 = 35.5 十 10.5zl + 5.582 十 8zliz2 


的 响应 曲面 以 及 等 高 线 图 (我 们 令 交 互 作用 效应 为 两 主 效应 的 均值 ). 注意 到 显著 的 交互 作用 效 
应 “扭曲 ”了 图 5.6a 中 的 平面 . 图 5.6b 显示 了 由 平面 的 扭曲 导致 的 riz 平面 的 连续 响应 的 弯 
曲 等 高 线 . 交互 作用 在 该 实验 的 潜在 响应 曲面 中 表现 为 密 曲 的 形式 . 

实验 的 响应 曲面 模型 是 极其 重要 的 和 极其 有 用 的 . 关于 这 一 点 , 我 们 将 在 5.5 节 和 随后 的 章 
节 中 详细 叙述 . 

一 般 地 , 当 交 互 作用 较 大 时 , 对 应 的 主 效应 的 实际 作用 较 小 . 对 图 5.2 的 实验 , А 的 主 效应 


的 估计 是 

504-12 20+40 
A-3373 

这 很 小 , 我 们 试图 作出 结论 , 因子 4 不 起 作用 . 然而 , 当 我 们 对 因子 B 的 不 同 水 平 来 检查 4 的 

效应 时 , 情况 并 非 如 此 . 因子 A 起 作用 , 但 是 它 依赖 于 因子 B 的 水 平 . 也 就 是 说 , AB 交互 作用 
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的 信息 比 主 效应 的 更 为 有 用 . 显著 的 交互 作用 经 常会 掩盖 主 效应 的 显著 性, 图 5.4 中 的 交互 作 
用 图 清楚 地 指明 了 这 一 点 . 在 出 现 显著 的 交互 作用 时 , 实验 者 通常 必须 固定 其 他 因子 的 各 个 水 平 
来 检查 一 个 因子 (比方 说 A), 以 便 得 出 关于 A 的 主 效应 的 结论 . 


T 002-020 92 [ry T 


(а) 响应 曲面 (о) 等 高 线 图 
图 5.6 BUM д = 35.5 + 10.52, 十 5.5z2 十 Алто 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


5.2” 析 因 设 计 的 优点 


容易 说 明 析 因 设计 的 优点 ， 设 有 两 个 因子 4 与 B, 它们 各 有 两 个 水 平 ， 因 子 的 水 平 记 为 
A, At, B 与 BH 关于 两 个 因子 的 信息 可 以 用 一 次 变化 一 个 因子 的 方法 来 取得 . 如 图 5.7 所 
Ж. 变动 因子 4 的 效应 由 А+В - 4 BO 给 出 , 变动 因子 В 的 效应 由 A B+- AB 给 出 . 
因为 有 实验 误差 , 所 以 在 每 一 处 理 组 合 处 取 两 个 观测 值 并 用 平均 响应 来 估计 因子 的 效应 . 这 样 一 
Ж, 总 共 需 要 6 个 观测 值 . 

如 果实 施 一 个 析 因 实验 , 当然 还 要 增加 一 个 处 理 组 合 A+ B+， 现 在 , 只 用 4 个 观测 值 , 就 
可 得 到 А 效应 的 两 个 估计 : АВ-АВ 与 4+B+ — A^ B*. 同样 , 亦 得 出 B 效应 的 两 个 
估计 . 将 每 一 主 效应 的 两 个 估计 取 其 平均 值 即 得 平均 主 效应 , 其 结果 的 精确 度 和 由 单 因子 实验 所 
得 的 相同 , 但 只 用 了 4 个 观测 值 . 从 而 , 我 们 可 以 说 , 析 因 设计 相对 于 一 次 一 因子 实验 的 效率 是 
6/4 = 1.5. 一 般 说 来 , 当 因子 的 个 数 增加 时 , 相对 效率 亦 增加 , 如 图 5.8 所 示 . 
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A B қ 
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А AB A-B 15 
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因子 4 t 因子 数 
图 5.7 一 次 一 因子 实验 图 5.8” 析 因 设 计 对 一 次 一 因子 实验 的 相对 


精度 (二 因子 水 平 ) 
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今 假定 有 交互 作用 . 如 果 一 次 一 因子 设计 表明 ABH 与 AtB 给 出 比 ATB 较 好 的 响应 
的 话 , 则 逻辑 推论 是 4+ B+ 甚至 会 更 好 . 然而 , 当 有 交互 作用 时 , 这 一 结论 可 能 有 严重 错误 . 例 
如 , 请 参阅 图 5.2 的 实验 . 

简要 说 来 , 析 因 设计 有 几 个 优点 , 它 比 一 次 一 因子 实验 效率 高 . 当 有 交互 作用 时 , 为 避免 产 
生 令 人 误解 的 结论 , 必须 用 析 因 设 计 , 最 后 , 析 因 设计 容许 一 个 因子 相对 于 其 他 各 因子 的 几 个 水 
平 来 估计 其 效应 , 所 得 结论 在 实验 条 件 的 范围 内 是 有 效 的 . 
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5.3.1 一 个 例子 


最 简单 的 析 因 设计 只 含有 两 个 因子 或 两 个 处 理 组 . 因子 4 有 a 个 水 平 , 因子 В b 个 水 
"E, 将 它们 安排 到 析 因 设计 中 . 也 就 是 说 , 实验 的 每 次 重复 都 含有 ар 个 处 理 组 合 , 一 般 说 来 , 共 
fi n XX. 

举 一 个 含有 两 个 因子 的 析 因 设计 的 例子 , 一 位 工程 师 设计 一 种 用 在 某 装置 内 的 电池 , 该 装置 
将 遭受 温度 忽 高 忽 低 的 极端 变化 , 他 这 时 能 够 选择 的 唯一 设计 参数 就 是 电池 的 板 极 材 料 , 有 3 种 
可 能 的 选择 , 当 安装 好 这 种 装置 并 送 到 现场 去 之 后 , 这 位 工程 师 就 再 也 不 能 控制 这 一 装置 所 遇 到 
的 温度 的 极端 变化 了 , 经 验 告诉 他 , 温度 有 可 能 影响 电池 的 有 效 寿命 . 但 是 , 为 了 试验 目 [ILES 
在 生产 研制 实验 中 , 温度 是 可 以 控制 的 ， 

工程 师 决定 在 3 个 温度 水 平 (15 下 ,70 中 和 125 下 ) 上 检验 所 有 3 种 板 极 材料 , 这 3 种 温度 
与 产品 使 用 的 环境 温度 相符 . 因为 有 两 个 因子 , 每 个 因子 有 3 个 水 平 , 所 以 该 设计 有 时 称 为 32 析 
因 设 计 . 在 每 种 板 极 材 料 与 温度 组 合 上 检验 4 节 电池 , 依 随机 次 序 进行 所 有 36 次 检验 . 实验 和 
观测 得 到 的 电池 寿命 数据 如 表 5.1 所 示 ， 


表 5.1 ”电池 设计 例子 的 寿命 (单位: 小 时 ) 数据 


， WE (T) 
材料 类 型 15 70 125 

1 130 155 34 40 20 70 

74 180 80 75 82 58 

2 150 188 136 122 25 70 

159 126 106 115 58 45 

3 138 110 174 120 96 104 
168 160 150 139 82 60 


在 这 一 问题 中 , 工程 师 想 要 回答 下 述 问题 ， 

(1) 材料 类 型 和 温度 对 电池 的 寿命 有 何 影响 ? 

(2) 是 否 能 选 出 一 种 材料 使 得 不 论 温度 高 低 都 能 使 电池 有 长 的 寿命 ? 
后 一 问题 特别 重要 . 有 可 能 寻求 一 种 受 温度 影响 较 小 的 材料 . 如 果 能 做 到 这 一 点 ， 工程 师 就 能 生 
产 出 一 种 能 经 受 外 界 温度 变化 的 耐用 电池 . 这 是 一 个 为 稳健 产品 设计 (robust product design) 
而 使 用 统计 实验 设计 的 例子 , 而 稳健 产品 设计 是 一 个 十 分 重要 的 工程 问题 
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这 一 设计 是 一 般 二 因子 析 因 设计 的 特例 .一 般 说 来 , 令 ул 表示 因子 4 取 第 水平 (i = 
1,2,...,a), If. B 取 第 了 ЖР (G = 1,2,...,0) 时 第 大 次 重复 (k = 1,2,.…,n) 的 响应 观测 
值 . 一 般 情况 出 现 的 两 因子 析 因 实验 如 表 5.2 所 示 . abn 个 观测 值 的 顺序 是 随机 选择 的 , 所以, 这 
一 设计 是 一 个 完全 随机 化 设计 . 

表 5.2 ”二 因子 设计 的 一 般 排 列表 


BB 

1 2 a: b 
1 guia yz yi22. Vier ab2， 
Ylin "12m Yibn 
2 У211,0212, 221,222; Узы, 202, 
ТА БЕЛІГІ дл EET 
a Voll Val2, Va21. Йа22, Vabl aba» 
гіп +t ,Уа2п 5775 Yabn 


这 些 析 因 设计 的 观测 值 可 以 用 一 个 模型 来 描述 . 可 以 用 多 种 方法 写 出 析 因 实验 的 模型 , 效应 
模型 为 


i-1,2,...,a 
уук = H + Ti + Bj + (78) + Eijk j=1,2, -b (5.1) 
-1,2,--,п 


其 中 /是 总 平均 效应 , 是 行 因子 4 的 第 i 水 平 的 效应 , 8; 是 列 因子 B 的 第 水 平 的 效应 ， 

(78) 是 v, 与 B, 之 间 的 交互 作用 的 效应 ,euk 是 随机 误差 分 量 ， 两 个 因子 最 初 都 假定 是 固定 
a b 

的 , ERRUER A SEISNE, 所 以 Y n = 0, У Ay = O. 同样 , 交互 作 用 效应 是 国定 的 
С EZ 

并 限定 它 满足 У (r6)5 = 二 (18) =0. 因为 实验 有 n 次 重复 , 所 以 共有 abn 个 观测 值 . 

à A 
析 因 设计 的 另 一 个 可 能 的 模型 是 均值 模型 : 


1—1,2,..,a 
Yijk = Hij + Eijk j2142,-.,b 
k=1,2 n 


其 中 第 ij 个 单元 的 均值 为 
Hij = р+т + B; + (B) 
我 们 也 可 以 用 5.1 节 中 的 回归 模型 ,回归 模型 对 实验 中 有 一 个 或 多 个 定量 因子 时 特别 有 用 . 本 
章 主要 利用 效应 模型 [(5.1) 式 ], 5.5 节 中 用 回归 模型 , 
二 因子 析 因 设计 中 , 行 因子 4 与 列 因子 B( 或 处 理 ) 同样 重要 , 具体 来 说 , 我 们 想 要 检验 行 
处 理 效应 的 等 式 假设 , 即 


Ho: n =т=: = т = 0, Hi: 至 少 一 个 关头 0 (5.2а) 
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以 及 列 处 理 效应 的 等 式 假设 , 即 


Ho: В = В 5 = 8 = 0, Hi: 至 少 一 个 6) +0 (5.2b) 
我 们 还 想 判 定 行 与 列 处 理 究竟 有 没有 交互 作用 . 于 是 , 我 们 亦 想 检验 
Ho: (TB) = 0, 对 所 有 的 i j, Hy: 至 少 一 个 (7B)i; £0 (5.2c) 


现在 讨论 如 何 用 二 因子 方差 分 析 来 检验 这 些 假设 . 
5.3.2 ”固定 效应 模型 的 统计 分 析 


令 yi. 表示 在 因子 A 在 第 i 水平 下 所 有 观测 值 的 总 和 , yj. 表示 在 因子 В 在 第 j 水 平 下 
所 有 观测 值 的 总 和 , yij. 表示 第 ij 单元 中 所 有 观测 值 的 总 和 , y 表示 全 部 观测 值 的 总 和 , 对 应 
于 行 、 列 、 单 元 与 总 和 的 平均 值 分 别 记 为 ges. Vis du. 与 gs. 数学 表达 式 为 : 


Wb 
e 1”, Уз. 
з= 5 Dyn — gPa-1R jazb 
i=l k=1 а 
5. 
j -Èn jocos i 12,,--,а e» 
lij. Жж hjk lij. n j= 1,2, yb 
a b m 5 y. 
eoEREw 5-5 
总 校正 平方 和 可 写 为 
a b mn 2 a b n 
У (vk 0.) = У У M Gi. 9.) + (95. g) 
аА ай 
+ (Bo. = We. — Gas. + D.) + (иљ 9 
a b 
=bn Y i = 9.) + an 50»- p 
2. р2 
a 
жау X (is. = Pes = Da. eg 
hg 
4554 
*EM (Vio = #0) (5.4) 


(S54),“ 列 ” 即 因子 В 的 平方 和 (558), A 与 B 间 的 交互 作用 的 平方 和 (55лв), 以 及 起 因 于 
误差 的 平方 和 (S92). 这 是 二 因子 析 因 设计 的 基本 ANOVA 等 式 , 由 (5.4) 式 右 端 项 最 后 的 分 
量 可 以 看 出 , 要 得 出 误差 平方 和 至 少 要 有 两 次 重复 (n >2). 

用 符号 记 (5.4) 式 为 


58т = 554 + SSB + 58лв 十 SSP (5.5) 
各 个 平方 和 的 自由 度 是 
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效 应 * ”自由 度 
A a-1 
B 5-1 
AB 交互 作用 (a— Db—1) 
误差 ab(n ~ 1) 
总 和 ат —1 


对 平方 和 的 abn 一 1 个 总 的 自由 度 的 分 配 , 验证 如 下 ; 主 效应 4 与 主 效 应 B 分 别 有 a 个 水 平 与 
b 个 水 平 , 因此 , 它们 有 a — 1 个 自由 度 与 5 — 1 个 自由 度 ; 交互 作用 的 自由 度 是 单元 的 自由 度 
(为 ab — 1) 减 去 两 个 主 效应 4 B 的 自由 度 , BD ab — 1 — (a 1) - (b - 1) = (a — 1)(b - 1); 
在 ab 个 单元 的 每 一 单元 内 , n 次 重复 间 有 n — 1 个 自由 度 , 于 是 , 有 ab(n — 1) 个 误差 自由 度 . 
(5.5) 式 右 端 项 的 自由 度 加 起 来 就 是 总 的 自由 度 . 

每 一 平方 和 除 以 它 的 自由 度 就 是 均 方 . 均 方 的 期 望 值 是 


mY r 
5. È 
x84) =E (Ê A) о I 
58 
an У; fe 
E(MS) = E (2%) = 


а b 
ЕН n 5 PAGO 
PMSA) =e (ems) т 
y А, SSe 
Е(М5к) =E (2; £ 5) = о? 
如 果 没 有 行 处 理 效应 、 没 有 列 处 理 效应 以 及 没有 交互 作用 的 零 假设 为 真 , 则 MS4、 MSB. М8ав 
与 MSg 都 估计 了 o°. 然而 ,比方 说 , 只 要 行 处 理 效 应 之 间 有 差异 , 则 MA 将 大 于 MSp. 同 
理 , 当 有 列 处 理 效应 或 出 现 交互 作用 时 , 则 对 应 的 均 方 将 大 于 M Sis. 因此 , 为 了 检验 主 效应 与 交 
互 作用 的 显著 性 , 将 对 应 的 均 方 除 以 误差 均 方 . 这 个 比值 较 大 表示 所 得 的 数据 不 支持 零 假设 . 

如 果 模 型 [(5.1) R] 是 合适 的 , 误差 项 eij 服从 正 态 独立 分 布 且 有 常 值 方差 o, 则 均 方 的 
每 一 比值 MS4/MSg、MSBp/MSE 以 及 MSap/M Sy 都 服从 F 分 布 , 其 分 子 的 自由 度 分 别 
是 a 一 1、b 一 1 与 (a 一 1)(b 一 1), 分 母 的 自由 度 是 ab(n — 1)2, 而 临界 区 域 就 是 F 分 布 的 上 尾 
部 , 检验 方法 通常 概括 在 一 张 方差 分 析 表 中 , 如 表 5.3 所 示 . 

我 们 一 般 都 用 统计 软件 包 进 行 方差 分 析 计算 . 但 是 , 也 可 直接 手工 计算 (5.5) 式 中 的 平方 和 . 
可 以 将 方差 分 析 恒等式 中 的 每 一 元 素 写成 

Vik 0. = (i 0.) + (Bi. = D...) + (Dij. = Ve. — Ba. V) + (Vije — фу) 
并 在 工作 表 的 列 中 计算 它们 , 然后 对 每 列 平方 并 求 和 得 到 ANOVA 的 平方 和 . 也 可 以 利用 基于 
行 、 列 以 及 单元 和 的 计算 公式 . 总 的 平方 和 通常 由 
S80 Y, Y X Vi t (5.6) 


(D 如 前 记述, F 检验 法 亦 可 看 作为 随机 化 检验 的 近似 方法 . 
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表 5.3 ”二 因子 析 因 设计 的 方差 分 析 表 ， 固定 效应 模型 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
处 理 А 584 a-1 M84 = $84 LII. 
处 理 B 55ь 5-1 MSp = $88. Fo = Ма 
交互 作用 SSAB (а-1)%-1) M548 = а ану А = Мад 
pr SSP ап — 1) М8в- а Ер 
总 和 SS7 ат 一 1 
计算 出 来 , 主 效 应 平方 和 是 NEP 
884 = г. 5 Ves T 2 (5.7) 
m 
S85 = 55 33. -= E (58) 


分 两 步 得 出 5S4s 是 方便 的 . 首先 计算 ab 个 单元 总 和 间 的 平方 和 , 称 为 “小 计 ” 平方 和 ; 


这 一 平方 和 还 包含 5.54 与 SSe. 因此 , 第 二 步 是 计算 S54p: 

8блв = 58 4a — SSA — 556 (5.9) 
用 减法 计算 SSe 得 
即 


SSg = SSr — 55лв — S84 — SSp (5.10) 


SSe = 551 — SS it 
例 5.1 电池 设计 实验 
R 5.4 表示 5.3.1 节 所 述 的 电池 设计 例子 中 所 观测 到 的 有 效 寿命 (以 小 时 计 ). 行 与 列 的 总 和 在 家 的 边 
E, 单元 总 和 用 贺 图 并 起 来 . 


表 5.4 ”电池 设计 例子 的 寿命 数据 (单位 : 小 时 ) 


温度 CF) 
15 70 125 v 


130 155 34 40 (2) 20 70 998 
1 т 180 80 75 82 58 
150 188 136 122 25 70 
1300 
2 159 126 (2) 106 15 58 45 
138 110 174 120 96 104 
3 168 160 150 139 82 о СӘ 1% 


ys 1738 1291 770 3 799—y. 


材料 类 型 


用 (5.6) 式 至 (5.10) 式 算得 平方 和 如 下 : 


E 
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a b n P yl 
85ге EL ELE us 
à 2 _ (3 799)? 
= (130)? + (155)? + (74)? +- +- + (60)? 一 8 S6 ) 77 646.97 
y 
ЕСІ 
1 2 (3 799? Не 
= 10998)? ? + (1 501)?] - — —— = 10 683.72 
Ga; 99 + (1 300)? + (1 501)?] 36 
ЕКЕ! 2 02. 
55 ав = mn ДАУА” abn 
1 2 2 2 _ (3 799)? Я 
== 1291 тт0)2] - L = 39 118.72 
pal 738)? + (1 291)? + (770)?] 36 
таваа - 
55 жиен 一 HX -ag SS ин – 55 шк 
2 
= ilo? + (229)? +... + (342)2] 一 теу. - 10 683.72 


一 39 118.72 = 9 613.78 
SSe = SST — SS иң — SS un — SS өчен 
= 77 646.97 - 10 683.72 — 39 118.72 — 9 613.78 = 18 230.75 
方差 分 析 如 表 5.5 所 示 , 因为 Fo.os,4.27 = 2.73, 所 以 结论 是 ; 材料 类 型 与 温度 之 间 有 显著 的 交互 作用 .又 
因 Fo.05,2.27 = 3.35, 所 以 材料 类 型 与 温度 的 主 效应 也 是 显著 的 ， 表 5.5 也 给 出 了 检验 统计 量 的 P 值 . 
表 5.5 ”电池 寿命 数据 的 方差 分 析 表 


平方 和 自由 度 в 方 Fo P fi 
10 683.72 2 5 341.86 7.91 0.002 0 
39 118.72 2 19 559.36 28.97 0.000 1 
交互 作用 9 613.78 4 2 403.44 3.56 0.018 6 
误差 18 230.75 27 675.21 
总 和 77 646.97 35 


为 解释 这 一 实验 结果 ， 可 构造 每 一 处 理 组 合 的 平均 响应 图 , 见 图 5.9， 显 著 性 交互 作用 由 线段 的 不 平行 
性 表明 ， 一 般 说 来 , 不 管 是 什么 材料 , 在 低温 处 的 寿命 都 较 长 ， 从 低温 变化 至 中 等 温度 时 ， 用 材料 类 型 3 E 


175| 


150 


ш 
ж 

100| 
$7 p 
an 材料 类 型 1 

5o 材料 类 型 2 

25 

L 1 1 
Ш 15 70 125 
温度 /下 


图 5.9 例 5.1 材料 类 型 一 温度 的 图 
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产 的 电池 的 寿命 实际 上 是 增加 的 , 而 对 类 型 1 与 类 型 2 来 说 则 是 减少 的 . 从 中 等 温度 变 至 高 温 时 , 用 材料 类 
型 2 与 类 型 3 生产 的 电池 的 寿命 减少 , 而 由 类 型 1 生产 的 电池 的 寿命 不 变 . 因此 材料 类 型 3 给 出 最 好 的 结 
JR, 如 果 我 们 希望 尽量 减少 温度 变化 时 电池 寿命 的 损失 . 


1. 多 重 比较 
当 方 差分 析 表 明 行 均值 或 列 均值 有 差异 时 , 通常 人 们 乐意 做 各 个 行 均值 与 列 均值 之 间 的 比 

Ag, 以 便 发 现 具体 的 差别 . 第 3 章 讨论 的 多 重 比 较 法 在 此 处 有 用 . 
今 说 明 Tukey 检验 法 在 例 5.1 的 电池 寿命 数据 中 的 用 途 ， 在 这 一 实验 中 , 交互 作用 是 显著 
的 当 交互 作用 显著 时 , 一 个 因子 (Pin, A) 的 均值 间 的 比较 可 能 由 于 АВ 的 交互 作用 而 模糊 
不 清 . 解决 这 类 问题 的 一 种 方法 是 , 将 因子 B 固定 在 一 特定 水 平 上 , 在 此 水 平 上 对 因子 4 的 均 
值 应 用 Tukey 检验 法 ， 为 说 明 起 见 , 设 在 例 5.1 中 我 们 感 兴 趣 于 检验 3 种 材料 类 型 的 均值 差 。 
因 交 互 作用 显著 , 我 们 仅 在 一 个 温度 水 平 [比方 说 水 平 2(70 下 )] 上 做 这 种 比较 . 设 误差 方差 的 
最 好 估计 是 方差 分 析 表 中 的 M Sg, 此 处 利用 了 实验 的 误差 方差 对 所 有 处 理 组 合 都 是 相同 的 这 一 

这 3 种 材料 类 型 在 70 下 时 的 均值 依 递增 顺序 排列 是 

із. = 57.25 (材料 类 型 1) 

ў: 19.75 (材料 类 型 2) 

= 145.75 (材料 类 型 3) 


ўз 
因此 
Tas = woon(3,27)V 298 = asoy 9921 — 4547 
其 中 qo.o5 (3, 27) = 3.50 FY LAIM IE MARE VIL s (8 А. 配对 比较 得 
3 对 1 145.75 — 57.25 = 88.50 > To.os = 4547 
3 对 2 145.75 — 119.75 = 26.00 < Тш = 4547 
2 对 1 119.75 — 57.25 = 62.50 > To.os = 45.47 
这 一 分 析 表明 , 当 温 度 水 平 为 70 下 时 , 材料 类 型 2 与 类 型 3 的 电池 平均 寿命 是 相同 的 , 而 材料 
类 型 1 的 电池 平均 寿命 显著 地 低 于 材料 类 型 2 与 类 型 3. 
当 交 互 作用 显著 时 , 实验 者 可 以 比较 所 有 ob 个 单元 的 均值 , 以 便 确定 哪 一 些 有 显著 性 差异 . 
在 这 一 分 析 中 ， 单元 均值 间 的 差异 既 包含 了 交互 作用 效应 的 又 包含 了 所 有 主 效应 的 . 在 例 5.1 中 ， 
9 个 单元 均值 的 所 有 可 能 的 配对 之 间 会 得 出 36 个 比较 . 


2. 计算 机 输出 
对 于 例 5.1 的 电池 寿命 数据 , 图 5.10 给 出 了 Design-Expert 的 主要 计算 输出 . 注意 到 
SS au —SS 材料 十 SS ug +55 xinn = 10 683.72 十 39 118.72+9 613.78=59 416.22 


EH 8 个 自由 度 . FF 检验 被 列 出 , 以 便 对 模型 的 变异 来 源 进行 分 析 . 因为 P 值 较 小 (<0.000 1), 
所 以 , 该 检验 的 解释 是 , 模型 的 3 项 中 至 少 有 一 项 是 显著 的 . 后 面 对 单 个 模型 项 (A, B, AB) 进 
行 检验 . 又 


2 SSaw _ 59416.22 


7 55 am 77764607 = 07052 
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Response: Life in hours 
ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table|Partial sum of squares] 
Sum of Mean F Prob 
Source Squares DF Square Value >F 
Model 59416.22 8 7427.03 11.00 <0.0001 significant 
4 10683.72 2 5341.86 7.91 0.0020 
в 39118.72 2 19559.36 28.97 «0.0001 
4B 9613.78 4 2403.44 3.56 0.0186 
Residual 18230.75 27 675.21 
Lack of Fit 0.00 0 
Pure Error 18230.75 27 675.21 
Cor Total 77646.97 ЗБ 
Std.Dev. 25.98 R-Squared 0.7652 
Mean 105.53 Adj R-Squared 0.6956 
c.v. 24.62 Pred R-Squared 0.5826 
PRESS 32410.22 Adeq Precision 8.178 
Diagnostics Case Statistics 
Standard Actual Predicted Student ^ Cook's Outlier 
Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t 
1 130.00 134.75 -4.75 0.250 —0.211 0.002 -0.207 
2 74.00 134.75 -60.75 0.250 2.700 0.270 -3.100 
3 155.00 134.75 20.25 0.260 0.900 0.030 — 0.897 
4 180.00 134.75 45.25 0.250 2.011 0.150 2.140 
5 150.00 155.75 -5.75 0.250 -0.256 0.002 -0.251 
6 159.00 155.75 3.25 0.250 0.144 0.001 0.142 
7 188.00 155.75 32.25 0.250 1.433 0.076 1.463 
8 126.00 155.758 —29.75 0.250 —1.322 0.065 —1.341 
9 138.00 144.00 26.00 0.250 —0.267 0.003 0.262 
10 168.00 144.00 24.00 0.250 1.066 0.042 1.069 
11 110.00 144.00 —34.00 0.250 1.511 0.085 —1.550 
12 160.00 144.00 16.00 0.250 0.711 0.019 0.704 
13 34.00 57.25 23.25 0.250 1.033 0.040 -1.035 
14 80.00 57.25 22.75 0.250 1.011 0.038 1.011 
15 40.00 57.258 -17.25 0.250 0.767 0.022 0.761 
16 75.00 57.25 17.78 0.250 0.789 0.003 0.783 
17 136.00 119.75 16.25 0.250 0.722 0.019 — 0.716 
18 106.00 119.756 —13.75 0.250 -0.611 0.014  —0.604 
19 122.00 119.75 2.25 0.250 0.100 0.000 0.098 
20 115.00 119.75 -4.75 0.250 -0.211 0.002 -0.207 
21 174.00 145.75 28.25 0.250 1.255 0.058 1.269 
22 150.00 145.75 4.25 0.250 0.189 0.0001 0.185 
23 120.00 145.75 -25.75 0.250 —1.144 0.048 —1.151 
24 139.00 145.75 一 6.75 0.250 -0.300 0.003 -0.295 
25 20.00 57.50 — —37.50 0.250 — —1.666 0.103 -1.726 
26 82.00 57.50 24.50 0.250 1.089 0.044 1.093 
27 70.00 57.50 12.50 0.250 0.555 0.011 — 0.548 
28 58.00 57.50 0.50 0.250 0.022 0.000 0.022 
29 25.00 49.50 —24.50 0.250 — —1.089 0.044 -1.093 
30 68.00 49.50 8.50 0.250 0.378 0.0085 0.372 
31 70.00 49.50 20.50 0.250 0.911 0.031 0.908 
32 45.00 49.50 -4.50 0.250 -0.200 0.001 -0.196 
33 96.00 85.50 10.50 0.250 0.467 0.008 0.460 
34 82.00 85.50 -3.50 0.250 0.156 0.001 -0.163 
35 104.00 85.50 18.50 0.250 0.822 0.005 0.817 
36 — 60.00 85.50 ^ 25.50 0.250 -1.133 0.048 -1.139 


图 510 5i 5.1 的 Design-Expert 输出 
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也 就 是 说 , 电池 寿命 中 的 变异 性 的 大 约 77% 可 以 用 电池 的 板 极 材料 、 温度 , 以 及 材料 类 型 一 温 
度 的 交互 作用 来 解释 . 拟 合 模型 的 残 差 也 显示 在 计算 输出 中 . 现在 , 我 们 说 明 在 模型 适合 性 检验 
中 怎样 利用 这 些 残 差 . 
5.3.3 ”模型 适合 性 检验 

在 采用 方差 分 析 的 结论 之 前 , 应 该 检验 设 定 模型 的 适合 性 . 和 以 前 一 样 , 基本 的 诊断 工具 是 
残 差分 析 . 二 因子 析 因 模 型 的 残 差 是 


et = Vk — lk (5.11) 
NAWE dis = gu OB 0 个 单元 中 观测 值 的 平均 值 ), (5.11) 式 变 为 
ерк = уук — ij- (5.12) 


例 5.1 中 电池 寿命 数据 的 残 差 显示 在 Design-Expert 计算 输出 和 表 5.6 里 . 这 些 残 差 的 正 
态 概率 图 (图 5.11) 并 未 显 出 任何 特别 的 麻烦 , 尽管 最 大 的 负 残 差 (一 60.75, 材料 类 型 1 在 157 
Ab) 确实 与 其 他 残 差 稍 有 不 同 . 这 一 残 差 的 标准 化 值 是 -60.75/V675.21 = —2.34, 这 仅 是 绝对 
值 大 于 2 的 一 个 残 差 . 


表 5.6 例 5.1 Аа 


" 温度 СТ) 
材料 类 型 15 70 125 

1 -475 20.25 -23.25 -17.25 一 37.50 12.50 

—60.75 45.25 22.75 17.75 24.50 0.50 

2 一 5.75 32.25 16.25 2.25 一 24.50 20.50 

3.25 —29.75 一 13.75 -4.75 8.50 -4.50 

3 —6.00 一 34.00 28.25 —25.75 10.50 18.50 

24.00 16.00 4.25 —6.75 一 3.50 .50 


图 5.12 作出 了 残 差 与 拟 合 值 gus 的 关系 图 ， 此 图 表明 ， 当 电池 寿命 增加 时 ,， 残 差 方差 有 
微弱 的 增长 趋势 ， 图 5.13 与 图 5.14 分 别 是 残 差 与 材料 类 型 的 关系 图 和 残 差 与 温度 的 关系 图 . 


99 ^0 
95 - 60 
90| 
80 40 
ғ 70| 
Eg 20 
x M 
ME 30 $0 
3 20 
H 10 20 
5 -40 
"n 
eo " 
80 o 
—60.75 -3425 一 7.75 18,75 45.25 50 100 150 200 
22 p 
图 5.11 805. 的 残 差 与 正 态 概率 的 关系 图 图 5.12 В 5.1 的 残 差 与 拟 合 值 gu 


的 关系 图 
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60, 60, 
LJ 
aol . aof- Ж 
E 
PE І . в 20} H H | 
в І 
Н H Е or ы в " 
ich r т а : L] H : 
x 30| LJ " ` 20 L| 
r Ы " - А " в 
ao} " " m s " 
-60 . 60} . 
il t z 3 29 15 70 T25 
材料 类 型 温度 ("F) 
图 5.13 例 5.1 的 残 差 与 材料 类 型 的 关系 图 图 5.14 例 5.1 的 残 差 与 温度 的 关系 图 


这 两 张 图 都 显示 出 方差 的 微弱 不 等 性 , 15 下 与 材料 类 型 1 的 处 理 组 合 , 比 之 其 他 情况 可 能 有 较 
大 的 方差 . 

№ 5.6 中 看 出 , 在 15 下 一 材料 类 型 1 这 一 单元 中 , 包含 了 两 个 极端 残 差 值 (一 60.75 与 
45.25). 这 两 个 残 差 值 对 于 由 图 5.12、 图 5.13 与 图 5.14 检验 出 的 方差 不 等 式 起 了 主要 作用 . Ж 
新 审查 这 些 数据 , 并 未 显 出 任何 明显 的 问题 , 比如 记录 错误 等 , 所 以 我 们 把 这 些 响应 作为 真实 数 
据 接受 下 来 . 这 一 特别 的 处 理 组 合 比 其 他 处 理 组 合 有 可 能 产生 稍为 不 稳定 的 电池 寿命 . 然而 , 问 
题 不 至 于 严重 到 对 分 析 和 结论 产生 严重 影响 的 程度 


5.3.4 ”估计 模型 参数 
二 因子 析 因 设计 的 效应 模型 
Vk = H + Ti t Bj + (TO)i + Eijk (5.13) 


的 参数 可 以 用 最 小 二 乘法 来 估计 . 因为 这 一 模型 有 1+a + b+ ab 个 参数 需要 估计 , 所 以 有 1+a 十 
bab 个 正规 方程 . 用 3.9 节 的 方法 , 不 难 证 明 , 正规 方程 组 是 


a ас a Ж-ға 
н:аті + bn Y fi; can У 6, +п У Х(тба-у (5.14а) 
а ж & A 
t га b 
тп + Бай п Y Bj n УД ЙЫ =. im, sua (5.14) 
іші j=1 
Bj anf - У A t anBj +n Y (Ty =y је 12,6 (5.14) 
а а 
ОИ Е 27 i212,,8 
(rB)s : nf + nfi “әй; -n(rB)j = yj n b (5.14d) 
Ј= 1,4-6, 


为 方便 起 见 , 对 应 于 每 一 正规 方程 的 参数 都 已 在 (5.14) 式 的 左边 表示 出 来 . 
效应 模型 [(5.13) X] 是 一 个 超 参数 模型 .注意 到 将 (5.14b) 式 中 的 a 个 方程 加 起 来 就 是 
(5.142) Ж, (5.14c) 式 中 的 b 个 方程 加 起 来 就 是 (5.14a) Ж. 同 理 , 对 任 一 i, 将 (5.14d) RAF 


148 %5% 析 因 设计 导 引 


J 加 起 来 就 是 (5.14b) R; 对 任 一 j, 将 (5.14d) 式 关于 i 加 起 来 就 是 (5.14c) Ж. 因此 , 在 此 方 
程 组 中 , 有 a + 6-1 个 线性 相关 , 从 而 不 存在 唯一 解 . 为 求 得 一 个 解 , 我 们 加 进 约束 


35-0 (5.152) 
& 
LM 
L =0 (5.15b) 
а 
Ж АЫ-0 7=12 (5.150) 
а 
XGÀ-0 j-12.-,a (5.154) 
f 


(5.152) 式 与 (5.15b) 式 构成 两 个 约束 , 而 (5.15c) 式 与 (5.15d) ҚҰЖа-%-1 个 独立 的 约束 . 
因此 , 总 共有 a + b+1 个 约束 , 恰 是 所 需 的 数目 . 
应 用 这 些 约束 , 还 大 大 简化 了 正规 方程 组 [(5.14) Ж), 求 得 解 为 
UA 
W.-4.s i-12,e,a 
B= pi- j=1,2,.,b (5.16) 


А 


і-1,2,%-,а 


TD) |o. = We. = Da. B. 
(TB) = d. = Di Rao 2 


正规 方程 组 的 这 一 解 有 很 直观 的 意义 . 行 处 理 效应 估 计 为 行 平均 减 去 总 平均 , 列 处 理 效应 估计 为 
列 平均 减 去 总 平均 , 第 ij 个 交互 作用 估计 为 第 个 单元 的 平均 减 去 总 平均 、 第 1 个 行 效应 和 第 
了 个 列 效应 . 

用 (5.16) 式 , STR yije 的 拟 合 值 为 


Dok = A+ +Â; + (TB) = o (s =.) s = a) + us Di = B +0.) = go 


也 就 是 说 , 第 y 个 单元 中 的 第 大 个 观测 值 估计 为 在 那 一 单元 中 个 观测 值 的 平均 这 一 结果 曾 
在 (5.12) 式 中 用 来 求 二 因子 析 因 模型 的 残 差 ， 

因为 解 正规 方程 组 时 用 了 约束 [(5.15) А), 所 以 模型 参数 的 估计 量 不 是 唯一 的 不 过 , 模型 
参数 的 某 些 重要 函数 是 可 估 的 ， 即 不 管 约束 怎样 选取 , 它们 可 以 唯一 地 被 估计 . 例如 Ti — Tu + 
(TB). – (rB)u., 它 可 看 作为 因子 4 的 第 i 个 与 第 u 个 水 平 的 “真实 ” Ж. 注意 , 任 一 主 效应 的 
水 平 间 的 真实 差 都 包含 “平均 >” 交互 作用 效应 如 同 前 面 已 说 明 的 , 正 是 这 个 结果 在 出 现 交互 作 
用 时 它 会 干扰 对 主 效应 的 检验 . 一 般 说 来 ， 当 模型 参数 的 任 一 函数 是 正规 方程 组 左 端 项 的 线性 组 
合 时 , 必 是 可 估 的 . 这 一 性 质 在 第 3 章 讨论 单 因子 模型 时 也 给 予 了 说 明 . 更 多 信息 见 本 章 的 补充 
材料 . 
5.3.5 ”样本 量 的 选择 


可 以 利用 附录 图 V 的 抽检 特性 曲线 ， 帮助 实验 者 给 二 因子 析 因 设计 确定 一 个 恰当 的 样本 量 
(重复 次 数 , n). 参数 D? 的 恰当 值 以 及 分 子 和 分 母 的 自由 度 如 表 5.7 Bim. 
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表 5.7 ”关于 固定 效应 模型 二 因子 析 因 设计 ， 附 录 图 V 的 抽检 特性 曲线 参数 
因子 g? 分 子 自由 度 分 母 自 由 度 


A іші а-1 ат = 1) 


B X 5-1 ab(n — 1) 


"n 
Эрэ 


AB wu (a 0-1) ebln - 1) 


利用 这 些 曲线 的 一 种 很 有 效 的 方法 是 , 寻找 与 任意 两 个 处 理 的 特定 的 均值 差 相 对 应 的 Ф2 的 
最 小 值 . 例如 , 当 任 意 两 行 的 均值 差 为 时 , ДІ Ф2 的 最 小 值 是 
a2 — WD” 
ik ао? 
而 当 任 意 两 列 的 均值 差 为 D 时 , 则 Ф2 的 最 小 值 是 
naD? : 
Ф = 2507 (5.18) 


当 任 意 两 个 交互 作用 效应 之 差 为 D 时 , 相应 的 Ф2 的 最 小 值 是 


(5.17) 


nD? 
pi 202 [а — 1)(6 — 1) +1] 
用 例 5.1 的 电池 寿命 数据 来 说 明 这 些 等 式 的 用 途 . 设 在 实验 之 前 , 我 们 确定 , 如 果 任意 两 种 
温度 对 应 的 电池 寿命 的 均值 差 大 到 40 小 时 的 话 , 则 以 高 概率 拒绝 零 假设 . 于 是 差 D = 40 有 工 
程 显著 性 , 如 果 再 假定 电池 寿命 的 标准 差 近似 为 25, 则 由 (5.18) 式 得 


(5.19) 


2 _ naD? _ n(3)(40)? _ 
® Ter —owayasy = 128" 
它 给 出 了 e? 的 最 小 值 . 取 a = 0.05, 用 附录 图 У 得 下 表 : 
n LZ Ф 只 三 分 子 自负 度 по ЗОРЕ B 
2 2.56 1.60 2 9 0.45 
3 3.84 1.96 2 18 0.18 
4 5.12 2.26 2. 27 0.06 


注意 到 n= 4 次 重复 时 , 得 出 的 风险 8 约 为 0.06. 或 者 说 , 对 应 于 任意 两 种 温度 水 平 , 电池 
寿命 的 均值 差 大 到 40 小 时 的 话 , 则 以 大 约 94% 的 机 会 拒绝 零 假设 . 这 样 一 来 , 结论 是 , 只 要 我 们 
对 电池 寿命 的 标准 差 的 估计 出 入 不 太 大 , 那么 做 4 次 重复 足以 达到 所 要 求 的 灵敏 度 . 如 果 拿 不 准 
的 话 , 实验 者 可 以 用 其 他 的 o 值 来 重复 上 述 程序 , 以 便 确定 错 估 该 参数 对 设计 的 灵敏 度 的 影响 
5.3.6 ”假定 在 二 因子 模型 中 没有 交互 作用 


有 时 候 , 实验 者 觉得 , 没有 交互 作用 的 二 因子 模型 是 恰当 的 , 即 
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i-12,,a 
Vk = H + Ti + Bj + Eijk j-1,2,.,b (5.20) 
k=1,2 n 


但 是 我 们 必须 对 在 模型 中 舍弃 交互 作用 项 抱 十 分 谨慎 的 态度 , 因为 显著 的 交互 作用 的 实际 存在 
会 对 数据 的 解释 产生 极 大 的 冲击 ， 

无 交互 作用 的 二 因子 析 因 模型 的 统计 分 析 是 简单 的 , 用 无 交互 作用 模型 [(5.20) 式 ] 对 例 5.1 
的 电池 寿命 数据 所 作 的 分 析 见 表 5.8. 与 先前 的 分 析 一 样 , 两 个 主 效应 是 显著 的 . 然而 , 一 旦 对 这 
些 数据 进行 残 差分 析 , 就 立即 看 出 , 无 交互 作用 模型 是 不 合适 的 , 对 无 交互 作用 的 二 因子 模型 来 
说 , 拟 合 值 是 uk = Veo us - Vos Dij. 一 io (单元 平均 值 减 该 单元 的 拟 合 值 ) 与 拟 合 值 ju 
的 关系 图 如 图 5.15 所 示 . 现在 , ЖЕ р. — фу, 可 看 作为 : 在 无 交互 作用 的 假定 下 , 被 观测 的 单元 
均值 与 该 单元 的 均值 估计 之 差 . 这 些 量 的 任何 特定 的 模式 都 暗示 着 交互 作用 的 存在 . 图 5.15 显 
示 了 一 种 明显 的 模式 , 因为 量 gus. — док 从 正 到 负 再 到 正 再 到 负 . 这 种 结构 是 材料 类 型 与 温度 之 
间 交 互 作用 的 结果 . 


表 5.8 ”假定 无 交互 作用 时 电池 寿命 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
材料 类 型 10 683.72 2 5 341.86 5.95 
温度 39 118.72 2 19 559.36 21.78 
Ax 27 844.52 31 898.21 
总 和 77 646.96 35 
一 д д 
Ш 
20 ө 
. 
10 ... 
4-0 1 41 -L L 
т 50 100 150 200 
® 0 ы 
. 
20| . 


-ю 
图 5.15 gu, — uk 与 gui (НІН ЖЕ) 的 关系 图 
5.3.7 ”每 单元 一 个 观测 值 


HI, 人 们 会 过 到 只 做 一 次 重复 的 二 因子 实验 , 也 就 是 说 ， 每 单元 只 有 一 个 观测 值 . 如 果 有 
两 个 因子 且 每 单元 只 有 一 个 观测 值 , 则 效应 模型 是 


і-1,2,--, 
Vij = ит +B + (т Ы Беу d > (5.21) 
j-112,,b 


假设 两 个 因子 固定 , 此 时 的 方差 分 析 如 表 5.9 BER. 
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由 期 望 均 方 可 见 , 不 能 估计 误差 方差 o. 也 就 是 说 , 二 因子 交互 效应 (78)ij 与 实验 误差 不 
能 以 任何 明显 的 方式 分 离开 来 . 因此 , 除非 交互 作用 效应 为 零 , 否则 , 就 没有 关于 主 效应 的 检验 
法 . 如 果 没 有 交互 作用 存在 , 则 对 一 切 à 和 j, (78); = 0, 似乎 可 取 的 模型 是 


Yj = + 二 Bj 十 Ei | да (5.22) 
2 


如 果 这 一 模型 [(5.22) Ж) 是 恰当 的 , 则 表 5.9 的 残 差 均 方 就 是 o? 的 一 个 无 偏 估 计量 , 而 且 将 
М8л. MSs 与 М5 wy 进行 比较 , 就 可 以 检验 主 效应 . 


表 5.9 ”每 单元 一 个 观测 值 时 ， 二 因子 模型 的 方差 分 析 


ЕТІ 平方 和 ШІЛ ЕЕЕ DET 
fi (A) LEA a-1 MSA gh 
2 
3 (B) Di- b-1 MSp o4 5ES 
È 
MUS AB 减法 -DB@-D MSp — c 2А 
总 和 5 уур 0 bi 
NEW" iun 


在 确定 交互 作用 是 否 存在 方面 , 可 以 使 用 Tukey (19492). 提出 的 检验 法 . 此 法 假定 交互 作用 
项 以 特别 简单 的 形式 出 现 , 即 
(78) = ут; 
其 中 y 是 未 知 常数 利用 以 这 种 方式 定义 交互 作用 项 , 就 可 以 使 用 回归 方法 来 检验 交互 作用 项 
的 显著 性 . 这 一 检验 法 将 方差 的 残 差 平方 和 分 解 为 属于 非 可 加 性 (交互 作用 ) 的 单 自 由 度 分 量 和 
自由 度 为 (a — 1)(b — 1) — 1 的 误差 分 量 , 由 计算 得 : 


a^ Dy E 
[5 X wuya -у (sss +886 + %)| 
Ae 


Sew 4585,559 (5:20) 
它 有 1 个 自由 度 ; 而 
SS nu = 55 ne — SSy (5.24) 
CH (a 一 1)(b 一 1) 一 1 个 自由 度 .为 了 检验 交互 作用 是 否 存在 , 计算 
SSw 


CC 1] Sam 


24 Fo > Е. а-1)ь-1)-1 М, 应 该 拒绝 没有 交互 作用 的 假设 . 
例 5.2 一 种 化 学 产品 中 的 杂质 受 两 个 因子 ( 即 压力 与 温度 ) 的 影响 . 由 析 因 实验 的 单 次 重复 所 得 的 数 
据 如 表 5.10 Bor A 
2.9 1042 132 в) 4. on 
S54 = 工 às gs E +13? +8?] 一 а = 2233 


= рева й о. = 11.60 


- zs 
айт ab 8o 
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a 


b 2 
SSp- Y X vh- 3 = 166 — 129.07 = 36.93 


ab 


А 
SS ay = 55т — 554 — 55в = 36.93 — 23.33 — 11.60 = 2.00 


ІН (5.23) 式 算 得 的 非 可 加 性 部 分 的 平方 和 为 


a 


> Э} yiui-y.; = (5)(23)(9) + (4)(23)(6) + ... + (2)(8)(10) = 7 236 


e 
a > MINE 
У MN ways -y (sss + 58в + 5)] 
ss,- Lh 
P abSSASSp 
= [7 236 — (44)(23.33 + 11.60 + 12907)? — [20.00]? — | TE 
S (3)(5)(23.33)(11.60) 7 405942 
(5.24) Ж, 误差 平方 和 是 
SS uy = SS из — SSN = 2.00 — 0.098 5 = 1.901 5 
35.10. 84 5.2 的 杂质 数据 
温度 (下 ) EnA 
25 30 35 40 45 m 
100 5 4 6 3 5 23 
125 3 1 4 2 3 13 
150 1 1 3 1 2 8 
уу 9 6 13 6 10 4-у. 


完整 的 方差 分 析 概括 在 表 5.11 中 , 非 可 加 性 部 分 的 检验 统计 量 是 Fo = 0.098 5/0.271 6 = 0.36, 所 
以 结论 是 , 在 这 些 数据 中 , 没有 证 据 表明 数据 中 存在 交互 作用 . 温度 和 压力 的 主 效应 是 显著 的 . 


folii 例 5.2 的 方差 分 析 表 
方差 来 源 平方 和 自由 度 Fo P fi 
温度 23.33 2. 11.67 42.97 0.000 1 
压力 11.60 4 2.90 10.68 0.004 2 
非 可 加 性 0.098 5 1 0.098 5 0.36 0.567 4 
误差 1.901 5 7 0.271 6 
总 和 36.93 14 


在 结束 本 节 时 , 我 们 注意 到 , 每 单元 只 有 一 个 观测 值 的 二 因子 析 因 设计 模型 [(5.22) 式 ] 看 
起 来 很 像 随机 化 完全 区 组 设计 模型 [(4.1) R]. 实际 上 Tukey 关于 非 可 加 性 的 单 自 由 度 的 检验 
法 可 以 直接 用 来 检验 随机 化 区 组 模型 的 交互 作用 . 然而 ， 导出 随机 化 区 组 模型 和 析 因 模型 的 实验 
情况 是 十 分 不 同 的 . 在 析 因 模型 中 , 所 有 ob 个 试验 都 是 以 随机 顺序 进行 的 ， 而 在 随机 化 区 组 模型 
P, 随机 化 仅 在 区 组 之 内 . 区 组 是 一 个 随机 化 约束 . 因而 ， 收集 数据 的 方法 以 及 对 两 个 模型 的 解 


释 都 是 完全 不 同 的 . 
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二 因子 析 因 设 计 的 结果 可 以 推广 至 一 般 情况 , 其 中 因子 4 有 a 个 水 平 , 因子 B 有 个 水 
F, 因子 C 有 с 个 水 平 , 等 等 , 这 些 因子 安排 在 一 个 析 因 实验 中 . 一般 说 来 ， 当 有 完全 实验 的 n 
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次 重复 时 , 将 有 abc n 个 总 的 观测 值 . 当 所 有 可 能 的 交互 作用 包括 在 模型 之 内 时 , 为 了 确定 误 
差 平 方 和 , 必须 至 少 进行 两 次 重复 (n 22). 

如 果实 验 的 所 有 因子 都 是 固定 的 , 则 容易 给 出 计算 公式 并 检验 关于 主 效应 和 交互 作用 的 假 
设 . 对 固定 效应 模型 说 来 , 主 效应 和 交互 作用 的 检验 统计 量 都 可 以 将 相应 的 主 效应 或 交互 作用 的 
均 方 除 以 误差 均 方 而 得 . 所 有 这 些 F 检验 都 是 上 尾部 的 、 单 边 的 检验 . 任 一 主 效应 的 自由 度 是 
因子 的 水 平 数 减 1, 交互 作用 的 自由 度 是 和 交互 作用 有 关 的 各 个 成 分 的 自由 度 的 乘积 . 

例如 , 考虑 三 因子 方差 分 析 模型 : 


уум = H + Ti + By y + (78) + (тту) + (Вт) к 


+(THY)ijk + Eijkt (5.26) 


l=1,2 ,nm 
设 A, B, C 是 固定 的 , 方差 分 析 表 如 表 5.12 БӘЖ. 关于 主 效应 和 交互 作用 的 F 检验 可 直接 由 
期 望 均 方 得 出 . 


表 5.12 ”三 因子 固定 效应 模型 的 方差 分 析 


方差 来 源 ”平方 和 自由 度 5 Ж 期 望 均 方 
A 884 a-1 MSA о+ "тй 
в 586 8-1 MSp oy mE 
C 88 c-1 MSc оза “Уй 


en т0)2. 
АВ  SSap — (a-1(b-1) MSas gi, SEM 


AC — SSac — (a-1(c-1) — MSac o+ lm 


n H 
BO — SSso (8-16-10 Мне + m= мәр 
n T, Е 
АВС 85лвс (а-1)%-1)с-1) MSapo o2+ ep Fo = Маша 
误差 SSe abc(n — 1) MSE а? 
总 和 587 aben — 1 


通常 , 利用 统计 软件 包 计算 方差 分 析 , 然而 , 偶尔 手工 计算 平方 和 的 公式 也 是 有 用 的 . 总 平 
方 和 由 通常 的 办 法 得 出 ; 


2 


557 = Y > SS уы – 2 (5.27) 


Afia aben 


DONE 
58а = — Ey. -E (5.28) 
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86а = 1 ууз - 0 (529) 
acn 


yi. 
5 (5.30) 


计算 二 因子 交互 作用 的 平方 和 , 要 用 到 A x B, Ax C, B x C 单元 的 总 和 . 要 计算 这 些 量 , 通常 
借助 于 把 原始 数据 表 压 缩 为 三 个 双向 表 . 由 下 式 得 出 这 些 平方 和 ， 


& 0k 2 
X Хи)- Шш.-854- S85 = SS n (an) — 884 — 888 (5.31) 


l 
SSa-IMEM m 
=È È yl, -B ава 880 = S8 4s ao — 884 — S. 32 
58да = р D D a = aes — 884 — S86 = SS4« (c; = S84 — SSo — (532) 
b с 2 
SSso = 1 У Y p?p, - Hn 956 — 580 86 aa wo) — SSp — 88о (5.38) 


апа aber 


二 因子 小 计 的 平方 和 从 每 个 双向 表 的 总 和 中 得 出 ， 三 因子 交互 作用 的 平方 和 由 三 项 单元 总 和 
{Vix.} 算得 为 


a b oc, 2 
SSasc -1 Y: Y: È yia -dE--SS4-SSn-SSc-SSAn-SSAc-SSpc (5.344) 
e 


= SS wi anc) — 554 — SSe — SSc — SSAn - 8846 — SSpc (5.346) 
误差 平方 和 可 以 从 总 平方 和 减 去 每 个 主 效 应 以 及 交互 作用 的 平方 和 而 得 到 , 或 者 用 
SSe = SSr - SS (авс) (5.35) 


例 5.3 软饮料 的 灌 装 问题 

一 位 软饮料 灌 装 员 感 兴趣 的 问题 是 , 在 他 的 生产 线 上 生产 的 瓶装 饮料 有 更 为 - - 致 的 灌 装 高 度 . 灌注 机 械 
从 理论 上 说 能 以 正确 的 标准 高 度 来 灌注 每 只 饮料 瓶 , 但 实际 上 ， 围绕 这 一 目标 是 有 偏差 的 ， 灌 装 员 希 望 更 好 
地 了 解 这 种 变异 性 的 来 源 进而 减 小 这 种 偏差 

在 进行 灌注 时 ,生产 线 上 的 工程 师 能 够 控制 3 个 变量 , 碳酸 百分率 (A), 灌注 器 的 操作 压强 (B), 每 分 
钟 生产 的 瓶 数 或 流水 线 速 度 〔C)， 压 强 和 速度 易于 控制， 但 是 在 实际 生产 时 ,碳酸 百分率 却 较 难 于 控制 ， 
为 它 随 产品 温度 的 变化 而 变化 ， 不 过 , 为 了 实验 , 工程 师 可 以 在 3 个 水 平 上 控制 碳酸 : 10%，12% 以 及 1496. 
他 选取 两 种 压强 水 平 (20 psi 与 30 psi) 和 两 种 流水 线 速度 水 平 (200 bpm 与 250 bpm)， 他 决定 在 这 三 
因子 的 析 因 设计 中 做 两 次 重复 ， 所 有 24 个 试验 的 顺序 是 随机 选取 的 . 观测 到 的 响应 变量 是 相对 于 目标 灌注 
高 度 的 平均 偏差 , 它 是 在 每 一 组 条 件 下 生产 瓶装 饮料 时 观测 到 的 . 从 这 一 实验 中 所 得 的 数据 如 表 5.13 所 示 . 
正 偏差 表示 灌注 高 度 在 目标 之 上 ， 负 偏差 表示 灌注 高 度 在 目标 之 下 ， 表 5.13 中 圆圈 内 的 数 是 三 向 单元 总 和 
ук. 


由 (5.27) 式 得 出 总 校正 平方 和 为 


LEG Ru Gh as 
Hi (5.28) s. (5.29) 式 与 (5.30) 式 算得 主 效应 的 平方 和 是 
SSae- yp oM lia, (20)2 + (592) — (75)2 _ 252.750 
ae T en Pa aben в m 
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1x yh o loy БЕКЕТТЕ 
58 ка = ama yh. - ales = ID? + (64)*] - 2- = 46.375 

1: де Гр! 2 2 ey 
55а = on 02 Va. aes = 5/09) + (49)2] – = 22.042 

Ж 513 例 5.3 анавда. 

操作 压强 (B) 
25 psi 30 psi 
NRBIS Е ІЛЕ) TKDE 
200 250 200 250 y 


-3 ЕЕ " 
. 30 10 i0 
D 2 2 
із MIO 1 3 
м 10 i10 i0 ?9 ч 


Bx C 总 和 yy 6 15 20 34 75-у 
Y 21 54 
AxB MAI AxC BRI 
% Lr 
B с 
A | 5 30 A | 200 250 
10 -5 1 10 5 1 
12 4 16 12 6 M 
14 22 37 14 25 за 


要 计算 二 因子 交互 作用 的 平方 和 ,必须 求 出 双向 单元 的 总 和 . 例如 , 为 了 求 碳酸 -压强 即 AB 的 交互 作 
用 , 需要 表 5.13 中 A x В 的 单元 总 和 {yiz} (5.31) Ж, 求 得 平方 和 为 


y 
SS4B = 一 ізін ыт Жы. - S84 — SSB 


= MCS? + Q? + (0? + 016)? + (22)? an - C9? 
— 252.750 — 45.375 = 5.250 
碳酸 -速度 即 AC 的 交互 作用 由 表 5.13 所 示 的 A x C 的 单元 总 和 {yin} 以 及 (5.32) 式 求 得 


ln X 
тақа aben 


= $84 -SSc 


(-5)2 + (1)? + (6)? + (14)? 十 (25)? + (34)?] 一 
— 252.750 — 22.042 — 0.583 
压强 -速度 即 BC 的 交互 作用 由 表 5.13 的 B x C 的 单元 总 和 (y к.) EL (5.33) ЖЖ 


(75)? 
UC 


gà 
55вс = 一 - 9 885 586 
вс = қ br в – 55с 


Unt 


= HOH + (15)? + (20)? + (34)?] 一 — 45.375 — 22.042 = 1.042 
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三 因子 交互 作用 的 平方 和 由 A x Bx C 的 单元 总 和 {vin } RA, 那 是 表 5.13 中 用 加 图 天 起 来 的 数 . 
由 (5.34a) 式 , 得 И ; 
È È D ada D 854 — 582 - S50 — SSAB - 5840 — Spo 


1 
58лвс = 1 
АВ T RA A aben 
75)? 
= 3 + (D? + (0? es ae? + (0а) – Ë 
— 252.750 — 45.375 — 22.042 — 5.250 — 0.583 — 1.042 = 1.083 
最 后 , 注意 到 
58 =l Y Xn, Y = 328,125 
naro Tu Ж 27 Vk 2 
我 们 有 


SSE = SSr — SS hit (аво) = 336.625 — 328.125 = 8.500 
方差 分 析 概括 在 表 5.14 中 , 碳酸 百分率 、 操 作 压 强 、 流水 线 速度 都 显著 影响 灌注 量 ， 碳 酸 - 压 强 交互 作 
用 的 F 比 的 p 值 为 0.055 8, 这 表明 这 两 个 因子 之 间 有 弱 的 交互 作用 . 


35.14. 9l 5.3 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 ю Ж Fo Pd 
碳酸 百分率 (A) 252.750 2 126.375 178.412 « 0.000 1 
操作 压强 (B) 45.375 1 45.375 64.059 < 0.000 1 
流水 线 速度 (C) 22.042 1 22.042 31.118 0.000 1 
AB 2 2.625 3.706 0.055 8 
2 0.292 0.412 0.671 3 
1 1.042 1.471 0.248 5 
2 0.542 0.765 0.486 7 

12 0.708 


通常 的 诊断 都 没有 显示 出 任何 异常. 

为 了 从 实用 上 进一步 说 明 这 一 实验 , 图 5.16 给 出 3 个 主 效应 和 AB( 碳 酸 -压强 ) 交互 作用 的 图 形 . 主 
效应 图 形 刻画 了 在 3 个 因子 的 水 平 处 的 边际 响应 平均 值 , 所 有 3 个 变量 都 有 正 的 主 效应 , 也 就 是 说 , 当 变 量 
增 大 时 ， 相 对 于 灌注 目标 的 平均 偏差 变 大 . 碳酸 与 压强 之 间 的 交互 作用 相当 小 , 如 图 5.164 所 示 , 两 条 曲线 
的 形状 相似 . 

因为 公司 要 求 相 对 于 灌注 目标 的 平均 偏差 接近 于 零 ， 工程 师 决 定 推荐 低 水 平 的 操作 压强 (25 psi) 和 高 
水 平 的 流水 线 速度 (250 bpm, 它 将 使 生产 率 最 大 化 )， 图 5.17 刻画 了 在 这 组 操作 条 件 下 , 在 3 种 不 同 的 碳 
酸 水 平 上 观测 到 的 相对 于 目标 淮 注 高 度 的 平均 偏差 现在 , 碳酸 水 平 在 生产 过 程 中 不 能 被 完全 控制 , 图 5.17 
中 的 实 曲线 表示 的 正 态 分 布 近似 地 表示 了 当前 实验 中 碳酸 水 平 的 变化 当 生产 过 程 受 这 一 分 布 所 刻画 的 碳 
酸 水 平 的 值 所 影响 时 ,灌注 高 度 有 明显 的 升降 . 如 果 碳 酸 水 平 值 的 分 布 服从 如 图 5.17 虚线 所 示 的 正 坊 分 布 ， 
则 灌注 高 度 的 变化 会 减 小 . 在 生产 时 改善 温度 控制 就 能 减 小 碳酸 水 平分 布 的 标准 差 

我 们 曾经 指出 过 , 如 果 析 因 实 验 中 所 有 的 因子 都 是 固定 的 ， 则 可 以 直接 构造 检验 统计 量 . 检 
验 任 一 主 效应 或 交互 作用 的 统计 量 通常 都 由 主 效应 或 交互 作用 的 均 方 除 以 误差 均 方 而 得 - Tu, 
当 析 因 实验 涉及 一 个 或 多 个 随机 因子 时 , 检验 统计 量 的 构造 就 不 是 这 样 的 了 . 我 们 需要 考察 均 方 
的 期 望 才能 确定 正确 的 检验 法 . 如 此 看 来 , 我 们 需要 有 一 种 导出 均 方 期 望 值 的 方法 . 我 们 将 在 第 
12 章 全 面 讨论 这 一 课题 . 
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Lm 
ак 
1—7 


-2L LL. 1 Ӯ; 2 L 1—p 
10 12 14 25 30 
碳酸 百分率 Eno 
а) (b) 
10 
В-30 psi 
sH ; 


5, i 
4 m di [ 
Fd 2 | --25 psi 
ш 
9 oL 
А 2 
200 a9 l 0 d uw ^ 
流水 线 速 度 碳酸 -压强 交互 作用 
[7] С 


图 5.16 例 5.3 的 主 效应 和 交互 作用 图 


高 速 低压 下 的 平均 
灌注 高 度 偏差 


图 5.17 在 高 速 低压 下 不 同 碳酸 水 平 的 平均 灌注 高 度 偏差 


5.5 ” 拟 合 响应 曲线 与 曲面 
我 们 注意 到 , 给 一 定量 因子 的 水 平 拟 合 一 条 响应 曲线 (response curve) 是 有 用 的 , 它 使 实验 
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者 可 以 得 到 一 个 响应 与 因子 的 关系 式 . 这 一 关系 式 可 以 用 来 进行 插值 , 也 就 是 说 , 用 来 预测 在 因 
子 水 平 上 的 响应 , 当然 , 这 些 水 平 应 处 在 实验 中 实际 使 用 过 的 水 平 之 间 . 当 至 少 有 两 个 因子 是 定 
量 时 , 我 们 可 以 在 这 些 设计 因子 的 不 同 组 合 上 拟 合 预测 值 y 的 响应 曲面 (response surface). — 
般 地 , 线性 回归 方法 用 于 为 这 些 实验 数据 拟 合 相 应 的 模型 . 我 们 在 3.5.1 节 中 对 于 单 因子 的 实验 
说 明了 这 个 方法 , 并 列举 了 涉及 析 因 实 验 的 两 个 例子 . 在 这 些 例子 中 , 我 们 用 计算 机 软件 包 生成 
了 回归 模型 . 关于 回归 分 析 的 更 多 信息 , 见 第 10 章 以 及 本 章 的 补充 材料 . 

例 5.4 考虑 例 5.1 中 的 实验 .因子 温度 是 定量 的 , 材料 类 型 是 定性 的 ， 且 温度 有 3 ЖҰ. 因此 , 我 
们 可 计算 线性 的 和 二 次 的 温度 效应 ,以 便 研 究 温度 怎样 影响 电池 寿命 ， 表 5.15 给 出 了 该 实验 的 Design - 
Expert 主要 输出 , 其 中 假定 温度 是 定量 的 , 材料 类 型 是 定性 的 . 

表 5.15 中 的 ANOVA 表明 “模型 ”来 源 的 变异 性 已 分 解 为 几 个 分 量 ， 分 量 An 2 分 别 表示 温度 
的 一 次 效应 、 二 次 效应 ,“B” 表 示 材料 类 型 因子 的 主 效应 . 材料 类 型 是 具有 З 个 水 平 的 定性 因子 . 项 “АВ” 
和 “A2.B” 分 别 是 线性 温度 因子 及 二 次 的 温度 因子 和 材料 类 型 的 交互 作用 . 

P 值 表明 A? 和 AB 不 显著 , 而 A2B 是 显著 的 . 通常 我 们 考虑 从 模型 中 移 去 不 显著 的 项 或 因子 ， 但 
Ж, 此 时 移 去 A? 和 АВ, 保留 A2B 导致 模型 是 不 分 层 的 . 分 层 原理 (hierarchy principle) 表明 如 果 一 个 
模型 包含 高 阶 项 (比如 A? B), 它 必须 包含 分 解 它 的 所 有 低 阶 的 项 (这 里 指 A? 和 AB). 分 层 提升 了 模型 的 
内 部 一 致 性 , 许多 统计 模型 创建 者 严格 遵从 这 个 原理 ， 但 是 ， 分 层 并 不 总 是 一 个 好 主意 ， 预 测 公式 中 不 含 促 
成 分 层 的 不 显著 项 的 模型 确实 工作 得 更 好 . 更 多 信息 ， 见 本 章 的 补充 材料 ， 

计算 机 输出 也 给 出 了 模型 的 系数 估计 ， 以 及 规范 因子 (coded factor) 的 电池 寿命 的 最 终 预测 公式 ， 该 


式 中 , 当 温度 为 低 , 中 , 高 水 平 (15%, 70°, 1259), 对 应 的 温度 水 平分 别 为 A 一 —1,0,41. 变量 B[1] 和 
B([2) 被 规范 为 示 性 变量 (indicator variable), 其 定义 为 
材料 类 型 
1 2 3 
в] 1 0 -1 
B[2] 0 1 E 


也 有 用 因子 实际 水 平 预测 电池 寿命 的 公式 .因为 材料 类 型 是 定性 因子 ， 所 以 对 于 每 一 种 材料 类 型 ， 有 一 个 作 
为 温度 的 函数 的 寿命 预测 公式 ， 图 5.18 显示 了 由 这 3 个 预测 公式 生成 的 响应 曲面 . 将 它们 与 图 5.9 中 的 该 
实验 的 二 因子 交互 作用 图 进行 比较 . 


188| 


146 


20 


1500 — 4250 — 7000 9750 125.00 
温度 
图 5.18 例 5.4 rb, 对 于 这 з 种 材料 类 型 ,作为 温度 函数 的 预测 寿命 
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Ж 5.15 例 5.4 的 Design-Expert 输出 


Response: Life in hr 
ANOVA for Response Surface Reduced Cubic Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


Source 
Model 

А 

B 

42 

AB 

А?В 
Residual 

Lack of Fit 

Pure Error 
Cor Total 


Term 
Intercept 
A-Tenp 
B[1) 

B(2) 

4? 

AB(1] 

AB [2] 
428[1] 
A?B [2] 
Final Equatio 


Sum of 
Squares 
59416.22 
39042.67 
10683.72 
76.06 
2315.08 


32410.22 
Coefficient. 
Estimate 


41.96 
—14.04 
n in 
Life= 
%107.58 
—40.33 *4 
-50.33 *B(1] 
*12.17 *B[2] 
-3.08 *4? 
+1.71 *AB[1] 
—12.79 *AB [2] 


+41.96 *A?B[1] 


—14.04 *A? [2] 


DF 


Terms of Coded Factors: 


Final Equation in Terms of Actual Factors: 


Material type 
Life= 


十 169.38017 


—2.48860 "Temp 
十 0.012851 "Temp? 


Material type 
Life- 


十 159.62397 


一 0.17901  *Temp 
十 0.41627 “Temp2 


Material Type 
Life= 


+132.76240 


十 0.89264 “Тешр 
—0.43218 "Temp? 


1 


2 


3 


Mean F 
Square Value Prov» F 
7427.08 11.00 < 0.0001 
39042.67 57.82 < 0.0001 
5341.86 7.91 0.0020 

76.06 0.11 0.7398 
1157.54 1.71 0.1991 
3649.35 — 5.40 0.0106 
675.21 
675.21 

R-Squared 0.7652 
Adj R-Squared 0.6956 
Pred R-Squared 0.5826 
Adeq Precision 8.178 

Standard 9596CI 95%СІ 

Error Low High 

7.50 92.19 122.97 

5.30 —51.22 -29.45 

10.61 -72.10 -28.57 

10.61 —9.60 33.93 

9.19 —21.93 15.77 

7.50 —13.68 17.10 

7.50 -28.18 2.60 

12.99 15.30 68.62 

12.99 —40.70 12.62 


significant 


VIF 


1.00 


1.00 


160 $53 析 因 设计 导 引 


如 果 析 因 实 验 中 的 几 个 因子 是 定量 的 , 响应 曲面 也 许可 用 于 模拟 y 和 设计 因子 的 关系 , 而 且 
这 些 定量 因子 效应 可 表示 为 单 自由 度 的 多 项 式 效应 . 类 似 地 , 可 将 定量 因子 的 交互 作用 分 解 为 单 
自由 度 的 交互 作用 分 量 . 下 述 例子 说 明 这 一 点 . 
例 5.5 人 们 猜想, 装配 在 一 台数 控 机 床上 的 切割 工具 的 有 效 寿命 受 切割 速度 和 工具 角度 的 影响 选用 
3 种 速度 和 З 种 角度 , 实施 两 次 重复 的 32 析 因 实验 , 规范 数据 如 表 5.16 BER. 单元 中 图 起 来 的 数 是 单元 的 
总 和 s. 表 5.16 工具 寿命 实验 的 数据 
切割 速度 (英寸 /分 钟 ) 


125 150 175 


工具 角度 ( 度 ) 


ГА -2 12 м 24=y 


K 5.17 给 出 了 该 例 的 Minitab 输出 , 表 的 上 半 部 包含 标准 ANOVA, 两 个 设计 因子 都 视 为 定性 因 
子 ， 然 而 本 例 中 的 两 个 因子 都 是 定量 的 ， 表 的 中 间 部 分 的 回归 分 析 用 到 了 这 -点 ， Ja 和 项 a2 是 工具 角 
度 的 线性 效应 和 二 次 效应 ，b 和 b2 是 速度 的 线性 效应 和 二 次 效应 . 项 ab, a2b, ab2, a2b2 代表 了 二 因子 
交互 作用 的 线性 x 线性 、 二 次 x 线性 、 线 性 x 二 次 、 二 次 x 二 次 分 量 . 尽管 有 一 些 大 的 P 值 , 我 们 
仍 保留 所 有 模型 项 以 确保 分 层 ， 用 实际 因子 单位 来 表示 预测 公式 ， 表 的 底部 列 出 了 每 个 模型 项 的 平方 和 . 
(它们 是 顺序 平方 和 ,缩写 为 “Seq SS"). 注意 到 ，SS : nA 一 554 + SSa2, SS yw = 85) + 85%), 
SS ng x жж = 55а + 5542, + 854 “55542, 因为 32 析 因 设计 是 正 交 设计 ， 所 以 这 些 顺序 平方 和 完 
全 分 解 了 模型 平方 和 . 

图 5.19 给 出 了 由 工具 寿命 的 预测 公式 生成 的 曲面 的 等 高 线 图 . 检查 这 个 响应 曲面 ， 从 中 可 以 看 出 工具 
寿命 在 切割 速度 为 150 转 /分 和 角度 为 25. 时 达到 极 大 值 . 图 5.20 的 = 维 响 应 曲面 图 给 出 实质 上 相同 的 信 
息 , 但 它 给 出 了 一 个 不 同 的 有 时 会 更 有 用 的 关于 工 具 寿 命 响应 曲面 的 透视 图 ， 研究 响应 曲面 是 实验 设计 的 
一 个 重要 方面 , 第 11 章 中 将 详细 讨论 它 . 
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图 5.19 例 5.5 的 工具 寿命 的 预测 等 式 生成 — 图 5.20 例 5.5 的 工具 寿命 的 三 维 响应 曲面 图 
的 曲面 的 等 高 线 图 
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Æ 5.17 例 5.5 的 Minitab 输出 
ANOVA:Tool Life versus Tool Angle, Cutting Speed 


Factor Type Levels Values 
Tool Angle fixed 3 15,20,25 

Cutting Speed fixed 3 125,150,175 

Analysis of Variance for Tool Life 

Source DF ss MS F P 
Tool Angle 2 24.333 12.167 8.42 0.009 
Cutting Speed 2 25.333 12.667 8.77 0.008 
Tool Angle* Cutting Speed 4 61.333 15.333 10.62 0.002 
Error 9 13.000 1.444 

Total 17 124.000 

$21.20185 В-54-89.52) Һ-54(а4))-80.20), 


Regression Analysis: Tool Life versus а, b, a2, b2, аһ, ab2, a2b, a2b2 


The regression equation is 
Tool life = — 1068 + 136 a + 14.5 b — 4.08 a2 — 0.0496 b2 — 1.86 al 
+ 0.00640 аЫ2+0.0560 a2b — 0.000192 a2b2 


Predictor Coef SE Coef T P 
Constant 1068.0 702.2 一 1.52 0.163 

a 136.30 72.61 1.88 0.093 
b 14.480 9.503 1.82 0.162 
a2 -4.080 1.810 -2.25 0.051 
b2 —0.04960 0.03164 -1.57 0.151 
ab —1.8640 0.9827 —1.90 0.090 
ab2 0.006400 0.003272 1.96 0.082 
a2b 0.05600 0.02450 2.29 0.048 
a2b2 —0.00019200 0.00008158 一 2.35 0.043 
S=1.20185 8-54-89.5), R—Sq(adj) 80.2% 

Analysis of Variance 

Source DF SS D F P 
Regression 8 111.000 13.875 9.61 0.001 
Residual Error 9 13.000 1.444 

Total XT 124.000 

Source DF 88 

а 1 8.333 SSTool Angie *8.333416.000-24.333 

b 1 21.33 

а? 1 16.00 

b2 1 4.000 SSCutting speed=21.333+4.000=25.333 

ab % 8.000 

ab2 1 42.667 SSAngle xSpeed 8. 000442. 66742.66748.000261.33 
a2b 1 2.667 

a2b2 1 8.000 
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我 们 已 经 讨论 了 完全 随机 化 实验 下 的 析 因 设计 . 在 析 因 设计 中 完全 随机 化 所 有 试验 有 时 是 
不 现实 的 . 例如 , 讨厌 因子 的 存在 也 许 要 求 以 区 组 形式 进行 实验 . 我 们 在 第 4 章 中 讨论 了 单 因子 
实验 的 区 组 的 基本 概念 , 现在 讨论 如 何在 析 因 设计 中 引进 区 组 . 析 因 设计 区 组 化 的 其 他 内 容 将 在 
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第 7, 8, 9 章 和 第 13 章 中 介绍 . 
考虑 具有 二 因子 (4 和 B) 及 次 重复 的 析 因 实验 . 该 设计 的 线性 统计 模型 为 


іш 1,2,...,а 
ук = H + Ti + Bj + (78): + Eijk j212,,b (5.36) 
К-1,2,.-,т 


其 中 no B, (r0) 分 别 表示 因子 AB, АВ 交互 作用 .假定 进行 这 个 实验 需要 特殊 原材料 ， 这 
种 原材料 有 许多 批 次 , 但 是 每 批 都 没有 大 到 足以 在 同一 批 次 上 进行 所 有 abn 个 处 理 组 合 . 但 是 ， 
如 果 一 个 批 次 包含 的 材料 足够 ab 次 观测 , 则 实验 设计 也 可 以 用 单独 批 次 的 原材料 进行 n 次 重 
复 中 的 每 一 次 . 于 是 , 原材料 的 批 次 表示 了 随机 化 约束 或 区 组 , 在 每 个 区 组 内 进行 完全 析 因 设计 
的 一 次 重复 . 新 设计 的 效应 模型 为 


Уук = H + Ti + By + (TB) + Ok + eg (5.37) 


其 中 6, ЖЖК 个 区 组 的 效应 . 当然 , 区 组 内 的 处 理 组 合 的 进行 次 序 是 完全 随机 化 的 ， 

模型 [(5.37) 式 ] 假定 区 组 和 处 理 间 的 交互 作用 是 可 以 忽略 的 ， 这 在 以 前 随机 化 区 组 设计 中 
曾 假设 过 . 如 果 交 互 作用 确实 存在 , 则 它们 不 能 从 误差 分 量 中 分 离 出 来 ， 事实 上 , 这 个 模型 的 误 
差 项 包含 了 (тб), (80)5., (785) к 的 交互 作用 , 方差 分 析 列 在 表 5.18 H. 该 表 与 析 因 设计 类 
A, 其 误差 平方 和 加 上 区 组 平方 和 等 于 析 因 设计 的 误差 平方 和 . 我 们 用 n 个 区 组 总 和 {y..} 间 的 
平方 和 来 计算 区 组 平方 和 . 


Ж 5.18 ”随机 化 完全 区 组 中 的 二 因子 析 因 设计 的 方差 


方差 来 源 平方 和 自由 度 期 望 均 方 Fb 
区 组 ауыс 4-1 a? abo? 
k 
3 2 
А mE. - а-і HDb маа 
f 2 an Y gà 
в Eis cá ьа +200 yga 
2 пУ XC, 
AB — 1XX-1E-5S4-SSg  (a-1)b-1) e? а Man 
27 
误差 减法 (ab — 1)(n — 1) а? 
à 
总 和 DEE Vije = ai am- 1 


在 前 面 的 例子 中 , 随机 化 被 限制 在 原材料 的 同一 批 次 中 . 实际 上 , 多 种 现象 也 可 以 产生 随机 
化 约束 , 如 时 间 和 操作 员 . 例如 ， 我 们 不 能 在 一 天 内 进行 完整 的 析 因 实验 , 实验 者 可 以 在 第 一 天 
做 一 次 完全 重复 , 在 第 二 天 做 一 次 完全 重复 , 依 此 类 推 . 结果 , 每 一 天 将 作为 一 个 区 组 . 

例 5.6 工程 师 研究 提高 雷达 示波器 探测 目标 能 力 的 方法 . 她 认为 有 两 个 因子 是 重要 的 ,一 是 示波器 
内 的 背景 噪音 量 ( 即 “地 面 杂乱 回 波 ")， 二 是 显示 器 的 滤波 器 的 型 号 . 实验 者 计划 用 3 种 水 平 的 地 面 杂乱 回 
波 和 两 种 型 号 的 滤波 器 ,可 以 认为 它们 是 固定 类 型 的 因子 ， 随 机 选择 处 理 组 合 (地 面 杂 乱 回 波 水 平和 滤波 器 
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型 号 ) 进行 实验 并 引入 表示 进入 示波器 内 的 目标 的 信号 . 目标 的 亮度 逐渐 增加 直到 操作 员 能 观测 到 它 ， 作 为 
响应 变量 ， 所 检验 的 亮度 水 平 是 可 以 度量 的 。 因 为 操作 员 足 够 多 ， 所 以 总 能 选择 一 位 操作 员 ， 使 得 他 或 她 在 
示波器 上 完成 要 求 的 试验 .又 因为 操作 员 使 用 示波器 的 技巧 和 能 力 有 所 不 同 . 因此 , 可 以 将 操作 员 作为 区 组 . 
随机 选择 4 位 操作 员 ， 一 旦 操作 员 被 选 定 ,6 个 处 理 组 合 进行 的 次 序 也 被 随机 确定 . 因此 , 我 们 在 完全 随机 
化 区 组 中 进行 3x2 析 因 实验 . 数据 显示 在 表 5.19 P. 

该 实验 的 线性 模型 为 


Vijk = H+ Ti Bj 十 (TB)ij бк ек V j= 

k=1,2,3,4 
其 中 т, 表示 地 面 杂乱 回 波 效 应 ，Bj ACRUEULRERUS AC, (т) з 表示 交互 作用 ,6x AEECHURUN, са), 是 
NID(0, o?) 误差 分 最 ， 地 面 杂 乱 回 波 、 滤 波 器 型 号 以 及 交互 作用 的 平方 和 可 以 利用 通常 的 方法 计算 . 区 组 
平方 和 可 以 通过 操作 员 总 和 计算 如 F: 


22-2 NN Va Wi oL. l1 1572}? 4. (579)2 2 2 _ (2278)2 _ 
SS 区 组 一 P à Yk- e Go (872) + (579)? + (597)? + (530)2) (8300) ^ 402.17 
35.190 ”目标 探测 处 的 亮度 水 平 
1 2 3 4 
操作 员 (区 组 ) 
滤波 器 型 号 1 2 1 2 1 2 1 2 
地 物 干扰 
低 90 86 96 вм 100 92 92 в 
中 102 87 106 90 105 97 96 во 
高 114 93 112 91 108 95 98 83 


该 实验 的 完整 方差 分 析 概括 在 表 5.20 4. 表 5.20 通过 所 有 效应 的 均 方 和 除 以 均 方 误差 来 检验 它们 . 
在 1 名 水 平 上 ,地面 杂乱 回 波 和 滤波 器 型 号 都 是 显著 的 ， 而 交互 作用 仅 在 10% 的 水 平 上 显著 . 因此 我 们 得 出 
结论 : 所 用 的 地 面 杂乱 回 波 和 滤波 器 型 号 都 影响 了 操作 员 探 测 目 标的 能 力 .也 有 证 据 表明 这 些 因子 间 存在 着 
适度 的 交互 作用 
35.20 015.6 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P 
地 面 杂乱 回 波 (С) 335.58 2 167.79 15.13 0.000 3 
滤波 器 型 号 (下) 1 066.67 1 1 066.67 96.19 <0.000 1 
GF 77.08 2 38.54 3.48 0.057 3 
区 组 402.17 3 134.06 
误差 166.33 15 11.09 
总 和 2 047.83 23 


在 有 两 个 随机 化 约束 , 每 个 约束 有 p 个 水 平 的 情形 下 , 如 果 在 k 因子 析 因 设 计 中 处 理 组 合 
的 数量 精确 等 于 约束 水 平 数 , 即 p= ab: т, 则 析 因 设计 可 以 在 p x p 拉丁 方 中 进 行 . 例如 , Ж 
虑 修改 过 的 例 5.6 的 雷达 目标 探测 实验 . 实验 的 因子 包括 滤波 器 型 号 (两 个 水 平 ) 和 地 面 杂乱 回 
波 (3 个 水 平 ), 操作 员 视 为 区 组 . 现在 假定 对 时 间 有 要 求 , 每 天 只 能 做 6 次 试验 . 因而 , 日 期 成 
为 第 二 个 随机 约束 , 结果 为 6x6 拉丁 方 设计 , 如 表 5.21 Won. 在 此 表 中 , 我 们 用 小 写字 母 f; 和 
ә 分别 表示 滤波 器 型 号 的 第 i 个 水 平和 地 面 杂 乱 回 波 的 第 7 个 水 平 . 也 就 是 , ga 代表 滤波 器 
型 号 1 和 中 等 的 地 面 杂 乱 回 波 . 现在 需要 6 名 操作 员 , 而 不 是 先前 实验 的 4 个 , 因此 在 3x2 析 
因 设 计 中 的 处 理 组 合 数 恰好 等 于 约束 水 平 数 . 假定 在 该 设计 中 , 每 名 操作 员 每 天 仅 做 一 次 试验 . 
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拉丁 字母 4, B, C, D, E, Е 代表 如 下 的 3x2 析 因 处 理 组 合 : А = лд, B = fig, C = figs, 
D = fagi, E = faga, F = faga. 

6 个 拉丁 字母 间 的 5 个 自由 度 对 应 于 滤波 器 型 号 (1 个 自由 度 )、 地 面 杂 乱 回 波 (2 个 自由 
TE) 以 及 它们 的 交互 作用 (2 个 自由 度 ) 的 主 效应 , 该 设计 的 线性 统计 模型 为 


i-212,..,6 
2123 
Vikt = H + Qi + Tj + Bk + (B) jk + Or + eig : ira (5.38) 
1=1,2,...,6 
表 5.21 用 6х6 拉丁 方 进行 的 雷达 探测 实验 
操作 员 
am 1 2 3 4 5 6 


1 A(fim = 80) B(fig?— 106) C(figs = 108) D(fagi = 81) F(faga = 90) E(faga = 88) 
2 О(Ляз= 14) A(fig: = 96) B(figa = 105) F(faga = 83) E(fog: 6) D(fagı = 84) 
3 Blfig2 =102) E(fogo —90) G(foga = 95) A(figi = 92) D(fag = 85) C(fig. 
4  E(foga = 87) D(fagi = 84) A(figi = 100) B(figa = 96) С(Лөз = 110) F(fag, 
5 
6 


) 

F(foga = 93) C(fi 112) D(fogi = 92) E(faga —80) A(figi = 90) B(figa— 98) 
D(fog = 86) F(fogs —91) E(foga = 97) C(figs = 98) В(/19 = 100) A(figi = 92) 

一 Cigs 98) B(figs- 100 A(fuim = 92). 


其 中 ту 和 Bx 分 别 表示 地 面 杂乱 回 波 和 小 波 器 型 号 效应 , a; 和 0. 分 别 表示 日 期 和 操作 员 的 随 
机 化 约束 , 下 面 处 理 总 和 的 双向 表 有 助 于 计算 平方 和 : 


地 面 杂 乱 回 波 滤波 器 型 号 1 泪 波 器 型 号 2 Yj.. 


低 560 512 1 072 
中 607 528 1135 
m 646 543 1189 


PES 1813 1583 3 396- y... 
————00————— 2 з%-у 
X, 行 和 与 列 和 分 别 为 

ÍT (узы): 563 568 568 568 565 564 

ЖІ (yii): 572 579 507 530 561 557 

方差 分 析 概括 在 表 5.22 中 . 我 们 在 表 中 增加 了 一 列 来 表明 每 个 平方 和 的 自由 度 的 数目 是 如 
何 确定 的 . 
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方差 来 源 平方 和 自由 度 。 自由 度 的 一 般 公 式 均 方 Fo P 
地 面 杂乱 回 波 ,G 571.50 2 а-1 285.75 28.86 <0.0001 
WA SUE 1 469.44 1 b-1 1469.44 14843 «0.0001 

GF 126.73 2 (a — 1b — 1) 63.37 6.40 0.0071 
日 期 ( 行 ) 4.33 5 ab-1 0.87 
操作 员 ( 列 ) 428.00 5 ab—1 85.60 
误差 198.00 20 (ab — 1)(ab – 2) 9.90 


总 和 2 798.00 35 (ab)? —1 
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研究 化 学 过 程 的 产 率 . 设想 两 个 最 重要 的 变量 是 压强 与 温度 每 一 因子 选取 3 个 水 平 , 进行 有 两 次 
重复 的 析 因 实验 . 产 率 数据 如 下 : 


压强 (psig) 

вж CO) 215 230 
150 90.7 90.2 
90.6 90.4 

160 90.5 89.9 
90.6 90.1 

170 90.8 90.4 
90.9 90.1 


(а) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 用 a = 0.05. 
(b) 作出 适当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 ， 

(c) 你 将 在 什么 条 件 下 运行 这 一 生产 过 程 ? 

-位 工程 师 推测 , 金属 部 件 的 表面 光洁 度 受 进 料 速度 和 切割 深度 的 影响 ,他 选取 3 种 进 料 速度 并 随 
机 选取 4 种 切割 深度 , 这 样 , 他 实施 了 一 个 析 因 实验 并 得 出 下 述 数据 ， 


"Tm Й 切割 深度 (іп 
ЖӘНЕ (іп/ тіп) 0.15 018 £ Lx 0.25 
74 79 82 99 
0.20 64 68 88 104 
60 73 92 96 
92 98 99 104 
0.25 86 104 108 110 
88 88 95 99 
99 104 108 114 
0.30 98 99 110 11 
102 95 99 107 


(a) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 用 а = 0.05. 

(b) 作出 适当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 . 

(c) 求 在 每 种 进 料 速度 下 平均 表面 光洁 度 的 点 估计 . 

(d) 确定 (a) 中 检验 的 P dii 

对 思考 题 5.2 中 的 数据 , 对 进 料 速度 为 0.20 in/min 与 0.25 in/min 的 响应 均值 差 , 计算 其 959638. 
信 区 间 估 计 . 

Industrial Quality Control (1956, pp.5~8) 上 有 一 篇 论文 , 它 描述 了 一 个 研究 玻璃 类 型 与 荧光 粉 
类 型 对 电视 显像管 亮度 的 效应 的 实验 . 响应 变量 是 为 得 到 规定 亮度 水 平 的 电流 必需 量 (单位 : 微 安 ). 
数据 如 下 : 

(a) 有 何 证 据 表明 两 种 因子 都 影响 亮度 ? 用 a = 0.05. 

(b) 两 种 因子 有 交互 作用 吗 ? 用 о = 0.05. 

(c) 分 析 这 一 实验 的 残 差 . 
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荧光 粉 类 型 

玻璃 类 型 2 3 
280 300 290 
1 290 310 285 
285 295 290 
230 260 220 
2 235 240 225 
240 235 230 


5.5 Johnson 5j Leone (Statistics and Ezperimental Design in Engineering and the Physical 
Science, Wiley, 1977) 描述 了 一 个 研究 铜板 挠 曲 的 实验 ， 所 研究 的 两 个 因子 是 温度 和 铜板 的 含 铜 
Ж. 响应 变量 是 挠 曲 量 的 度量 .数据 如 下 : 


AAR (%) 
е 
#8 (0) 40 60 80 100 
50 17,20 16,21 24,22 28,27 
75 12, 9 18,13 1712 27,31 
100 16,12 18,21 25,23 30,23 
125 21,17 23,21 23,22 29,31 


(а) 有 证 据 表明 两 个 因子 都 影响 挠 曲 量 吗 ? 因子 之 间 有 交互 作用 吗 ? 
(b) 分 析 这 一 实验 的 残 差 ， 
(c) 作出 各 个 含 铜 最 水 平 的 平均 挠 曲 量 的 图 像 并 与 适当 尺寸 的 + 分 布 进行 比较 描述 不 同 的 含 铜 
量 水 平 对 挠 曲 量 的 效应 的 差别 . URSI IO e НТ, 那么 你 会 规定 哪 种 含 铜 量 水 平 ? 
(d) 设 使 用 钢板 的 环境 温度 不 易 控制 ， 你 会 改变 上 述 (с) 的 答案 吗 ? 
“5.6 研究 影响 合成 纤维 抗 断 强度 的 因子 ， 随 机 选取 4 台 生 产 机 器 和 3 位 操作 员 , 并 用 同一 批 产品 的 纤维 
进行 析 因 实验 .结果 如 下 : 


机 m 


操作 员 t 2 3 4 
1 109 110 108 110 
110 115 109 108 
2 110 110 111 114 
112 111 109 112 
3 116 112 114 120 
114 115 119 117 


(а) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 用 а = 0.05. 
(b) 作出 恰当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 ， 

5.7 一 位 机 械 工程 师 研究 由 钻头 压力 产生 的 推力 . 他 推测 钻 孔 速度 和 材料 的 进 料 速度 是 两 个 最 重要 的 因 
T. 随机 选取 4 种 进 料 速度 ， 并 选用 高 和 低 的 钴 孔 速度 以 代表 极端 的 操作 条 件 . 得 出 下 述 结果 , 分 
析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 用 a = 0.05. 


销 孔 速度 LLLI] 
0.015 0.030 0.045 0.060 
125 2.70 2.45 2.60 2.75 
2.78 2.49 2.72 2.86 
200 2.83 2.85 2.86 2.94 
2.86 2.80 2.87 2.88 


5.8 进行 一 个 实验 , 来 研究 操作 温度 和 3 种 荧光屏 玻璃 类 型 对 示 波 管 的 光 输出 的 影响 , 收集 到 的 数据 如 


F: 
a m 
nro 100 125 150 
580 1 090 1392 
1 568 1087 1380 
570 1085 1386 
550 1070 1328 
2 530 1035 1312 
579 1000 1299 
546 1045 867 
3 575 1053 904 
599 1 066 889 
(a) 在 分 析 中 用 о = 0.05， 交 互 作用 显著 存在 吗 ? 玻璃 类 型 或 温度 对 响应 有 影响 吗 ? 你 的 结论 是 
什么 ? 


(b) 对 于 光 输出 , 拟 合 一 个 合适 的 关于 玻璃 类 型 和 温度 的 模型 . 

(c) 分 析 该 实验 的 残 差 ， 并 讨论 你 所 考虑 的 模型 的 适合 性 ， 
5.9 考虑 思考 题 5.1 中 的 实验 , 用 合适 的 模型 拟 合 响应 数据 , 用 这 个 模型 提供 关于 过 程 操作 条 件 的 指导 . 
5.10 对 于 思考 题 5.1 的 数据 , 用 Tukey 检验 法 来 确定 压强 因子 的 哪些 水 平 有 显著 差异 . 
5.11. 进行 一 项 实验 来 确定 究 竞 是 妖 烧 温度 还 是 炉膛 位 置 会 影响 碳 极 的 烘 烧 密度 . 数据 如 下 : 


温度 (С 
m % (С) 
800 825 850 
570 1 063 565 
1 565 1 080 510 
583 1043 590 
528 988 526 
2 547 1 026 538 
521 1 004 532 


假定 不 存在 交互 作用 ， 写 出 统计 模型 ,假定 两 个 因子 都 是 固定 效应 ,进行 方差 分 析 . 能 获得 怎样 的 
结论 ? 论述 模型 的 适合 性 . 

5.12 设 所 有 因子 是 固定 的 ,对 每 单元 一 个 观测 值 的 二 因子 方差 分 析 导 出 期 望 均 方 . 

513 考虑 下 述 二 因子 析 因 实 验 的 数据 .分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 , 对 非 可 加 性 进行 检验 . 用 a = 0.05. 


5 NAF 
行 因子 列 因 子 
1 2 3 4 
1 36 39 36 32 
2 18 20 22 20 
3 30 37 33 . 34 


5.14. 设想 一 种 粘 合剂 的 抗 剪 强度 受 应 用 压强 和 温度 的 影响 ， 设 两 个 因子 都 是 固定 的 ， 进 行 析 因 实 验 ， 分 
析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 对 非 可 加 性 进行 检验 . 


压强 (Ibin?) 3 (0) 
250 260 270 
120 9.60 11.28 9.00 
130 9.69 1010 9.57 
140 8.43 11.01 9.03 


150 9.98 10.44 9.80 
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*5.15 考虑 三 因子 模型 


i-L2.-,a 
Vijk =H + Ti + Bj +Y + G8) + (87) jx + Eijk j=1,2..,b 
k=1,2 ,0 


注意 仅 有 一 次 重复 , 假定 所 有 因子 都 是 固定 的 ， 写 出 方差 分 析 表 ， 包 括 期 望 均 方 . 为 了 检验 假设 , 你 
用 什么 作为 “实验 误差 "? 

516 研究 对 纸张 强度 有 影响 的 因子 ， 它 们 是 : 纸浆 中 硬木 浓度 的 百分率 、 容 器 的 压强 以 及 煮 桨 时 间 ， 选 
取 3 个 硬木 浓度 水 平 、3 个 压强 水 平 、 两 个 煮 浆 时 间 ， 所 有 的 因子 都 看 作 是 固定 效应 ,进行 有 两 次 
重复 的 析 因 实验 , 得 出 下 列 数 据 ， 


硬木 浓度 AORIM TE] 3 小 时 ЖЫНЫ 4 小 时 
百分率 压强 压强 
400 500 650 400 500 600 
2 196.6 197.7 199.8 198.4 199.6 200.6 
196.0 196.0 199.4 198.6 200.4 200.9 
4 198.5 196.0 198.4 197.5 198.7 199.6 
197.2 196.9 197.6 198.1 198.0 199.0 
8 197.5 195.6 197.4 197.6 197.0 198.5 


196.6 196.2 198.1 198.4 197.8 199.8 

--------- 54 1918 198 — 
(a) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 , 用 a = 0.05. 
(b) 作出 恰当 的 残 差 图 并 论述 模型 的 适合 性 . 
(c) 你 会 在 哪 组 条 件 下 进行 生产 ? 为 什么 ? 

"5.17 纺织 厂 的 质量 控制 部 门 研究 几 个 对 用 来 做 男 士 衬衫 的 棉花 -合成 纤维 混纺 布 的 染色 有 效应 的 因子 
选取 3 名 操作 工 、3 种 循环 时 间 、 两 种 温度 ， 以 及 在 每 组 条 件 下 着 色 布 的 3 个 小 样品 将 成 品 与 标 
准 进 行 比较 并 打分 ,结果 如 下 . 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 论述 模型 的 适合 性 . 


mom 


300 'C 350 C 

循环 时 间 操作 工 操作 工 
1 2 3 1 2 3 
23 27 31 24 38 34 
40 24 28 32 23 36 36 
25 26 29 28 35 39 
36 34 33 37 34 34 
50 35 38 34 39 38 36 
36 39 35 35 36 31 
28 35 26 26 36 28 
60 24 35 27 29 37 26 
27 34 25 25 34 24 


518 在 思考 题 5.1 中 , 当 任意 两 种 压强 产生 的 真实 均 差 大 于 0.5 时 ， 要 以 高 概率 拒绝 零 假设 ， 如 果 产 率 
的 标准 差 的 一 个 合理 的 先 验 估计 是 0.1, 应 该 进行 多 少 次 重复 ? 
5.19 研究 化 学 过 程 中 的 产 率 . 感 兴趣 的 两 个 因子 是 温度 和 压强 .每 个 因子 选择 3 个 水 平 , 但 是 一 天 只 能 


57 = # 169 


进行 9 次 试验 ， 实 验 者 每 天 进行 一 次 设计 的 完全 重复 . 得 到 下 表 的 数据 .假定 一 天 就 是 一 个 区 组 ， 


分 析 这 些 数据 - 
第 一 天 压强 第 二 天 压强 
温度 250 260 270 250 260 270 
低 86.3 84.0 85.8 86.1 85.2 87.3 
中 88.5 87.3 89.0 89.4 89.9 90.3 
m 89.1 90.2 91.3 91.7 93.2 93.7 


5.20 考虑 思考 题 5.5 中 的 数据 , 分 析 这 些 数据 , 假定 重复 就 是 区 组 . 

*5.21 考虑 思考 题 5.6 中 的 数据 , 分 析 这 些 数据 , 假定 重复 就 是 区 组 . 

*5.22 在 Journal of Testing and Evaluation (Vol. 16. no. 2, pp. 508~515) 上 有 篇 论文 , 研究 了 循环 
荷载 和 环境 条 件 在 22 MPa 压力 下 对 某 种 物质 的 疲劳 弄 纹 增长 的 影响 , 该 实验 的 数据 如 下 (响应 变 


量 是 裂纹 增长 率 ); 
(а) 分 析 这 个 实验 中 的 数据 . 用 а 0.05. 
(b) 分 析 残 差 
(c) 用 In(y) 作为 响应 变量 ,重复 (а) 和 (b) 中 的 分 析 . 并 论述 这 个 结果 . 
ян 
nm pz * ЖЖ 
2.29 2.06 1.90 
10 2.47 2.05 1.93 
2.48 2.23 1.75 
2.12 2.03 2.06 
2.65 3.20 3.10 
1 2.68 3.18 3.24 
2.06 3.96 3.98 
2.38 3.64 3.24 
2.24 11.00 9.96 
0.1 2.71 11.00 10.01 
2.81 9.06 9.36 
2.08 11.30 10.40 


5.23 在 IEEE Transactions on Electron Devices (Nov. 1986, pp. 1754) 有 篇 文章 , 描述 了 对 多 晶 硅 
PREHR. 下 表 所 示 的 实验 是 他 们 研究 的 一 种 变形 ， 响 应 变量 是 基 极 电流 . 


db (ions) UEBER CC) 
900 950 1000 
1 x 1020 4.60 10.15 11.01 
4.40 10.20 10.58 
2 х 1020 3.20 9.38 10.81 
3.50 10.02 10.60 


(а) ЖЭСИНЕ Е d RE NERA AAEE XE ИДЕ? 
(b) 借助 图 形 解释 这 个 实验 . 
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(c) 分 析 残 差 并 论述 模型 的 适合 性 . 
(d) 这 个 实验 支持 模型 y = Во + B81z2 + Baza + 82222 + B12z152 +e 吗 ? 其 中 , zl AREE 
水 平 , z2 代表 温度 . 估计 这 个 模型 的 参数 并 作出 响应 曲面 . 
5.24 研究 两 种 不 同 品牌 的 电池 在 3 种 不 同 电器 装置 (收音 机 、 照 相机、 移动 DVD 播放 机 ) 中 的 使 用 寿 
命 (单位 : 小 时 ) 进行 一 个 完全 随机 的 二 因子 析 因 实 验 ， 得 出 以 下 数据 : 


TERE 

Eae ЖЕН. [77 DVD ІІ 
A 8.6 7.9 5.4 
8.2 8.4 5.7 
B 9.4 8.5 5.8 
8.8 8.9 5.9 


(a) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 (用 а=0.05). 
(b) 用 残 差 图 研究 模型 的 适合 性 ， 
(c) 你 会 推荐 哪 种 品牌 的 电池 ? 
5.25 最 近 我 新 买 了 一 些 高 尔 夫 球 棱 , 相信 它们 会 有 助 于 提高 我 的 成 绩 ， 下 面 是 我 在 3 个 不 同 的 高 尔 夫 球 
场 分 别 用 新 的 和 旧 的 球 棱 打 出 的 3 轮 得 分 . 


LINE] 


Бі 


Ahwatukee Karsten Foothills 
旧 的 90 91 88 
87 93 86 
86 90 90 
新 的 88 90 86 
87 91 85 
85 88 88 


(а) 取 a=0.05, 进行 方差 分 析 , 你 能 得 出 什么 样 的 结论 ? 
(b) 用 残 差 图 研究 模型 的 适合 性 . 

5.26 制造 洗 漆 用 品 的 厂商 要 研究 新 款 去 污 剂 的 功效 . 把 新 款 去 污 剂 和 旧 款 去 污 剂 用 在 有 西红柿 污 点 的 棉 
布 测试 物 上 进行 析 因 试验 ， 其 他 因子 是 测试 物 清洗 次 数 (1 次 或 2 次 ) 和 是 否 要 借助 清洁 辅助 物 . 
响应 变量 是 在 清洁 后 布料 上 残留 污点 的 痕迹 (12 是 最 深 , 0 是 最 浅 )， 数 据 如 下 表 ， 


清洗 次 数 清洗 次 数 
1 2 
配方 辅助 物 辅助 物 
是 Ж 是 ж 
新 6,5 6,5 3,2 41 
ІН 10,9 11,11 10,9 9,10 


(a) Ж a=0.05, 进行 方差 分 析 , 你 能 得 出 什么 样 的 结论 ? 
(b) 用 残 差 图 研究 模型 的 适合 性 . 


第 6 章 2* 析 因 设计 


本 章 纲要 
6.1 引言 第 6 章 补充 材料 
62 22 设计 S61 ”因子 效应 估计 是 最 小 二 乘 估计 
6.3 23 设计 562 ”计算 因子 效应 的 Yates 方法 
64 一 般 的 2* 设计 S6.3 ”方差 对 照 的 一 点 注解 
6.5 2* 设计 的 单 次 重复 564 ”预测 响应 的 方差 
6.6 ”附加 中 心 点 的 2* 设计 S6.5 ”用 残 差 识别 分 散 效 应 
бт ”使 用 规范 化 设计 变量 的 理由 S6.6 ”中 心 点 对 析 因 点 的 重复 的 比较 


8S6.7_ 用 上 检验 进行 “ 纯 二 次 ”弯曲 性 的 检验 


6.1 引 言 


析 因 设计 广泛 应 用 于 涉及 多 因子 的 实验 , 所 以 有 必要 去 研究 这 些 因子 对 响应 的 联合 效应 . 第 
5 章 提出 了 析 因 设计 分 析 的 一 般 方法 ， 然 而 , 一 般 析 因 设计 有 几 种 特殊 情况 很 重要 , 因为 它们 广 
泛 应 用 于 研究 工作 , 并 且 它们 也 是 其 他 一 些 有 重要 实践 价值 的 设计 的 基础 ， 

这 些 特殊 情况 中 最 重要 的 一 种 是 , 有 k 个 因子 , 每 个 因子 仅 有 两 个 水 平 , 这 些 水 平 可 以 是 定 
量 的 , 例如 是 两 个 温度 、 两 个 压强 或 者 两 个 时 间 的 值 ; 也 可 以 是 定性 的 , 例如 两 台 机 器 、 两 位 操作 
员 、 一 个 因子 的 “高” 水 平和 “ 低 ”水 平 或 者 一 个 因子 的 出 现 和 不 出 现 . 这 类 设计 的 一 个 完全 的 
重复 需要 2x2x .… x2=2* 个 观测 值 并 称 之 为 2& 析 因 设计 . 

本 章 重点 关注 这 一 类 极为 重要 的 设计 . 本 章 假定 : (1) 因子 是 固定 的 ; (2) 设计 是 完全 随机 化 
的 ; (3) 满足 通常 的 正 态 性 假定 . 

在 实验 工作 的 早期 阶段 , 可 能 有 很 多 因子 需要 研究 时 , 2* 设计 就 特别 有 用 ， 它 只 需 最 少 的 
实验 次 数 就 可 以 研究 完全 析 因 设计 的 个 因子 ， 因 此 ,这些 设计 可 以 广泛 地 用 于 因子 筛选 实 
验 (factor screening experiment). 

因为 每 一 个 因子 仅 有 两 个 水 平 , 所 以 我 们 假定 响应 在 所 选 的 因子 水 平 范围 内 是 近似 线性 的 . 
在 许多 因子 筛选 实验 中 ， 当 我 们 开始 研究 过 程 或 系统 时 , 这 通常 是 一 个 合理 的 假定 ，6.6 节 将 给 
出 一 个 用 于 检验 这 一 假定 的 简单 方法 , 并 讨论 一 旦 违背 它 将 会 发 生 什 么 情况 . 


6.2 22 设计 


2* 序列 的 第 一 个 设计 是 仅 有 两 个 因子 (比如 4 与 B), 每 一 因子 都 有 两 个 水 平 的 设计 . 这 种 
设计 叫做 2? 析 因 设 计 . 因子 的 水 平 可 以 任意 叫做 “ 低 ” 和 “高 ". 例如 , 研究 一 个 化 学 过 程 中 反应 
物 浓度 和 催化 剂量 对 于 转化 作用 ( 产 率 ) 的 效应 , 实验 的 目标 是 确定 对 这 5 个 因子 中 的 任 一 个 进 
行 的 调整 是 否 提高 了 产 率 . 设 反应 物 浓度 是 因子 А, 它 的 两 个 水 平 是 15% 和 25%. 催化 剂 是 因 
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f B, 用 2 磅 催化 剂 表示 高 水 平 , 仅 用 1 磅 , 表示 低 水 平 重复 3 次 , 因此 要 进行 12 次 试验 . 试 
验 的 次 序 是 随机 的 , 所 以 这 是 一 个 完全 随机 化 实验 , 得 到 的 数据 如 下 : 


因子 ER 


А B 处 理 组 合 I I ІШ Bn 
- - A Á&,B 低 28 25 27 80 
* - A W,B f& 36 32 32 100 
= + AIKB E 18 19 23 60 
+ + ABB 31 30 29 90 


此 设计 的 4 个 处 理 组 合 如 图 6.1 所 示 ， 为 方便 起 见 , 因子 的 效应 用 大 写 拉丁 字母 表示 ， 这 
样 ,“4” 就 表示 因子 A 的 效应 ,“B” 就 表示 因子 В 的 效应 , "AB" 就 表示 AB. 的 交互 作用 . 在 
2? 设计 中 , A 与 B 的 低 水 平 与 高 水 平分 别 在 4 轴 与 ВЯ ЕЦ “-” Ж "^ 表示 . 于 是 , 4 轴 
上 的 “一 ”代表 浓度 的 低 水 平 (15%)，“+” 代 表 浓度 的 高 水 平 (25%); 而 B 轴 上 的 “一 ” 代表 催 
化 剂 的 低 水 平 , “+” 表 示 催化 剂 的 高 水 平 . 
b=60 ab-90. 


(18+19+23) 31430520! 
WOW) + : B 


催化 剂量 ,也 


16099) 一 
(1)-80 а-100 
(а--25--27) (36+32+32) 


一 十 
低 (15%) (25%) 


反应 物 浓度 , А 
图 6.1 22 设计 的 处 理 组 合 


该 设计 中 的 4 种 处 理 组 合 通常 用 小 写字 母 表示 , 如 图 6.1 所 示 . 从 图 中 看 出 , 处 理 组 合 中 任 
一 因子 的 高 水 平 可 以 用 对 应 的 小 写字 母 表示 ， 而 处 理 组 合 中 任 一 因子 的 低 水 平 用 不 写 出 对 应 的 
字母 的 方式 来 表示 . 这 样 , a 代表 А ARKE, B 为 低 水 平 的 处 理 组 合 , 5 代表 4 为 低 水 平 B 
为 高 水 平 的 处 理 组 合 , ab 代表 两 个 因子 都 是 高 水 平 的 处 理 组 合 . 为 方便 起 见 , (1) 通常 表示 两 个 
因子 都 是 低 水 平 的 . 这 种 记 法 通用 于 2* 序列 . 

在 二 水 平 析 因 设 计 中 ， 一 个 因子 的 平均 效应 定义 为 那个 因子 的 水 平 变 化 产生 的 响应 变化 在 
另 一 因子 的 水 平 上 取 平 均值 .还 有 , 记号 (1), a,b, ab 现在 代表 那 一 处 理 组 合 取 n 次 重复 的 总 和 ， 
如 图 6.1 所 说 明 的 那样 . 现在 , A 在 B 的 低 水 平 上 的 效应 为 la — Q))/n. A Æ B 的 高 水 平 上 
的 效应 为 [ab — b]/n.. 取 这 两 个 量 的 平均 值得 A 的 主 效应 为 ; 


A- ge - e la- QD = tse a -0 (1) (6.1) 
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B 的 平均 主 效应 由 B 在 А 的 低 水 平 上 的 效应 ( 即 , [6 — (1)]/n) 和 B 在 A 的 高 水 平 上 的 
效应 (ШІ, [ab 一 a]/n) 求 得 : 


B = gab - a) + b- (О) = zlab +b- (0) (6.2) 


交互 作用 效应 AB 定义 为 4 在 В 的 高 水 平 上 的 效应 与 4 在 В 的 低 水 平 上 的 效应 之 差 的 
平均 值 . 于 是 得 


AB = g- ([àb - t] - [a = (1))} = g,lab- (1) - a - i] (6.3) 


也 可 以 定义 AB 为 B А 的 高 水 平 上 的 效应 和 В 在 A 的 低 水 平 上 的 效应 之 差 的 平均 值 . 这 
样 定义 也 可 以 得 出 (6.3) Ж. 

A, B, AB 的 效应 的 计算 公式 也 可 以 用 另 一 方法 推导 出 来 ，4 的 效应 可 以 由 图 6.1 中 的 正 
方形 右边 的 两 个 处 理 组 合 的 平均 响应 ( 称 之 为 平均 值 ga+ ,因为 它 是 在 4 的 高 水 平 处 的 处 理 组 
合 的 平均 响应 ) 和 左边 的 两 个 处 理 组 合 的 平均 响应 ( 即 54- ) 的 差 而 求 得 . 也 就 是 说 ， 


A= as — la- = 25а. HO Ii Z faba - 6 - (1)) 
这 和 (6.1) 式 的 结果 完全 相同 , B 的 效应 , Вр (6.2) R, 可 以 由 正方 形 上 方 两 个 处 理 组 合 的 平均 
值 (Up) 和 正方 形 下 方 两 个 处 理 组 合 的 平均 值 (Ys- ) 的 差 而 求 得 , B 


ср рр с ЖЬ а+() 1 加 
В = ўв+ - ÜB- = -zn m = gg ob t b-a- (1)] 


最 后 , 交互 作用 效应 АВ 是 正方 形 右 至 左 对 角 线 上 的 处 理 组 合 [ab 与 (1)] 的 平均 值 减 去 左 至 右 
对 角 线 上 的 处 理 组 合 (a 与 Б) 的 平均 值 , 即 


ab + (1) atb 


АВ- == m gh 0) - a - 
这 与 (6.3) ЖЕ. 
用 图 6.1 的 数据 , 估计 平均 效应 为 
A= aea 60 — 80) = 8.33 
B= as (90 -- 60 — 100 — 80) — —5.00 


AB- ЕШ + 80 — 100- 60) = 1.67 


А 的 效应 (反应 物 浓度 ) 是 正 的 , 这 表明 它 是 递增 的 ，4 从 低 水 平 (15%) MERKE (25%) 将 
增加 产 率 . B 的 效应 (催化 剂 ) 是 负 的 , 这 表明 在 生产 过 程 中 增加 催化 剂 的 量 会 降低 产 率 . 相对 
于 两 个 主 效应 说 来 , 交互 作用 效应 显得 较 小 . 

在 很 多 涉及 2* 设计 的 实验 中 , 我 们 将 考察 因子 效应 的 大 小 (magnitude) 和 方向 (direction)， 
以 便 确 定 哪些 变量 可 能 是 重要 的 , 方差 分 析 一 般 可 用 来 证 明 这 一 点 . 在 建立 和 分 析 2* 设计 的 过 
程 中 , 有 一 些 非常 优秀 的 统计 软件 包 很 有 用 . 同时 , 也 有 一 些 特殊 的 简便 方法 用 来 计算 方差 分 析 . 


14 第 6 章 2 析 因 设计 


考虑 A, B, AB 的 平方 和 . 由 (6.1) 式 可 得 到 一 个 用 来 估计 А 的 对 照 , 即 

XIRA —ab--a—b— (1) (6.4) 

通常 称 此 对 照 为 4 的 总 效应 . 由 (6.2) RI (6.3) 式 可 以 看 出 ， 类 似 的 对 照 亦 用 在 估计 В 和 估 

计 AB 中 , 而 且 这 3 个 对 照 是 正 交 的 , 任 一 对 照 的 平方 和 可 用 (3.29) 式 来 计算 , 即 对 照 的 平方 

和 等 于 对 照 的 平方 除 以 对 照 中 的 观测 值 的 总 个 数 乘 对 照 系数 的 平方 和 , 因此 有 
[ab + a — b — (D? 


SSa = (6.5) 
4n 
[ab + b- a – (Df? 
8$, = M LÁ (6.6) 
2 
sos NECI а a-b) (т 
它们 分 别 是 A, B, AB 的 平方 和 . 
用 图 6.1 的 数据 , 由 (6.5) 式 、(6.6) 式 和 (6.7) 式 求 得 平方 和 为 
_ (50)? _ 
S54 y = 20838 
(-30? ag ң 
88-21 y 57540 (6.8) 
(10) 
S845 = 28у = 833 
用 通常 的 方法 求 得 总 平方 和 , 即 
у? 
XY Va 5 (6.9) 
M AES 
一 般 地 ,SSr 有 An — 1 个 自由 度 . 误差 平方 和 有 4(n — 1) 个 自由 度 , 用 减法 算得 为 
856 = 88r – 854 — SSB - 554в (6.10) 


对 于 图 6.1 的 实验 , 用 (6.8) 式 的 554, SSp, SSAp 得 


= > X È Ик 一 p 9 398.00 — 9 075.00 = 323.00 
as 4(3) 
SSe = 85т — $84 — 85в — SSAB = 323.00 — 208.33 — 75.00 — 8.33 = 31.34 
完整 的 方差 分 析 概括 在 表 0.1 中 . 根据 P 值 , 我 们 得 出 结论 : 两 个 主 效应 在 统计 上 是 显著 的 , 而 

因子 间 没 有 交互 作用 . 这 一 点 肯定 了 我 们 原先 根据 因子 效应 的 大 小 对 数据 所 作 的 解释 . 


表 6.1 图 6.1 中 的 实验 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo РА 
А 208.33 1 208.33 53.15 0.000 1 
B 75.00 1 75.00 1913 0.002 4 
AB 8.33 1 8.33 2.13 0.182 6 
误差 31.34 8 3.92 


总 和 323.00 1 
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按 顺序 (1), a, b, ab 写 出 处 理 组 合 常常 很 方便 . 称 这 一 顺序 为 标准 顺序 (或 由 Frank Yates 提 
出 的 Yates 顺序 ). 用 标准 顺序 , 得 出 用 来 估计 效应 的 对 照 系数 是 


效应 а) а b а 
A: -1 +1 -1 +1 
B: -1 -1 +1 + 

AB: +1 -1 -1 +1 


注意 , 估计 交互 作用 效应 的 对 照 系数 恰 是 两 个 主 效 应 对 应 的 系数 的 乘积 . 对 照 系数 不 是 +1 就 
Æ- 1, 如 表 6.2 列 出 的 加 和 减 符号 表 , 可 用 来 确定 每 一 种 处 理 组 合 的 固有 符号 . 表 6.2 各 列 
的 开头 是 主 效应 (A 和 B). AB 交互 作用 和 I 代表 了 整个 实验 的 总 和 或 平均 值 ). 注意 , 对 
应 于 I 的 那 一 列 只 有 加 号 , 行 的 命名 符号 是 处 理 组 合 . 为 求 出 用 来 估计 任 一 效应 的 对 照 , 只 要 
用 处 理 组 合 乘 以 表 中 相应 于 该 效应 的 列 的 对 应 符号 并 加 起 来 即 可 , 例如 , 要 估计 A, 其 对 照 是 
—(1) t a — b+ ab, 5j (6.1) 式 所 得 到 的 一 致 . 效应 A, B, AB 的 对 照 是正 交 的 . 所 以 ，22{( 乃 至 
所 有 的 28 设计 ) 是 正 交 设计 . 


表 6.2 ЖИ 2? 设计 的 效应 的 代数 符号 


析 因 效应 
处 理 组 合 I A B AB 
(1) 十 - - * 
a * * - - 
b * - * - 
ab 十 十 十 十 
1. 回归 模型 


在 2* 析 因 设计 中 , 利用 回归 模型 表达 实验 的 结果 是 比较 容易 的 ,因为 2* 仅 是 一 个 析 因 设 
ЎР, 我 们 既 可 以 用 效应 模型 , 也 可 以 用 均值 模型 , 但 是 回归 模型 方法 更 加 自然 和 直接 . 对 于 图 6.1 
的 化 学 过 程 实验 , 回归 模型 是 
у = Po + firi + faxa +E 
其 中 zl 是 代表 反应 物 浓度 的 规范 变量 , r 是 代表 催化 剂量 的 规范 变量 , 8 是 回归 系数 . 自然 变 
量 , 即 反应 物 浓度 和 催化 剂量 , 与 规范 变量 之 间 的 关系 是 


a, 二 HE 一 (ME w + RIE a)/2 
ORR .-HUE.A — 


催化 剂 — (催化 剂 十 催化剂 )/2 
(催化 剂 - 催化 剂 )/2 


当 自然 变量 仅 有 两 个 水 平时 , 这 种 规范 化 对 规范 变量 的 水 平 产生 熟悉 的 士 1 记号 . 用 我 们 的 
例子 说 明 这 一 点 , 有 


t= 


. WIE- (15 +25)/2 ЖШ-20 


T= 


(25 —15)/2 5 
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这 样 一 来 , 当 浓度 处 于 高 水 平 (浓度 =25%) 时 , 则 as = + 当 浓度 处 于 低 水 平 (浓度 —1590) 
В, 则 zl = —1. X, 
à _ МЫН - (1 + 2)/2 _ 催化 剂 - 15 


Fa Q-1/2 ^ 05 


当 催化 剂 处 于 高 水 平 (催化 剂 =2 BP) M, r2 = +1; 当 催化 剂 处 于 低 水 平 (催化 剂 —1 


磅 ) 时 , т2--і1. 
: -5.00 
$-2754 (88)« * ( 5 Jaa 


拟 合 回归 模型 是 
其 中 , REENA 12 个 观测 值 的 总 平均 值 , 回归 系数 房 和 0, 是 相应 因子 效应 估计 量 的 一 半 ， 
回归 系数 是 效应 估计 量 的 一 半 的 理由 是 , 回归 系数 度量 z 上 的 一 个 单位 的 变化 在 y 的 均值 上 的 
效应 , 而 效应 估计 量 是 建立 在 两 个 单位 变化 (从 一 1 到 +1) 的 基础 上 的 . 估计 回归 系数 的 简单 
方法 是 进行 最 小 二 楼 参数 估计 . 见 本 章 的 补充 材料 . 


2. 残 差 与 模型 适合 性 
该 回归 模型 可 用 来 产生 y 在 本 设计 中 的 4 个 点 处 的 预测 与 拟 合 值 . 例如 , 当 反 应 物 浓度 处 
于 低 水 平 (zi = —1) 以 及 催化 剂 处 于 低 水 平 (za = —1) 时 , 预测 值 是 


=27.5+ (88) + (38)o» = 25.835 


在 此 处 理 组 合 处 有 3 个 观测 值 , 其 残 差 是 
бі = 28 — 25.835 = 2.165, ез = 25 — 25.835 = —0.835, ea = 27 — 25.835 = 1.165 


同 理 , 可 计算 其 余 的 预测 值 和 残 差 . 对 反应 物 浓度 处 于 高 水 平 而 催化 剂 处 于 低 水 平时 , 有 


iens. (52 [m E (71) = 34.165 


ea = 36 — 34.165 = 1.835, es = 32 — 34.165 = —2.165, ев = 32 — 34.165 = —2.165 
对 反应 物 浓度 的 低 水 平和 催化 剂 的 高 水 平 , 有 


-5 
0=275+ (528 CD+ (2500 


(+1) = 20.835 


€r = 18 — 20.835 = —2.835, es = 19 — 20.835 = —1.835, eg = 23 — 20.835 = 2.165 
最 后 , 对 两 个 因子 的 高 水 平 , 有 


9=27.5+ (学 C1 (2599) л) = 29.165 


2 
610 = 31 — 29.165 = 1.835, ец = 30 — 29.165 = 0.835, e12 = 29 — 29.165 = —0.165 


图 6.2 给 出 了 这 些 残 差 的 正 态 概率 图 以 及 残 差 与 产 率 预测 值 的 关系 图 这 些 图 形 是 令 人 满 
意 的 , 所 以 , 没有 理由 怀疑 我 们 的 结论 的 有 效 性 . 
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2.167| 
Қ 1.333| 
0,500] 
z А 
rai goa] 
lal 一 1.167| 
-2.000- х 
1 n 1 1 1 1 i 2,833 1 1 1 1 1 n 1 
-2.833--2.000 2.167-0.333 0.500 1.333 2.167 20.83 23.06 25.28 27.50 29.72 31.94 34.17. 
Ax 预测 产 率 
(a) 正 态 概率 图 (b) 残 差 与 预测 产 率 的 关系 图 


图 6.2 ”化 学 过 程 实验 的 残 差 图 


3. 响应 曲面 
回归 模型 


" Ж 
ӯ= 275+ (ашуы 4 ( 50), 


可 以 用 于 生成 响应 曲面 图 , 如 果 要 求 用 自然 因子 水 平 作 图 , 则 可 以 简单 地 将 早先 得 到 的 自然 和 规 
范 变 量 之 间 的 关系 代入 回归 模型 , 有 


25975 (8:33) (WI – 20 —5.00 [催化 剂 一 1.5 
ica (E) (кан) (аи) (aa) 
= 18.33 + 0.833 3 浓度 — 5.00 催 化 剂 


图 6.3a 给 出 了 该 模型 的 产 率 的 三 维 响应 曲面 图 , 图 6.3b 是 等 高 线 图 . 因为 模型 是 一 阶 的 (也 
就 是 , 它 只 包含 主 效 应 ), 拟 合 的 响应 曲面 是 一 个 平面 . 通过 检查 等 高 线 图 , 可 以 看 到 产 率 可 以 随 
着 反应 物 浓度 的 增加 而 提高 , 随 着 催化 剂量 的 减少 而 提高 , 通常 , 我 们 通过 该 拟 合 的 曲面 来 确定 
一 个 过 程 的 潜在 改进 方向 . 一 个 被 称 为 最 速 上 升 法 的 正规 方法 将 在 系统 地 研究 响应 曲面 的 第 11 
章 中 介绍 . 


2.000 
тавр, 
Е 
ж 
ЕЗІ 
Li 
1333 
" 1467 
f 00 0% 
2 1.000 
1000 500. gs 15.00 16.67 1823 20.00 21.67 23.33 25.00 
反应 物 浓度 
[DEI (b) 等 高 线 图 


图 6.3 ”化 学 过 程 实验 的 产 率 响应 曲面 图 与 等 高 线 图 
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6.3 2? 设计 


HA 3 个 因子 , A, B,C, 每 一 因子 有 两 个 水 平 . 此 设计 叫做 23 析 因 设 计 . 现在 , 如 图 6.4a 
BUR, 在 一 个 立方 体 上 显示 出 8 个 处 理 组 合 . 用 “-” 和 “+” 的 记号 分 别 代 表 因子 的 低 水 平和 高 
ЖҰ, 我 们 在 图 6.5b 中 列 出 2 设计 的 8 个 实验 ， 有 时 我 们 称 为 设计 和 矩阵， 推广 6.2 节 所 用 的 
记号 , 将 处 理 组 合 依 标准 顺序 写 为 (1)，a, b, ab, c, ac, be, abc. 这 些 符号 亦 代表 在 所 指定 的 处 理 组 
合 上 的 n 个 观测 值 的 总 和 . 


al 


因子 
8 c 
= 
i 
; 
н 


жатта 


СЕТТЕ 


+ 
+ 
+ 


(а) 几何 观点 (b) 设计 和 矩阵 
图 6.4 29 析 因 设计 
实际 上 有 3 种 不 同 的 记号 广泛 应 用 于 2* 设计 的 实验 中 . 首先 是 “+” 与 “-” 记号, 常 称 之 
为 几何 记号 (geometric notation)， 其 次 是 用 小 写字 母 表示 处 理 组 合 . 最 后 , 用 记号 1 和 0 分 别 
表示 因子 的 高 水 平和 低 水 平 , 以 代替 “+” 和 “~-”. 对 于 23 设计 , 这 些 不 同 的 记号 说 明 如 下 : 
—M———————————————————————— 


ЕГІ А B С 标签 A B с 
1 - - - (1) 0 0 
2 + - - a 1 0 0 
3 = m ж b 0 1 0 
4 + e ы ab 1 1 0 
5 е4 ж. * c 0 0 t 
6 ж P? + ac 1 0 H 
Т = + Ж bc 0 1 1 
8 + + a2 abc 1 1 1 


2? 设计 的 8 个 处 理 组 合 间 有 7 个 自由 度 . 3 个 自由 度 和 A, B,C 的 主 效应 有 关 . 4 个 自由 
度 与 交互 作用 有 关 : AB, AC, BC 各 有 1 个 , ABC 有 1 М. 

考虑 估计 主 效应 , 首先 考虑 估计 主 效应 A. 25 B 与 C 处 于 低 水 平时 , 4 的 效应 是 [a 一 (1)]/n. 
同 理 , 当 B 处 于 高 水 平 、C 处 于 低 水 平时 , А 的 效应 是 [ab — b]/n. 4 C. 处 于 高 水 平 、B 处 于 
低 水 平时 , А 的 效应 是 [ac - c]/n. 最 后 , 当 В 和 С 都 处 于 高 水 平时 , А 的 效应 是 [abc — г/л. 
这 样 一 来 , 4 的 平均 效应 正 是 这 4 个 效应 的 平均 值 , 即 


1 
A= gla — (1) + ab— b+ ac — c + abe — be) (6.11) 
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此 式 也 可 以 用 图 6.5a 的 立方 体 右边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 (其 中 A 处 于 高 水 平 ) 和 左边 一 
面 的 4 个 处 理 组 合 (其 中 A 处 于 低 水 平 ) 之 间 的 对 照 推导 出 来 . 也 就 是 说 , 4 效应 恰好 是 A 处 
于 高 水 平时 4 个 试验 的 平均 值 (54+ ) 减 去 А 处 于 低 水 平时 4 个 试验 的 平均 值 (7a- ), ШІ 


а+аһ+ас+ abc — (1) c b-F c-r bc 
4n dn. 


А = бах -9a- = 
此 式 可 以 重新 排 为 
A- as la + ab+ ac+ abo = (1) = b= c ~= bd 
ÈH (6.11) 式 相同 . 


同 理 , B 的 效应 是 立方 体 前 边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 平均 值 和 后 边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 
平均 值 之 差 , 即 


Біфісінее шыға bc + abc — (1) - a — e — ac] (6.12) 


С 的 效应 是 立方 体 上 边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 平均 值 和 下 边 一 面 的 4 个 处 理 组 合 的 平均 值 之 
差 , 即 
= фо = gue ae be abe — (1) ~ a — b al] (6.13) 


ABC 
(о 三 因子 交互 作用 


图 6.5 25 设计 中 对 应 于 主 效应 和 交互 作用 的 对 照 的 几何 表示 


二 因子 交互 作用 效应 容易 计算 出 来 ， AB 交互 作用 的 一 种 度量 是 А 在 В 的 两 个 水 平 上 的 
平均 效应 之 差 . 为 方便 起 见 , 称 此 差 的 一 半 为 АВ 交互 作用 . 用 符号 表示 为 ， 
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B А 的 平均 效应 


PIS (abc — w 2 (ab — b)] 


EO) (CEREO 


[abc — bc + ab — b — ac +c — a + (1)) 


Ж 2n 
因为 AB 交互 作用 是 此 差 的 一 半 , 所 以 
дс Bate c ый) (614) 
(6.14) 式 可 写 为 ; 
AB= Wt+abtet(l) be+b+ac+a 


4n 4n 
从 这 种 形式 容易 看 出 , AB 交互 作用 就 是 图 6.5b 的 立方 体 中 在 两 个 对 角 面 上 的 试验 的 平均 值 之 
Ж. 同 理 并 参考 图 6.5b, 得 AC 和 BC 交互 作用 分 别 是 


AC - 10) -a+ b- ab — c- ac — be 4- abc] (615) 


BC = i-(0) +a = b— ab — c — ac + be + abc] (6.16) 
ABC 交互 作用 定义 为 AB YE C 的 两 个 不 同 水 平 上 的 交互 作用 之 差 的 平均 值 . 于 是 ， 
АВС = E ate - b — [ac — e] — [ab — 0] + [a — (1))} 


= аре - be ac +c- ab+b+ a- (1)] (6.17) 


和 前 面 一 样 , 可 以 把 АВС 交互 作用 看 作为 两 个 平均 值 之 差 ， 如 果 把 两 个 平均 值 中 的 试验 分 离 
为 两 组 , 那么, 它们 就 是 图 6.50 的 立方 体 中 的 两 个 四 面体 的 顶点 . 

在 (6.11) 式 至 (6.17) 式 中 , 方 括号 中 的 量 是 处 理 组 合 的 对 照 一 张 加 减 符号 表 可 以 从 这 些 
对 照 中 导出 来 , 如 表 6.3 所 示 . 主 效应 的 符号 是 : 高 水 平 取 加 号 ， 低 水 平 取 减 号 . 一 旦 主 效应 的 符 
号 确定 , 其 余 各 列 的 符号 可 以 逐 行 地 用 前 面 恰当 的 列 的 符号 相 乘 而 得 . 例如 , AB 列 的 符号 就 是 
A 列 的 符号 与 B 列 的 符号 逐 行 的 乘积 , 任 一 效应 的 对 照 容易 由 此 表 求 得 . 


表 6.3 ”计算 23 设计 的 效应 的 代数 符号 


析 因 效应 

合 

шінші І А B AB c AC BC ABC 
(1) * = - + Е + + - 
a * 十 一 - - - * * 
b + Е + Es = Ж = + 
ab * * + * - - - - 
c 十 一 - * * - - * 
ac * * - - 十 十 - - 
bc * - + - * - * - 
abc 十 十 + + + 十 十 十 
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表 6.3 有 几 个 有 趣 的 性 质 :(1) RI I 之 外 , 每 列 加 号 的 个 数 与 减 号 的 个 数 相等 ，(2) 任意 
两 列 符号 乘积 的 和 为 零 ，(3) 列 工 与 任 一 列 相 乘 , 该 列 的 符号 不 变 . 也 就 是 说 , T 是 一 个 单位 元 
素 (identity element). (4) 任意 两 列 相 乘 , 得 出 表 中 的 一 列 . 例如 , Ax B = AB, 以 及 

ABxB-AB'-A 
我 们 看 到 , 乘积 中 的 指数 可 以 利用 模 为 2 的 算术 运算 法 求 得 . (也 就 是 说 , 指数 仅 是 0 或 1; ШЖ 
大 于 1, 就 将 它 减少 2 的 某 个 倍数 , 直至 它 为 0 或 1 AE) 所 有 这 些 性 质 都 包含 在 用 来 估计 效 
应 的 对 照 的 正 交 性 中 . 

因为 每 一 效应 都 有 一 个 相应 的 单 自 由 度 对 照 , 所 以 效应 的 平方 和 是 容易 计算 的 . 在 有 n 次 
重复 的 23 设计 中 , 任 一 效应 的 平方 和 是 

88 = QR? (6.18) 

9 6.1 用 22 析 因 设 计 在 单 晶 片 等 离子 蚀刻 工具 中 开发 氨 化 物 蚀刻 工序 . 设计 因子 包括 电极 间 的 间隙 、 
气流 (CoFe 作为 反应 物 气体 ) 和 应 用 在 阴极 的 RF 功率 ( 见 图 3.1 的 晶片 蚀刻 工具 示意 图 ). 每 个 因子 都 有 
两 个 水 平 , 设计 重复 两 次 . 响应 变量 是 硅 毛 化 物 的 蚀刻 率 (A/m), 表 6.4 中 显示 的 是 蚀刻 率 数据 . 图 6.6 JL 
何 地 表示 了 该 设计 . 

表 0.4 94 6.1 的 唱片 蚀刻 实验 


规范 因子 蚀刻 率 因子 水 平 
WR a B c ГЕНЕ Wl! (21) ің CH) 
1 -1 -1 -1 550 604 A(R, cm) 0.80 1.20 
2 1 -1 -1 669 650 B(C2F6 Wi, SCCM) 125 200 
3 -1 1 -1 633 601 CHR, W) 275 325 
4 1 1 -1 642 635 
5 -1-1 1 1037 1052 
6 1 -1 1 749 868 
7 -1 1 1 1075 1063 
8 10101 729 860 
be2 138 abes 1 589. 
(2089 
X7». seem 
CF 
S + 195 seem 
око cm T20 em 


电极 间隙 (4) 
66 Ж 6.1 晶片 蚀刻 实验 的 23 设计 


用 表 6.4 的 处 理 组 合 的 总 和 , 估计 因子 效应 如 下 : 
A- Ele- (1) ab — b ac — c+ abe — be] 


1 
5g 319 — 1 154 + 1 277 — 1 234 + 1 617 — 2 089 + 1 589 — 2 138] 
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- T 一 813] = —101.625 
8 
B аза best abe (1) a ec ac] 
4n 


BC 


ABC 


最 大 的 效应 是 功率 (C 
由 (6.18) 式 计算 


584 
SSc 
SS4c 


584вс 


1 


1 234 + 1 277 + 2 138 + 1 589 — 1 154 — 1 319 — 2 089 — 1 617] 


T 

让 m T. 

g [59] = 7.375 

L(e- ac -- bc c abc — (1) — a — b — at] 

4n 

112 089 +1 617 +2 138 4-1 589 — 1 154 — 1 319 — 1 234 — 1 277] 
ір 449] — 306.125 

hb ac bx dale Sio acd d 

4n 

i 1277 —1319 — 1 234 + 1 154 + 1 589 — 2 138 — 1 617 + 2 089] 
1 

g[-199] = —24.875 

TI) - a+b- ab cac — c+ abe] 

4n 

à 1 154 — 1 319 + 1 234 — 1 277 — 2 089 + 1 617 — 2 138 + 1 589] 
i 一 1 229] = —153.625 


(1) +a — b — ab — c — ac + bc + abc] 


ап 
i 1 154 + 1 319 — 1 234 — 1 277 — 2 089 — 1 617 + 2 138 + 1 589 
1 
z[-17] = 一 2.12 
81-11 125 
ДА abc — bc — ac +c — ab +b + a — (1)] 
4n 
i 1 589 — 2 138 — 1 617 + 2 089 — 1 277 + 1 234 + 1 319 — 1 154 
lis] = 5.625 
B V А 
= 306.125), (ШІМ (А = —101.625), 功率 -间隙 交 互 作用 (АС = —153.625). 
得 平方 和 和 如下; 
(-813)? (59)? 
= А257 = 41 310.562 5 Se = 一 一 = 217. 
16 310.5625, 58р = 16- = 217.562 5 
2 —199)? 
= eu = 374 850.062 5, 55лв- ce = 2 475.062 5 
—1 229)? _17)2 
= £129? _ 94 402.562 5， SSso = CË = 180625 
16 16 
2082. 
= Mig = 126862 5 
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总 平方 和 是 55т--531 420.937 5, 用 减法 得 55;--18 020.50. # 6.5 中 汇总 了 效应 估计 及 平方 和 , 标 为 
“百分比 贡献 率 ”的 列 度量 了 模型 的 每 一 项 对 总 的 平方 和 的 贡献 育 分 比 ， 贡 献 百分比 通常 是 粗略 的 ， 但 它 是 
模型 每 一 项 相对 重要 性 的 有 效 指示 . 注意 , 主 效应 C( 功 率 ) 事实 上 主导 了 该 工序 , 因为 它 占 了 总 体 变异 性 的 
70%%, 而 主 效应 ACIR) 和 АС 的 交互 作用 各 占 大 约 8%ЖІ 18%. 

表 6.5 B) 6.1 的 效应 估计 描述 


因子 效应 估计 平方 和 百分比 贡献 率 
A —101.625 41 310.562 5 7.773 6 
B 7.375 217.562 5 0.040 9 
с 306.125 374 850.062 5 70.537 3 
AB —24.875 2 475.062 5 0.465 7 
AC —153.625 94 402.562 5 17.764 2 
BC —2.125 18.062 5 0.003 4 
ABC 5.625 126.562 5 0.023 8 


表 6.6 中 的 方差 分 析 可 用 于 确定 这 些 效应 的 大 小 ， 它 表明 间隙 和 功率 的 主 效应 是 高 度 显著 的 (两 个 P 
值 都 很 小 )，AC 的 交互 作用 也 是 高 度 显著 的 , 因此 , 间隙 和 功率 之 间 有 强烈 的 交互 作用 . 


表 6.6 ”晶片 蚀刻 实验 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P dfi 
间隙 (A) 41 310.562 5 1 41 310.562 5 18.34 0.002 7 
气流 (B) 217. 1 217.562 5 0.10 0.763 9 
功率 (C) 374 850.062 5 1 374 850.062 5 166.41 0.000 1 
AB 2 475.06: 1 2 475.062 5 140 0.325 2 
AC 94 402. 1 94 402.562 5 41.91 0.000 2 
BC 18.062 1 18.062 5 0.01 0.930 8 
ABC 126.562 5 1 126.562 5 0.06 0.8186 
误差 18 020.500 0 8 2 252.562 5 
总 和 531 420.937 5 15 
l. 回归 模型 和 响应 曲面 
预测 蚀刻 率 的 回归 模型 是 
RE 3 А -101.625 306. -153.625 
jj Boi tharat агала = 776.062 s+( ja (888)... ( EB aza 


其 中 规范 变量 z 与 zs 分 别 表示 4 与 C. ге 一 项 表示 АС 的 交互 作用 . 残 差 由 观测 得 到 的 
蚀刻 率 和 预测 蚀刻 率 之 间 的 差 来 求 得 . 我 们 把 这 些 残 差 的 分 析 作为 练习 留 给 读者 . 

图 6.7 给 出 了 从 回归 模型 得 到 的 蚀刻 率 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 . 因为 模型 含有 交互 作用 , 蚀 
刻 率 的 等 高 线 是 曲线 (响应 曲面 是 “扭曲 的 " ҰШ). 理想 的 工序 要 求 蚀刻 率 接近 900A /m. 等 
高 线 图 表明 间隙 和 功率 的 几 个 组 合 都 满足 这 个 目标 . 但 是 ， 精确 地 控制 这 些 变量 是 有 必要 的 . 


2. 计算 机 处 理 


有 许多 统计 软件 包 可 以 用 于 建立 和 分 析 二 水 平 析 因 设计 . 其 中 的 一 种 计算 机 程序 (Design- 
Expert) 的 输出 列 在 表 6.7 P. 表 的 上 半 部 列 出 的 是 全 模型 的 方差 分 析 表 . 这 里 的 格式 与 表 6.6 
中 的 方差 分 析 的 结果 有 所 不 同 . 方差 分 析 的 第 一 行 是 对 全 模型 (所 有 主 效应 和 交互 作用 ) 的 总 概 
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括 , 模型 的 平方 和 为 


SS ay = SSA + SSB + SSc + 55лв + 5540 + 55вс + SSapo = 5.134 x 10° 


Б MS 73 342.92 
т [ _ -92 325 
№= -Mses ~ 225256 7 2256 
用 于 检验 假设 


Но: = В = дз = ha = Pis = fas = Bias = 0 

Hi: Жә 820 
因为 Fo K, 我 们 得 出 结论 : 至 少 一 个 变量 有 非 零 效应 . 用 F 统计 量 检验 每 一 个 析 因 设计 效应 的 
显著 性 . 其 结果 与 表 6.6 一 致 


325.00 
1056.754 5 
94812 А NSS 
аты ҚУУЫ 31250— 
sacr МХ 
FEE MSS ж 
Ж 5т S R 
Ж WS 5S S 300.00 
555% 
55 
325.00 ZJ 287.50 
312,50" 673823) 
C 功率 300.00 
28140 27500 
215.00 0.80. ожа 0% 1.00. 110 120 
A: MIBR 
(а) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 


图 6.7 例 6.1 的 蚀刻 率 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 
表 6.7 中 全 模型 方差 分 析 的 下 面 , 列 出 了 几 个 R 统计 量 , 普通 的 R? 为 


pho 55 вт _ 5.134 x 10 
55 аю 5.314 х 105 


= 0.966 1 


它 度 量 了 由 模型 解释 的 总 变异 性 的 比例 ， 该 统计 量 的 一 个 问题 是 它 随 着 模型 因子 个 数 的 增加 而 
增加 , 即使 这 些 因子 是 不 显著 的 . 已 调整 的 R? 统计 量 , 定义 为 


__SSp/ds 1 18020.50/8 
55 ән/ ән — 5.314 x 105/15 


Rag = 1 - 0.936 4 

它 是 根据 模型 的 “大 小 "( 即 因子 个 数 ) 调整 的 统计 量 . 如 果 模 型 中 增加 不 显著 项 , 已 调整 R? 的 实 
际 上 会 随 之 降低 . PRESS 统计 量 是 衡量 模型 预测 新 数据 精确 程度 的 指标 . (PRESS 是 Prediction 
Error Sum of Square 的 缩写 . 通过 用 除 第 i 个 以 外 , 其 他 观测 值 都 在 内 的 模型 来 预测 第 i 个 数 
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表 6.7 例 6.1 的 Design-Expert 输出 
Response:Etch rate 
ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 
Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value | Prob» F 
Model Б.134Е%0.05 了 73342.92 32.56 « 0.0001 
А 41310.56 1 41310.56 18.34 0.0027 
B 217.56 1 217.56 0.097 0.7639 
[4 3.749Е%005 1 3.749Е%005 166.41 < 0.0001 
АВ 2475.06 1 2475.06 1.10 0.3252 
AC 94402.56 1 94402.56 41.91 0.0002 
BC 18.06 $ 18.06 8.019E-003 0.9308 
ABC 126.56 % 126.56 0.056 0.8186 
Pure Error 18020.50 8 2252.56 
Cor Total 5.314Е+006 15 
Std.Dev 47.46 R-Squared 0.9661 
Mean 776.06 Adj R-Squared 0.9364 
c.v. 6.12 Pred R-Squared 0.8644 
PRESS 72082.00 Adeq Precisioin 14.660 
Coefficient. Standard 95%CI  95%CI 

Factor Estimated DF Error Low High VIF 
Intercept 776.06 f 11.87 748.70 803.42 
A-Gap -50.81 1 11.87 -78.17  -23.45 1.00 
B-Gas flow 3.69 1 11.87 —23.67 31.05 1.00 
C-Power 153.06 $ 11.87 125.70 180.42 1.00 
4B 一 12.44 1 11.87 -39.80 14.92 1.00 
4C -76.81 1 11.87 -104.17 -49.45 1.00 
BC —1.06 1 11.87 —28.42 26.30 1.00 
ABC 2.81 1 11.87 -24.55 30.17 1.00 
Final Equation іп Terms of Coded Factors: 

Etchrate = 

十 776.06 

一 50.81 “А 

+3.69 *B 

+153.06 “С 

—12.44 “в 


一 76.81 “кс 

十 1.06 “ес 

+2.81 "A*B*C 
Final Equation in Terms of Actual Factors: 


Etch rate - 
—6487.33333 

十 5355.41667 “бар 

十 6.59667 *Gas flow 

十 24.10667 *Power 

—6.15833 *Gap*Gas flow 
—17.80000 *Gap*Power 
—0.016133 *Gas flow” Power 
+0.015000 *Gap*Gas flow*Power 
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(8) 
Response:Etch rate 
ANOVA for Selected Factorial Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 
Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob» F 
Model 5.106E*005 3 1.702Е%005 97.91 <0.0001 
А 41310.56 1 41310.56 23.77 0.0004 
с 3.749Е%005 % 3.749Е%005 215.66 <0.0001 
AC 94402.56 1 94402.56 54.31 0.0001 
Residual 20857.75 12 1738.15 
Lack of Fit 2837.25 4 709.31 0.31 0.8604 
Pure Error 18020.50 8 2252.56 
Cor Total 5.314Е%005 15 
Std.Dev. 41.69 R-Squared 0.9608 
Mean 776.06 Adj R-Squared 0.9509 
С.у. 5.37 Pred R-Squared 0.9302 
PRESS 37080.44 Adeq Precision 22.055 
Coefficient Standard 95%СІ 95%СІ 
Facto Estimate DF Error Low High VIF 
Intercept 776.06 1 10.42 753.35 798.77 
А-бар —50.81 1 10.42 -73.52 28.10 1.00 
С-Рочег 153.06 1 10.42 130.35 175.77 1.00 
АС 一 76.81 1 10.42 —99.52 —54.10 1.00 
Final Equation in Terms of Coded Factors: 
Etch rate - 
4776.06 
—50.81 ЗА 
+153.06 "с 
—76.81 “кес 
Final Equation in Terms of Actual Factors: 
Etch rate - 
—5415.37500 
+4354.68750 *Gap 
十 21.48500 *Power 
一 15.36250  *Gap*Power 
Diagnostics Case Statistics 
Standard Actual Predicted Student Cook's Outilier Run 
Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t Order 
1 550.00 597.00 -47.00 0.250 --1.302 0.141 -1.345 9 
2 604.00 597.00 7.00 0.250 0.194 0.003 0.186 6 
3 669.00 649.00 20.00 0.250 0.554 0.026 0.537 14 
4 650.00 649.00 1.00 0.250 0.028 0.000 0.027 1 
5 633.00 597.00 36.00 0.250 0.997 0.083 0.997 3 
6 601.00 597.00 4.00 0.250 0.111 0.001 0.106 12 
7 642.00 649.00 —7.00 0.250 —0.194 0.003 -0.186 13 
8 635.00 649.00 —14.00 0.250 —0.388 0.013  —0.374 8 
9 1037.00 1056.75 —19.75 0.250 —0.547 0.025 -0.530 5 
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(8%) 
Diagnostics Case Statistics 
Standard Actual Predicted Student Cook's Outilier Run 
Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t Order 
10 1082.00 1056.75 -4.75 0.250 -0.132 0.001 -0.126 16 
11 749.00 801.50 -52.50 0.250 -1.454 0.176 -1.534 2 
12 868.00 801.50 66.50 0.250 1.842 0.283 2.082 15 
13 1075.00 1056.75 18.25 0.250 0.505 0.021 0.489 4 
14 1063.00 1056.75 6.25 0.250 0.173 0.002 0.166 7 
15 729.00 801.50 -72.Б0 0.250 -2.008 0.336 -2.359 10 
16 860.00 801.50 58.50 0.250 1.620 0.219 1.755 11 


据点 , 这 样 所 得 到 的 预测 误差 平方 的 和 可 用 来 计算 它 .) PRESS 值 小 的 模型 表示 是 好 的 预测 模 
型 “预测 R2” 统 计量 由 


PRESS 72 082.00 s 
56, 17 5314x10 = 08014 


Ry 一 1 一 


计算 . 这 表明 全 模型 大 概 可 以 解释 新 数据 86 名 的 变异 性 ， 
输出 的 下 一 部 分 列 出 了 每 个 模型 项 的 回归 系数 以 及 每 个 系数 的 标准 误 , 其 定义 为 


se = V vi) = y AE = 2 Ae - ner 


每 个 回归 系数 的 95% 置 信 区 间 由 


Ê — to.o25,N-pselÂ) < B < Ê + tons, v -pse( A) 


计算 得 出 , 其 中 的 自由 度 就 是 误差 自由 度 的 数目 , 也 就 是 , N 是 实验 中 的 试验 次 数 (16), p 是 
模型 的 参数 个 数 (8). 同时 还 列 出 了 基于 规范 变量 和 自然 变量 的 全 模型 . 

表 6.7 中 的 最 后 一 部 分 给 出 了 去 掉 不 显著 项 后 的 输出 . 该 简化 模型 仅 包含 主 效应 因子 A, C 
以 及 AC 的 交互 作用 . 误差 或 残 差 平方 和 可 分 解 为 源 于 立方 体 的 8 个 角 点 的 重复 的 纯 误差 分 量 ， 
以 及 模型 中 去 除 因子 (B, AB, BC 及 ABC) 的 平方 和 的 拟 合 不 足 分 量 . 表 中 还 列 出 了 分 别 用 规 
范 变量 和 自然 变量 表示 的 回归 模型 . 模型 解释 的 蚀刻 率 的 总 变异 性 比例 为 


p? _ 55аң 5106 x 105 


= Fen ^ 5314 x 105 7 0900 8 


它 比 全 模型 的 R 小 . 但 是 简化 模型 的 已 调整 的 R 比 全 模型 的 已 调整 的 R? 稍 大 , 而 简化 模型 
的 PRESS 相当 小 , 使 得 简化 模型 的 А2, BC. 显然 , 从 全 模型 中 去 掉 不 显著 项 得 到 了 最 终 模 
70, 它 对 预测 新 数据 更 有 效 . 注意 到 , 简化 模型 的 回归 系数 的 置信 区 间 比 相应 的 全 模型 的 置信 区 
间 要 短 

输出 的 最 后 部 分 列 出 了 简化 模型 的 残 差 . Design-Expert 也 给 出 了 前 面 讨论 过 的 所 有 残 差 
图 . 


188 第 6 章 2* 析 因 设计 


1. 判断 效应 显著 性 的 其 他 方法 

方差 分 析 是 用 来 确定 哪些 因子 效应 不 为 零 的 一 种 正规 方法 . 还 有 几 种 其 他 的 有 用 方法 . 下 
面 将 介绍 如 何 计算 效应 的 标准 误 , 并 利用 这 些 标准 误 去 构造 效应 的 置信 区 间 . 另 一 种 方法 将 在 
6.5 节 中 说 明 , 用 正 态 概率 图 来 评定 效应 的 重要 性 . 

易 求 一 效应 的 标准 误 . 如 果 我 们 假定 设计 的 2* 次 试验 的 每 一 次 都 有 n 次 重复 , 而 ya, 
Yiz ,yin 是 第 i 次 试验 的 观测 值 , ЛІ 


9 = (и = 9) 1=1,2,...,2 
5 


n-1 


是 第 i 次 试验 的 一 个 方差 估计 . 可 以 合并 这 2* 个 方差 以 得 到 总 方差 估计 : 


= жаң D È p -#) (6.19) 


这 也 是 方差 分 析 中 的 用 误差 均 方 给 出 的 方差 估计 ， 方 冀 估计 是 
V( 效 应 ) = ДЕЗЕ gon ORO 


每 一 对 照 是 2* 个 处 理 总 和 的 线性 组 合 , 而 每 一 总 和 是 由 n 个 观测 值 构成 的 , 因此， 


V (XII) = 2*nc? 
且 一 效应 的 方差 是 
V( 效 应 ) = Br тауа Tini ne? =R” 
将 о? 代 以 它 的 估计 量 92 并 取 最 后 表达 式 的 平方 根 就 可 求 得 标准 误 的 估计 ， 
se( 效 应 ) = Am (6.20) 


注意 到 , 2^ 设计 中 , 效应 的 标准 误 是 回归 模型 中 回归 系数 估计 量 的 标准 误 的 24%. ( 见 例 6.1 
的 Design-Expert 计算 机 输出 ). 

用 效应 士 taya,w-nse( 效 应 ) 计算 效应 的 100(1 - a)% 置 信 区 间 , 其 中 t 的 自由 度 是 误差 或 
残 差 的 自由 度 (N — p- 试验 总 数 — 模型 参数 的 个 数 ). 

为 说 明 这 一 方法 , 考虑 例 6.1 的 晶片 蚀刻 实验 , 全 模型 的 均 方 误 是 М86=2 252.56, 每 一 效 
应 的 标准 误 是 (用 S? = MS) 

25 2 252.56 
VERO ET. 
这 时 , to.025,8 = 2.31, to.025,8se( 效 应 )= 2.31(23.73) = 54.82, 于 是 ， 各 因子 效应 的 近似 95% 置 
信 区 间 是 


se( 效 应 ) = 


- 23.73 


А: -101.625 + 54.82 
В: 7.375 + 54.82 
C: 306.125 + 54.82 
AB:  —24875 + 54.82 
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AC: 一 153.625 + 54.82 


BC: -2.125+54.82 
ABC: 5.625 士 54.82 
分 析 表明 4, C, AC 都 是 重要 的 因子 , 因为 只 有 它们 的 近似 95% НЕ КІН Ж. 


2. 分 散 效应 

晶片 蚀刻 工具 过 程 中 的 工程 师 也 感 兴趣 于 分 散 效应 (dispersion effect), 也 就 是 说 , 进行 试验 
时 , 任 一 因子 确实 影响 不 同 试验 间 蚀 刻 率 的 变异 性 吗 ” 回 答 这 个 问题 的 一 种 方法 是 , 对 于 23 UE 
计 的 8 个 试验 的 每 一 个 , 观测 其 蚀刻 率 的 极 差 (range)， 这 些 极 差 画 在 图 6.8 的 立方 体 上 ， 注意 
到 当 间 隙 和 功率 都 处 在 高 水 平时 , 蚀刻 率 的 极 差 要 大 得 多 , 这 表明 这 两 个 因子 水 平 的 这 一 组 合 可 
能 会 导致 蚀刻 率 的 变异 性 比 其 他 搭配 更 大 . 幸运 的 是 , 通过 设置 间隙 和 功率 , 可 以 达到 蚀刻 率 要 
求 的 900A /m 左右 , 从 而 避免 这 种 情况 . 


200 кесіп 
РА GA 流 

125 seem 
0.80 em 1.20 em. 


MIRA) 
бв 6.1 的 蚀刻 率 的 极 差 


6.4 — 0 2* 设计 


前 面 提出 的 分 析 方法 可 推广 到 2^ 析 因 设计 〈 即 有 个 因子 、 每 因子 有 两 个 水 平 ) 的 情 
形 中 去 ，2 设计 的 统计 模型 包含 k 个 主 效应 ,($) 个 二 因子 交互 作用 ，(*) 个 三 因子 交互 作 
Bliss ， 以 及 一 个 k 因子 交互 作用 ， 也 就 是 说 , 对 2* 设计 ,全 模型 含有 2^ 一 1 个 效应 ， 
前 面 对 于 处 理 组 合 而 引入 的 记号 也 适用 于 此 处 ， 例 如 , 在 25 设计 中 ,abd 表示 因子 ALB, D 
处 于 高 水 平 而 因子 C H E 处 于 低 水 平 的 处 理 组 合 . 处 理 组 合 可 以 按 标准 顺序 写 出 , 方法 是 ， 
每 引入 一 个 新 的 因子 ,就 依次 和 前 面 已 引入 的 因子 进行 组 合 . 例如 ,24 设计 的 标准 顺序 是 (1), 
a, b, ab, c, ac, bc, abc, d, ad, bd, abd, cd, acd, bcd, abcd. 

25 设计 的 统计 分 析 的 一 般 方法 概括 在 表 6.8 中 .正如 前 面 指出 的 一 样 ， 分 析 过 程 通常 可 以 
使 用 一 个 计算 机 软件 包 . 

R 6.8 中 的 步 台 相信 大 家 都 是 熟悉 的 . 第 一 步 是 估计 因子 效应 并 检查 它们 的 符号 和 大 小 . 这 
给 出 了 实验 者 关于 哪些 因子 和 交互 作用 可 能 是 重要 的 、 在 什么 方向 可 以 调整 这 些 因 子 以 改进 响 
应 的 最 初 信息 . 在 形成 实验 的 初始 模型 时 , 通常 选择 全 模型 , 即 所 有 主 效 应 和 交互 作用 , 只 要 至 
少 一 个 设计 点 重复 (6.5 节 会 讨论 这 一 步 的 修改 ). 第 三 步 , 利用 方差 分 析 进 行 关于 主 效应 和 交互 
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作用 的 显著 性 检验 . 表 6.9 给 出 了 n 次 重复 2* 析 因 设计 的 方差 分 析 的 一 般 形式 . 第 四 步 , 改进 
模型 , 通常 包括 从 全 模型 中 移 走 不 显著 项 . 第 五 步 , 用 通常 的 残 差 分 析 来 检验 模型 适合 性 和 假定 . 
如 果 模型 不 适合 或 严重 偏离 假定 那么 在 残 差分 析 之 后 , 我 们 有 时 会 重新 改进 模型 . 最 后 一 步 通常 
包括 图 形 分 析 : 或 主 效应 图 或 交互 作用 图 或 响应 曲面 和 等 高 线 图 . 


表 6.8 2% ӨКІРЕШ 


(1) 估计 因子 效应 (4) 改进 模型 
(2) 形成 初始 模型 (5) PRZ 
(а) 如 果 设计 是 重复 的 , 则 拟 合 全 模型 (6) 解释 结果 
(b) 如 果 没 有 重复 , 则 用 效应 的 正 态 概率 图 形成 模型 
(3) 进行 统计 检验 
表 6.9 2% 设计 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 
EST 
A 554 1 
B SSB 1 
K SSK 1 
(8) 二 因子 交互 作用 
4B SSAB 1 
AC SSac 1 
JK SSjk 1 
(5) 三 因子 交互 作用 
ABC SSABC 1 
ABD SSABD 1 
IJK SSK 1 
(А) k 因子 交互 作用 
ABC. K 85авс..к 1 
误差 SSg 2*(n – 1) 
总 和 SSr 2kn 一 1 


尽管 前 面 狼 述 的 计算 大 多 数 可 以 利用 计算 机 进行 ， 但 有 时 手工 计算 效应 估计 或 效应 的 平方 
和 也 是 必要 的 . 要 估计 一 个 效应 或 计算 一 个 效应 的 平方 和 , 必须 先 确定 该 效应 的 对 昭 , 可 以 使 用 
如 表 6.2 或 表 6.3 那样 的 加 号 和 减 号 表 做 到 这 一 点 . 不 过 , 对 大 的 大 值 , 那 将 很 麻烦 , 可 以 采用 
其 他 方法 . 一 般 说 来, 确定 效应 AB- K 的 对 照 可 以 用 展开 下 式 右边 的 方法 ， 


ОН) S. = (а Е) 1): (kd 1) (6.21) 
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在 展开 (6.21) 式 时 , 按 初 等 代数 方法 计算 , 而 在 最 后 的 表示 式 中 , 用 (1) 代替 “1”. 小 括号 中 的 
符号 的 选取 法 是 : 当 因子 包含 在 效应 中 时 , 取 负 号 ; 不 在 时 , BES. 
为 说 明 (6.21) 式 的 用 法 , 考虑 2? 析 因 设计 , АВ 的 对 照 是 


ОЧ) дь = (a — 1)(b — 1)(c + 1) = abc + ab + c + (1) — ac — be — a — b 
进一步 , 在 25 设计 中 , ABCD 的 对 照 是 


(对 照 )aacp = (а= (6 — Dc- 1)(d ~ 1)(e + 1) 
= abcde + cde + bde + ade + bce 
+ ace + abe + e + abcd + cd + bd 
+ad+bc+ac+ab+ (1)-a-b-c 
= abc — d — abd — acd -- bcd — ae 


= be — ce — abce — de — abde —- acde — bede 
一 旦 算出 效应 的 对 照 , 就 可 根据 下 式 估计 效应 并 计算 其 平方 和 


AB-eK- ge; PRG x) (6.22) 


854g k = gi an)? (6.23) 


其 中 n 表示 重复 的 次 数 . 也 有 基于 Frank Yates 的 表格 算法 , 有 时 它 对 效应 估计 及 平方 和 的 手 
工 计算 是 有 用 的 . 详 见 本 章 的 补充 材料 . 


6.5 2* 设计 的 单 次 重复 


即使 是 对 于 中 等 大 小 的 因子 个 数 , 2* 析 因 设计 的 处 理 组 合 的 总 数 也 是 很 大 的 .例如 , 25 设 
HA 32 个 处 理 组 合 , 20 设计 有 ба 个 处 理 组 合 等 . 因为 资源 通常 受 限 , 实验 者 能 做 的 重复 次 数 也 
就 受到 限制 , 通常 可 用 的 资源 只 允许 对 设计 做 一 次 重复 , 除非 实验 者 愿意 消去 某 些 原来 的 因子 . 

每 个 试验 组 合 仅 进行 一 次 实验 的 风险 是 , 我 们 可 能 拟 合 了 含 品 声 的 模型 . 即 , 若 响应 y 变化 
程度 大 , 这 可 能 会 误导 从 实验 中 得 到 的 结论 . 如 图 6.9a 所 示 . 该 图 中 , 直线 代表 真实 的 因子 效应 . 
但 是 , 由 于 出 现在 响应 变量 (用 阴影 带 表示 ) 中 的 随机 变异 性 , 实验 者 得 到 了 用 黑 贺 点 表示 的 两 
个 测量 到 的 响应 . 于 是 , 因子 效应 的 估计 接近 于 零 . 结果 , 实验 者 得 到 了 关于 该 因子 的 错误 结论 ， 
如 果 响 应 的 变化 程度 较 小 , 错误 结论 的 可 能 性 也 会 较 小 . 另 一 种 确保 得 到 可 靠 的 效应 估计 的 方法 
是 增加 低 (-) 水 平和 高 (+) 水 平 因子 间 的 距离 , 如 图 6.9b 所 示 . 该 图 中 , 低 因 子 水 平和 高 因子 
水 平 间 的 增加 了 的 距离 得 到 了 真实 因子 效应 的 合理 估计 . 

一 次 重复 策略 通常 用 于 有 相对 多 的 需 考虑 因子 的 筛选 实验 . 因为 , 我 们 在 不 能 完全 确信 实验 
误差 小 的 情形 下 , 采取 尽量 拉 开 因子 水 平 是 一 个 好 的 做 法 . 重读 第 1 章 中 选择 因子 水 平 的 指南 ， 
也 许 会 有 帮助 . 
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真实 的 因 
,了 效应 


H, y 


因子 效应 的 估计 


LIA 


因子 效应 的 估计 


LM ША 
(20) 因子 水 平 间距 训 小 Шаа ы, 


图 6.9 无 重复 设计 的 因子 水 平 选择 的 影响 


2* 设计 的 单 次 重复 有 时 称 为 无 重复 的 析 因 设计 . 因为 仅 有 一 次 重复 ， 所 以 没有 误差 的 内 在 
估计 ( 即 “ 纯 误差 ")， 无 重复 析 因 设计 的 一 种 分 析 法 是 ， 假定 某 些 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 ， 
并 将 它们 的 均 方 组 合 起 来 用 于 估计 误差 ， 这 要 借助 于 效应 稀 朴 原理 (sparsity of effect. princi- 
ple), 也 就 是 , 很 多 系统 的 一 些 主 效应 和 低 阶 的 交互 作用 处 于 支配 地 位 , 而 很 多 高 阶 交互 作用 可 被 
ањ. 

当 分 析 无 重复 析 因 设计 的 数据 时 , 有 时 出 现 真正 的 高 阶 交互 作用 . 此 时 , 将 高 阶 交互 作用 集 
中 起 来 作为 误差 均 方 使 用 是 不 恰当 的 . Daniel(1959) 提出 的 分 析 方法 是 克服 这 一 困难 的 简便 途 
48. Daniel 建议 , 检查 效应 估计 量 的 正 态 概率 图 . 可 被 忽略 的 效应 是 正 态 分 布 的 , 其 均值 为 零 、 
ЖЕ о?) 因此 会 大 致 落 在 图 上 的 一 条 直线 附近 ; 而 显著 效应 有 非 零 均值 因此 不 会 洲 在 这 一 直 
RE. 因此, 基于 正 态 概率 图 ， 初始 模型 必须 指定 包含 那些 显著 不 为 零 的 效应 . 显然 可 以 将 忽略 
的 效应 组 合成 误差 的 估计 . 

例 6.2 24 设计 的 单 次 重复 

-种 “ 品 是 在 压力 容器 中 生产 的 ， 在 一 个 小 规模 的 试验 性 工厂 中 进行 -项 析 因 实验 , 用 以 研究 可 
能 会 影响 这 种 产品 渗透 率 的 因子 ，4 个 因子 是 温度 (А). ӘҢ (В). TERRE (C) 和 搅拌 速度 (D). 每 一 因 
子 取 两 个 水 平 ，24 试验 的 单 次 重复 所 得 的 数据 如 表 6.10 和 图 6.10 BE. 依 随机 次 序 进行 16 次 试验 , 工程 
师 感 兴趣 的 是 使 渗透 率 达 到 最 大 . 在 当前 的 生产 条 件 下 , 产品 的 渗透 率 约 为 75 gal/h( 加 仓 /小 时 )， 当 前 生 
PERAR, WAT C, 为 高 水 平 ， 工程 师 希 望 尽 可 能 减少 甲 本 浓度 , 但 一 直 未 能 做 到 这 一 点 , 因为 这 总 
是 造成 渗透 率 太 低 . 
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А 
8 6.10 4i 6.2 的 试验 工厂 渗透 率 实验 的 数据 
开始 分 析 这 些 数据 时 ， 先 将 效应 估计 量 画 在 正 态 概率 纸 上 ，24 设计 的 对 照常 数 的 加 号 和 减 号 表 如 表 
6.11 所 示 . 由 这 些 对 照 , 可 以 估计 15 个 因子 效应 以 及 平方 和 , 如 表 6.12 Bra. 
这 些 效应 的 正 态 概 率 图 如 图 6.11 所 示 . 沿 直线 上 的 所 有 效应 可 被 忽略 ,而 大 的 效应 则 远离 此 直线 . 此 
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分 析 显 露出 的 重要 效应 是 主 效应 A, C, D 以 及 АС 交互 作用 和 AD 交互 作用 . 
表 6.10 ”小 规模 试验 工厂 的 渗透 率 实验 


试验 编号 B T 试验 标号 ЯЖ (ва) 
А B c D 
1 = m - - () 45 
2 4 nd - - а 71 
3 Е $ E E b 48 
4 + + z ab 65 
5 = = + - c 68 
6 十 一 十 一 ac 60 
т - 十 十 = be 80 
8 中 Ж Ж - abc 65 
9 = = - * d 43 
10 * ғ: - 十 ad 100 
11 - 十 一 + bd 45 
12 + + - 十 abd 104 
13 - - + 中 cd 75 
14 + € + $ acd 86 
15 - + " + bed 70 
16 4 + + + abcd 96 


表 6.11 24 设计 的 对 照常 数 


A B AB C AC BC ABC D AD BD ABD CD ACD BCD ABCD 
) -- + -+ + - =- + + = + = i * 
а *---- + + -- + + + + - = 
b -+--+ - + -+ - + + =- + - 
ad +++- - - - - - - ZZ * * 
с -- ++- ox + + ~- ~- + + - 
а +- -++ - - - + + - - * * 
с -%- ә4-- % - - а - а - ж - * 
ac coo dot 4 + + -~- - ~- - - - - 
d -- *- t 4 - 4- - + - + * - 
od +---- + +++ - - - - * * 
а - + 一 +- ++- + oc - + - + 
ad ++ +- - - - +++ + - - = - 
d -- ++- - ++- - + + - = + 
ad +- -++ - - ++ - - + + - - 
bd -+ - +- + ~- +- + =- + =- + - 
abed + + +t +t+t + + ++ + + + + t + 


图 6.12a 画 出 了 主 效 应 A, C, D 的 图 形 , 所 有 这 3 个 效应 都 
可 以 将 此 3 个 效应 以 高 水 平 来 实验 以 使 渗透 率 最 大 化 ， 不 过 , 还 需 考 
被 显著 的 交互 作用 牵涉 到 的 主 效应 都 没有 多 大 的 意义 ， 

图 6.12b 画 出 了 AC 交互 作用 和 AD 交互 作用 的 图 形 .这 些 交互 作用 是 求解 问题 的 关键 . 由 АС 交 
互 作用 看 出 ， 当 浓度 处 于 高 水 平时 温度 效应 很 小 , 当 浓度 处 于 低 水 平时 温度 效应 很 大 ,在 低 浓 度 、 高 温度 时 
得 到 最 好 的 结果 , AD 交互 作用 显示 出 ,低温 时 搅拌 速度 D 的 效应 小 , 但 高 温 时 搅拌 速度 D 有 大 的 正 的 效 
№. 因此 , 当 A 和 D 处 于 高 水 平 而 C 处 于 低 水 平时 , 会 得 到 最 好 的 渗透 率 . 这 就 允许 将 甲醛 浓度 减 小 至 低 
水 平 , 这 是 实验 者 的 另 一 个 目的 . 


， 如 果 我 们 只 考虑 这 些 主 效应 就 
任 一 重要 的 交互 作用 .我 们 知道 , 凡 
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表 6.12 806.2 中 24 析 因 实验 的 因子 效应 估计 及 平方 和 


模型 项 效应 估计 平方 和 贡献 百分比 
A 21.625 1 870.56 32.639 7 
B 3.125 39.062 5 0.681 608 
с 9.875 390.062 6.806 26 
D 14.625 855.563 14.928 8 
AB 0.125 0.062 5 0.001 090 57 
AC 1314.06 22.929 3 
Ар 1105.56 19.291 1 
ВС 22.562 5 0.393 696 
BD 0.562 5 0.009 815 15 
CD 5.062 5 0.088 336 3 
ABC 14.062 5 0.245 379 
ABD 68.062 5 1.187 63 
ACD 10.562 5 0.184 307 
BCD 27.562 5 0.480 942 
ABCD 7.562 5 0.131 959 
99| 
95 
2. 90 
& so 
M 70 
X 50| 
Жо» 
20| 
10| 
5| 
1 
-1812 8.19 1.75 11.69 21.62 
效应 
图 6.11 例 6.2 中 2* 析 因 实验 的 效应 的 正 态 概率 图 
0F 90 0 
i" г 
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40 
(b) 交互 作用 图 
图 6.12 Bi 6.2 的 主 效应 和 交互 作用 图 
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1. 设计 投影 

图 6.11 中 的 效应 可 以 有 另外 的 解释 方式 . 因为 B( 压 强 ) 不 显著 且 涉及 B 的 所 有 交互 作用 
可 被 忽略 , 所 以 可 以 在 实验 中 放弃 B 使 得 设计 变 为 4, С, D 的 有 两 次 重复 的 23 析 因 设计 , 考 
ЖЖ 6.10 中 的 列 A,C, D, 容易 看 出 这 些 列 形成 有 两 次 重复 的 23 设计 , 使 用 这 一 简化 假定 , 对 
数据 进行 的 方差 分 析 概括 在 表 6.13 中 .由 此 分 析 所 得 的 结论 与 由 例 6.2 所 得 的 结论 本 质 上 相同 . 
注意 , 使 用 将 2^. 单 次 重复 投影 到 有 重复 的 23 中 去 的 方法 , 可 以 得 到 ACD. 交互 作用 的 估计 量 
以 及 建立 在 所 谓 的 隐藏 重复 (hidden replication) 基础 上 的 误差 估计 量 . 


表 6.13 ”小 型 试验 厂 渗透 率 实验 中 对 A, C, D 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo РАН 
А 1 870.56 1 1 870.56 83.36 « 0.000 1 
c 390.06 1 390.06 17.38 « 0.000 1 
D 855.56 1 855.56 38.13 « 0.000 1 
AC 1314.06 1 1314.06 58.56 « 0.000 1 
AD 1105.56 1 1105.56 4927 < 0.000 1 
ср 5.06 1 5.06 <1 
ACD 10.56 1 10.56 «1 
误差 179.52 8 22.44 
总 和 5 730.94 15 


将 无 重复 的 析 因 设计 投影 到 因子 较 少 的 有 重复 的 析 因 设计 中 去 这 一 概念 非常 有 用 ， 一般 说 
K, 如 果 有 一 个 2* 设计 的 单 次 重复 , 且 其 中 的 h(h < k) 个 因子 可 被 忽略 因而 可 被 丢失 , 则 原先 
的 数据 对 应 于 留 下 来 的 太一 hh 个 因子 的 具有 2^ 次 重复 的 二 水 平 析 因 设计 . 


2. 诊断 检验 


将 普通 的 诊断 检验 应 用 到 2* 设计 的 残 差 中 去 . 分 析 指 出 , 仅 有 的 显著 效应 是 4 = 21.625,C = 
9.875, D = 14.625, AC = —18.125, AD = 16.625. 如 果 这 一 点 为 真 , 则 被 估计 的 渗透 率 由 


а 21.625 5 .62 ] .6 
МЕСТЕ , блв) . (sm)... (зва) а 


给 出 , 其 中 70.06 是 平均 响应 , 规范 变量 zi са, z4 取 值 为 +1 或 -1. 在 试验 (1) 处 的 预测 渗 
透 率 是 


= 7006 + (268. га (28) n (8) 


2 2 
2 (ау o»o» " QE соса = 46.22 


因为 观测 值 是 45, 所 以 残 差 是 e — y — ў = 45 - 4625 = —1.25. 所 有 16 PRR y, PEU 
е=у- 9 Iii: 
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y Vy дегі; ел, 
(1) 45 46.25 -1.25 
а (21 69.38 1.63 
b 48 46.25 1.75 
ab 65 69.38 —4.38 
e 68 74.25 —6.25 
ac 60 61.13 一 1.13 
bc 80 74.25 5.75 
abc 65 61.13 3.88 
d 43 44.25 —1.25 
ad 100 100.63 —0.63 
bd 45 44.25 0.75 
abd 104 100.63 3.38 
са 75 72.25 2.75 
аса 86 92.38 -6.38 
bcd 70 72.25 -2.25 
abed 96 92.38 3.63 


残 差 的 正 态 概率 图 如 图 6.13 所 示 . 图 上 的 点 沙 在 一 条 直线 附近 , 它 支 持 了 А.С, D, AC, AD 是 
仅 有 的 显著 效应 的 论断 , 因此 满足 关于 分 析 的 基本 假定 


ESRR) 


-6.375 3.343 75 — 0.3125 271875 — 5.75 
A 
E 6.13 96.2 中 残 差 的 正 态 概率 图 


3. 响应 曲面 


我 们 用 图 6.12 的 交互 作用 图 对 该 实验 的 结果 作 一 个 实际 解释 . 有 时, 我 们 发 现 使 用 响应 曲 
面 也 有 帮助 . 响应 曲面 由 回归 模型 


А 21.62! .875 ы 2 ы 
p= roos (219, (вит) (маз), (шым), (uus), 


生成 . 图 6.14a 显示 了 搅拌 速度 在 高 水 平 (E 24-1) 时 的 响应 曲面 等 高 线 图 . 将 zs=1. 代 入 上 
述 模型, 生成 等 高 线 , 即 
жз), n ЕЗЕ Є (825)... 


因为 模型 包含 交互 作用 项 , 所 以 等 高 线 是 曲线 . 


9 = 77.372 5 + ( 
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UE AQ) 
(а) 搅拌 速度 (万 ) 的 等 高 线 图 ,rr=1 


—1.000| 
1000-0667 — 0.33: 0.000 0:32 0.007 1.000 


VOR CC) 
(b) 速度 (4) 的 等 高 线 图 ,z=1 


图 6.14 例 6.2 渗透 率 的 等 高 线 图 


图 6.14b 是 温度 在 高 水 平 ( 即 2, —1) IM 


9 = 80.872 5 — ( 


的 响应 曲面 等 高 线 图 , 将 ті-1 代入 回归 模型 , 得 


,2 
25). ( 


因为 模型 仅 包含 因子 C(z3) 和 D(z4), 所 以 这 些 等 高 线 是 平行 直线 . 


31.25 m 
2 4 


这 两 张 等 高 线 图 表明 , 如 果 我 们 想 要 极 大 化 渗透 率 , 变量 4(zi) 和 D(z4) 应 当 是 高 水 平 , 过 


4. 效应 的 半 正 态 图 


程 相对 于 浓度 C 具有 稳健 性 . 从 交互 作用 图 中 可 以 得 到 类 似 的 结果 . 


也 可 以 使 用 半 正 态 图 (half-normal plot) 来 代替 因子 效应 的 正 态 概率 图 . 它 是 效应 估计 的 绝 


000 БАТ 


10.51 
效应 


16.22 


对 值 与 它们 的 累积 正 态 概率 的 关系 图 . 图 6.15 对 于 例 6.2 给 出 了 效应 的 半 正 态 图 . 半 正 态 图 上 
的 直线 始终 穿 过 原点 , 而 且 还 应 该 接近 50% 分 位 点 , 许多 分 析 家 觉得 半 正 态 图 易于 解释 , 特别 是 
在 仅 有 少数 效应 估计 的 时 候 , 比如 在 实验 者 进行 8 次 试验 设计 的 时 候 . 一 些 统计 软件 包 就 可 以 
作 这 些 图 . 


21.63 


图 6.15 i 6.2 中 因子 效应 的 半 正 态 图 
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5. 分 析 无 重复 析 因 设计 的 其 他 方法 

关于 无 重复 两 水 平 析 因 设计 的 标准 分 析 方 法 是 因子 效应 估计 的 正 态 (REES) ШІ. ЖІП, 
无 重复 析 因 设 计 在 实际 中 应 用 中 非常 广泛 , 因此 人 们 提出 了 许多 形式 的 分 析 方 法 ,以 克服 正 态 
概率 图 的 主观 性 ，Hamada and Balakrishnan(1998) 比较 了 这 些 方法 中 的 一 部 分 ， 他 们 发 现 
Lenth(1989) 提出 的 方法 对 于 检验 效应 显著 性 有 很 好 的 功效 . 因为 它 也 易于 实现 , 所 以 它 开始 出 
现在 分 析 无 重复 析 因 设计 数据 的 软件 包 里 . 下 面 给 出 Lenth 方法 的 一 个 简要 介绍 . 

假定 我 们 感 兴趣 于 m 个 对 照 , 比如 сі, eo c ,cm. 如 果 设 计 是 无 重复 2* 析 因 设计 , 那么 
这 些 对 照 就 对 应 于 m = 2* — 1 个 因子 效应 估计 . Lenth 方法 的 基本 思想 是 用 最 小 ( 按 绝对 值 ) 
的 对 照 估 计量 来 估计 对 照 方差 . 令 


so — 1.5 x 中 位 数 (lcl) 


PSE = 15 x 中 位 数 (|cj| : [с;| < 2.5so) 
PSE 称 为 “ 伪 标 准 误 "， 当 没有 许多 活跃 (显著 ) 因子 时 , Lenth 证 明 它 是 对 照 方差 的 一 个 合理 
估计 , PSE 用 于 判断 对 照 的 显著 性 . 一 个 对 照 可 以 与 误差 边际 (margin of error) 


ME = to.o25,4 x PSE 


进行 比较 . 其 中 自由 度 定义 为 4 = m/3. 为 推导 一 组 对 照 , Lenth 建议 用 误差 联合 边际 (simultan- 
eous margin of error) 
SME = tya x PSE 
其 中 ,上 分 布 的 百分点 为 y= 1 一 (1+ 0.951/™)/2, 
为 了 说 明 Lenth 方法 , 考虑 例 6.2 的 24 实验 . 用 so = 1.5 x |-2.625—3.937 5 和 25х 
3.937 5=9.843 75 进行 计算 , 得 


PSE=1.5x|1.75|=2.625, ME=2.571x2.625=6.75, SME=5.219x2.625=13.70 


现在 , 考虑 表 6.12 中 的 效应 估计 . SME 准则 表明 4 个 最 大 ( 指 大 小 ) 的 效应 是 显著 的 , 因为 
他 们 的 效应 估计 超过 SME. 根据 ME 准则 , 主 效应 C 是 显著 的 , 但 根据 SME, 它 是 不 显著 
BO. 然而 , 由 于 AC 的 交互 作用 显然 是 重要 的 ， 我 们 在 显著 效应 名 单 中 可 能 还 要 包括 С. 该 例 中 ， 
Lenth 方法 与 我 们 前 面 通过 检查 效应 的 正 态 概率 图 得 到 的 答案 是 一 致 的 . 

一 些 作者 [ 见 Hamada and Balakrishnan(1998)， Loughin(1998)，Loughin and Nobel 
(1997)， 以 及 Larntz and Whitcomb(1998)] 已 经 观测 到 Lenth 方法 对 控制 1 类 错误 率 是 失 
败 的 , 但 模拟 的 方法 可 以 校正 这 种 方法 ，Larntz and Whitcomb(1998) 建议 用 ватт 
代 原始 的 ME 和 SME 乘 子 如 下 ， 


RON 7 15 31 
原始 ME 3.764 2.571 2.218 
已 调整 的 ME 2.295 2.140 2.082 
原始 SME 9.008 5.219 4.218 


已 调整 的 SME 4.891 4.163 4.030 
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这 与 Ye and Hamada(2000) 的 结果 几乎 一 致 . 
一 般 地 , Lenth 方法 是 一 个 聪明 且 有 用 的 方法 . 然而 , 我 们 推荐 它 作为 通常 的 效应 正 态 概率 
图 的 补充 , 而 不 是 替代 它 . 
Bisgaard(1998-1999) 提出 了 一 个 名 为 条 件 推断 图 (conditional inference chart) 的 好 的 图 
解 方法 , 以 帮助 解释 正 态 概 : 图 解法 的 目标 是 帮助 实验 者 判断 显著 的 效应 . 当 标 准 差 c 已 知 
时 , 或 者 它 可 以 从 数据 中 估计 时 , 这 是 相对 容易 的 , 在 无 重复 设计 中 , 没有 о 的 内 在 估计 , 因此 ， 
条 件 推断 图 用 于 帮助 实验 者 估计 标准 差 取 值 范围 的 效应 大 小 , Bisgaard 把 图 建立 在 下 述 结果 之 
上 : 具有 N 次 试验 (对 于 无 重复 析 因 设计 , N = 25) 的 两 水 平 设 计 的 效应 标准 误 为 
20 
VN 
其 中 o 是 单个 观测 的 标准 差 . +2 倍 的 效应 的 标准 误 为 
4o 
*VN 
一 旦 效应 被 估计 , 作出 如 图 6.16 这 样 的 图 , 沿 纵 坐 标 (y 轴 ) 画 出 效应 估计 , 该 图 已 经 使 用 了 例 
6.2 中 的 效应 估计 . 图 6.16 中 的 横 坐 标 ( 即 x 轴 ) 是 一 个 标准 差 (o) 标量 , 这 两 条 直线 分 别 是 
у= +49, у= 20. 
VN VN 
ЖИ, N = 16, 所 以 直线 为 y = +o у = -0. 给 定 标准 差 o 的 值 , 我 们 可 以 把 两 条 直线 之 
间 的 距离 认为 是 可 忽略 效应 的 近似 95% 置 信 区 间 . 
从 图 6.16 可 以 观测 到 , 如 果实 验 者 认为 标准 差 是 在 4~8 之 间 , 那么 因子 4, C, D, 以 及 АС 


д 229 


Ар lse| 
2, 


сие 


图 6.16 И 6.2 的 条 件 推断 图 
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交互 作用 和 4 交互 作用 是 显著 的 . 如 果 他 或 她 认为 标准 差 为 10, 因子 C 也 许 是 不 显著 的 . 也 
就 是 说 , 给 定 一 个 o 大 小 的 假设 , 实验 者 可 以 构建 一 个 判断 效应 近似 显著 的 “准绳 "， 该 图 也 可 
以 反 过 来 使 用 . 例如 , 假定 我 们 对 因子 C 是 否 显著 不 确定 . 实验 者 可 以 提出 问题 : o > 10 是 否 
合理 . MR c=10 是 不 合适 的 , 那么 可 以 得 出 C 是 显著 的 结论 . 

现在 给 出 无 重复 2* 析 因 设计 的 3 个 启发 性 的 例子 . 

例 6.3 析 因 设计 的 数据 变换 

Daniel (1976) 描述 了 一 个 24 析 因 设计 , 用 来 研究 钻头 的 推进 速率 , 它 是 4 个 因子 (钻头 负荷 CA), 流 
W (B), 旋转 速度 (C), 泥浆 类 型 (DD)) 的 函数 , 实验 数据 如 图 6.17 Bra 

此 实验 的 效应 估计 量 的 正 态 概率 图 如 图 6.18 所 示 ， 根 据 此 图 , 因子 B,C, D 以 及 BC 交互 作用 和 
BD 交互 作用 需要 说 明 . 图 6.19 是 残 差 的 正 态 概率 图 , 图 6.20 是 残 差 与 预测 推进 速率 的 关系 图 , 预测 的 推 
进 速率 来 自 含 有 可 识别 因子 的 模型 ， 显然 , 关于 正 态 性 和 等 方差 性 是 有 问题 的 ， 处 理 此 类 问题 常用 数据 变换 
的 方法 . 因为 响应 变量 是 速率 , 所 以 对 数 变换 是 合理 的 选择 . 
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图 6.17 例 6.3 钻头 实验 中 的 数据 图 6.18 例 6.3 的 效应 正 态 概率 图 


正 态 概率 (1-P)x100 


7 3 


3 11 14 
预测 推进 速率 


яж 
图 6.19 例 6.3 的 残 差 正 态 概率 图 图 6.20 #1 6.3 的 残 差 与 预测 速率 的 关系 图 


图 6.21 是 在 变换 y* = ln y 下 效应 估计 量 的 正 态 概率 图 ， 我们 注意 到 , 只 有 因子 B,C, D 起 作用 , 这 
Fé, 解释 起 来 就 很 简单 ， 也 就 是 说 , 将 数据 用 正确 的 尺度 表示 时 ,会 简化 它 的 结构 ， 在 此 说 明 性 模型 中 那 两 个 
交互 作用 已 不 再 需要 了 . 
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正 态 概率 {1 一 P)x100 
P100 


0 03 0.6 05 12 
效应 估计 
图 6.21 例 6.3 对 数 变换 后 的 效应 与 正 态 概率 的 关系 图 
图 6.22 和 图 6.23 分 别 表示 残 差 与 正 态 概率 的 关系 图 和 残 差 与 预测 推进 速率 的 关系 图 ， 这 两 幅 图 是 
在 对 数 意义 下 ， 对 含有 B, C, D 的 模型 而 作出 , 对 现在 这 些 图 形 终于 满意 了 ， 我 们 的 结论 是 , 对 于 y* = 
1n y, 模型 仅 需 用 因子 В,С, D 就 足以 说 明了 .此 模型 的 方差 分 析 概括 在 表 6.14 中 . 模型 的 平方 和 是 


SS an = SSB + SSc + SSp = 5.345 + 1.339 + 0.431 = 7.115 


因此 R? = SS mm/SST = 7.115/7.288 = 0.98, 所 以 该 模型 解释 了 钻头 推进 速率 中 大 约 98% 的 变异 性 . 


1 і 99 
5 lon 
= 0| be 90 
* 20] |80 
& 30 ШЕ 
ІШІ ШЕ 
ЕШ p 
3 ж-е 30 
Ы юр 5 
9) ! 1 
" " 
-0.2 E 0 041 02 0 0.5 10 15 20 25 
mx 对 数 变换 后 的 预测 推进 速率 
图 6.22 В 6.3 对 数 变换 后 的 残 差 图 6.23 例 6.3 对 数 变 换 后 的 残 差 
与 正 态 概率 的 关系 图 与 预测 速率 的 关系 图 
表 6.14 Bl 6.3 对 数 变 换 后 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Р {й 
B (fiai) 5.345 1 5.345 381.79 « 0.000 1 
C( 旋 转速 度 ) 1.339 1 1.339 95.64 « 0.000 1 
忆 ( 泥 浆 类 型 ) 0.431 1 0.431 30.79 « 0.000 1 
误差 0.173 12 0.014 
总 和 7.288 15 


例 6.4 无 重复 析 因 设 计 中 的 位 置 效 应 和 分 散 效应 
在 一 生产 商用 飞机 内 壁 嵌 板 和 窗 嵌 板 的 生产 线 上 做 一 个 24 设计 实验 . EEEREN, 在 当前 条 件 
F, 在 一 压力 负荷 下 每 块 嵌 板 的 平均 姜 点 数 太 高 (每 块 幅 板 平均 有 5.5 7605.) 用 24 设计 的 单 次 重复 来 研 
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究 4 个 因子 , 实验 是 在 同一 压力 负荷 下 进行 的 . 因子 是 温度 (А). 模压 时 间 (в). 树脂 流量 (С) 以 及 压 机 闭 
合 时 间 (D). 此 实验 的 数据 如 图 6.24 FR. 

因子 效应 的 正 态 概率 图 如 图 6.25 BUR. 显然 , 两 个 最 大 的 效应 是 A = 5.75 和 C = —4.25. 其 他 因 
子 的 效应 显得 都 较 小 ，4 与 C 解释 了 总 变异 性 的 大 约 77%, 所 以 , 结论 是 , 低 的 温度 (A) 和 高 的 树脂 流量 
(C) 会 减少 嵌 板 疲 点 的 发 生 率 . 


HF 低 (-) 高 (+) 
А09 CF) 295 325 e 
2- EBH (min) 1 2 3 2 
六 - 奈 机 闭合 时 间 (s) 15 30 а H 
D š а 
5—95 4 | 
LV ! TP ORE: де N 
1 s 
| | ; | 
效应 估计 
图 6.24 例 6.4 赚 板 实验 的 数据 图 6.25 例 6.4 堪 板 实验 的 因子 效应 
的 正 态 概率 图 


谨慎 地 进行 残 差分 析 是 任何 实验 的 一 个 重要 方面 ， 残 差 的 正 态 概率 图 没有 显示 出 异常 情况 , 但 当 实验 
者 画 出 残 差 与 因子 4 到 D 的 各 个 关系 图 时 , 残 差 与 巨 (模压 时 间 ) 的 关系 图 旦 现 如 图 6.26 所 示 的 模式 . 这 
一 因子 对 于 每 块 培 板 的 平均 辣 点 数 而 论 是 不 重要 的 ， 而 在 影响 生产 过 程 的 变异 性 方面 却 是 十 分 重要 的 , 在 同 
-压力 负荷 下 少 的 模压 时 间 会 使 每 块 局 板 的 平均 交点 数 有 较 小 的 变异 性 

从 图 6.27 的 立方 体 图 可 以 看 出 ,模压 时 间 的 分 散 效 应 也 是 非常 明显 的 ， 图 中 画 出 了 在 由 立方 体 中 的 因 
FA, B, O 确定 的 点 处 的 每 块 民 板 平均 阁 点 数 及 其 极 差 ， 当 B 处 于 高 水 平时 (图 6.27 中 立方 体 的 背面 )， 
平均 极 差 是 А. = 475, 当 B 处 于 低 水 平时 ， 平 均 极 差 是 Rp- = 1325. 


5 4= 温 度 
图 6.26 P) 6.4 残 差 与 模压 时 间 图 6.27 例 6.4 中 温度 、 模 压 时 间 和 
的 关系 图 树脂 流量 的 立方 体 图 
这 一 实验 的 结果 是 ,工程 师 决定 , 进行 生产 时 ， 取 低 的 温度 和 高 的 树脂 流量 以 减少 病 点 的 平均 数 ， 取 少 
的 模压 时 间 以 减少 每 块 嵌 板 六 点 数 的 变异 性 ,并 取 少 的 压 机 闭合 时 间 ( 它 既 对 位 置 和 分 散 性 都 没有 效应 ). 在 
一 条 新 的 生产 线 上 , 按照 这 组 新 的 操作 条 件 进行 生产 , 结果 是 , 平均 每 块 嵌 板 少 了 一 个 疲 点 . 
25 设计 的 残 差 能 对 所 研究 的 问题 提供 更 多 的 信息 . 因为 残 差 可 看 作为 噪音 或 误差 的 观测 值 ， 
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因此 , 通过 它 可 对 生产 过 程 的 变异 性 作出 更 深入 地 了 解 . 我 们 可 以 系统 地 考察 无 重复 2* 设计 的 
RÆ, 以 提供 关于 生产 过 程 变 异性 的 信息 . 
考虑 图 6.26 的 残 差 图 . 当 В 处 于 低 水 平时 , 8 个 残 差 的 标准 差 是 S(B-) = 0.83; 4 B Ж 
于 高 水 平时 , 8 个 残 差 的 标准 差 是 S(B*) = 2.72， 当 两 个 方差 oa?(B+) 5 o?(B-) 相等 时 , Ж 
计量 
(6.24) 
近似 服从 标准 正 态 分 布 . Fi, 的 值 是 
2(B+ 2.72)? 
Fi =n 8 = а (272 
36 6.15 列 出 了 2 设计 的 完全 对 照 集 以 及 在 例 6.4 MEI HU SEA ERE. 此 表 的 每 一 列 
含有 相等 个 数 的 加 号 和 减 号 , 因此 可 对 各 列 的 每 组 符号 算出 残 差 的 标准 差 , 即 S(i+) 和 S(i-)， 
i 二 1,2,.… ,15. 于 是 


=2.37 


ру = 800) i... 25 

X = n е) i-1,2,..,15 (6.25) 

是 一 统计 量 , 可 用 来 判断 实验 分 散 效应 的 大 小 . 如 果 因子 i 为 正 时 试验 残 差 的 方差 等 于 因子 i 为 
负 时 试验 残 差 的 方差 , 则 Ру 近似 服从 标准 正 态 分 布 , Fr. 的 值 列 于 表 6.15 每 列 的 下 面 . 


306.15 例 6.4 分 散 效应 的 计算 


WR А B AB С АС BC ABC DAD BD ABD CD ACD BCD ABCD ЖЖ 
1 әле ӘБ а р Е оталар IRR RI - + 
2 T--c - Е" - - 
3 -%- - oc %-4- а 4- + - 
4 %%% - - - --- =- oc ++ + + 
5 - - + + - =- +-++ - -+ + - 
6 %-- + + ----- 2 + -- + + 
7 -%- 4o - E --4- 4-4 - + 
8 +++ + + + ++- - - -- - =- 
9 АЛЕНЕ + - 
9 *£-- ннн + + 
По тт н ы фор са - + 
о t4 - нЕ в - 
З - -+ + =- =- ++- + +- - + 
4 *-- въ нв - -= 
là =- += вне Б po +- 
16 t * t t t 42 2... + + + 
S(i*) 2.25 2.722.21 1.91 1.81 1.80 1.802.242.052.28 1.97 1.93 152 209 1.61 


5(17)1.850.831.86 2.20 2.24 2.26 2.24 1.55 1.93 1.61 2.11 1.58 2.46 1.89 2.33 
Ff 0.39 2.37 0.34 —0.28 —0.43 —0.46 —0.44 0.74 0.12 0.70 —0.14 0.40 —0.70 0.20 —0.74 


图 6.28 是 分 散 效应 F? 的 标准 正 态 分 布 图 . 显然 , В 是 有 关 生 产 过 程 分 散 性 的 一 个 重要 因 
子 .这 个 方法 的 进一步 讨论 见 Box and Meyer(1986) 以 及 Myers апа Montgomery(2002). 为 
了 使 模型 的 残 差 完全 地 转达 关于 分 散 效应 的 信息 , 位 置 模型 必须 正确 地 指定 . 本 章 的 补充 材料 提 
供 了 更 多 细节 以 及 一 个 例子 . 
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正 态 概率 (1-- 己 )x100 
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图 6.28 例 6.4 的 分 散 效 应 Pr 的 正 态 概率 图 


例 6.5 响应 的 重复 测量 


某 工程 师 团队 在 半导体 工厂 进行 一 个 立 式 氧化 炉 的 24 析 因 设 计 . 4 个 晶片 
是 晶片 的 氧化 物 的 厚度 ,设计 因子 为 温度 (A). 时间 (В). 压强 (С) 和 气流 (D). 该 实验 过 程 包括 : 将 4 个 
晶片 放 到 炉子 里 ， 设 置 由 实验 设计 要 求 的 试验 条 件 的 过 程 变量 ， 处 理 晶 片 ， 然后 测量 所 有 4 个 晶片 氧化 物 厚 
№. 616 列 出 了 设计 和 厚度 测量 的 结果 , 该 表 中 , 标 为 “厚度 " 的 4 列 给 出 了 每 个 晶片 的 氧化 物 厚度 测量 


值 , 最 后 两 列 为 每 次 试验 中 4 个 晶片 的 厚度 测量 值 的 样本 均值 和 样本 方差 ， 


oio ”氧化 物 厚度 实验 


H EPTFE, 响应 变量 


标准 顺序 — 试验 顺序 A B с.р 厚度 ӯ s 
1 10 -1 -1 -1 -1 378 376 379 379 378 2 
2 7 1 =l -1 -1 415 416 416 417 416 0.67 
3 3 -і 1 -1 -1 380 379 382 383 381 3.33 
4 9 1 1 -l -1 450 446 449 447 448 3.33 
5 6 ~} ex 1 -1 375 371 373 369 372 6.67 
6 2 1 -1 1 е. 391 390 388 391 390 2 
7 5 =] 1 1 -1 384 385 386 385 385 0.67 
8 4 1 1 1 -1 426 433 430 431 430 8.67 
9 12 -1 -1 -1 5 381 381 375 383 380 12.00 
10 16 l et m 1 416 420 412 412 415 14.67 
11 8 ж 1 =1 1 371 372 371 370 371 0.67 
12 t 1 2 езі 1 445 448 443 448 446 6 
13 14 Sf sł l 1 377 377 379 379 378 1.33 
14 15 1 ar 1 1 391 391 386 400 392 34 
15 4% -1 1 S 1 375 376 376 377 376 0.67 
16 13 1 1 k 1 430 430 428 428 429 1.33 


该 实验 的 合适 分 析 是 将 单个 晶片 厚度 测量 值 视 为 重复 测量 (duplicate measurement)， 而 不 是 重复 试 
№. 如 果 是 真正 重复 试验 ， 必 须 在 炉子 的 一 次 试验 中 处 理 一 个 晶片. 然而 , 由 于 所 有 4 个 晶片 一 起 处 理 , 处 
HAF (ВЛ, 设计 变量 的 水 平 ) 是 同时 接 到 的 ， 所 以 唱片 厚度 测量 中 的 变异 性 比重 复试 验 中 的 变异 性 少 得 多 ， 
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所 以 , 厚度 测量 的 均值 是 原先 考虑 的 响应 变 最 的 修正 值 . 


表 6.17 列 出 了 实验 的 效应 估计 , 用 氧化 物 厚度 均值 5 作为 响应 变量 . 因子 А 和 


B 以 及 交互 作用 


АВ 有 大 的 效应 , 总 共 占 平均 氧化 物 厚度 变异 性 的 近 90%. 图 6.29 是 效应 的 正 态 概率 图 ， 通 过 检查 该 图 ， 
我 们 得 出 结论 : 因子 A, B, C 以 及 交互 作用 AB 和 AC 是 重要 的 . 该 模型 的 方差 分 析 表 如 表 6.18 所 示 . 


36.17 例 6.5 的 效应 估计 ， 响应 变量 是 平均 氧化 物 厚度 


模型 项 效应 估计 平方 和 百分比 贡献 
A 43.125 7 439.06 67.933 9 
B 18.125 1 314.06 12.000 1 
с —10.375 430.562 3.931 92 
D —1.625 10.562 5 0.096 457 3 
AB 16.875 1 139.06 10.402 
AC —10.625 451.563 4.123 69 
АР 1.125 5.062 5 0.046 231 
BC 3.875 60.062 5 0.548 494 
BD —3.875 60.062 5 0.548 494 
CD 1.125 5.062 5 0.046 231 
ABC —0.375 0.562 5 0.005 136 78 
ABD 2.875 33.062 5 0.301 929 
ACD —0.125 0.062 5 0.000 570 753 
BCD —0.625 1.562 5 0.014 268 8 
ABCD 0.125 0.062 5 0.000 570 753 


该 模型 的 残 差分 析 是 满意 的 . 


正 态 概率 (%) 


-10.63 2.81 


16.20 — 29.00 43 
效应 


图 6.29 例 6.5 平均 厚度 响应 效应 的 正 态 概率 图 
预测 平均 氧化 物 厚度 的 模型 为 
9 = 399.19 + 21.56z1 + 9.062 — 5.1923 + 8.440112 — 5.312123 
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表 6.8 65 平均 氧化 物 厚度 的 方差 分 析 (由 Design-Expert) 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 已 值 P 
Model 10774.31 5 2154.86 122.35 «0.000 
А 7439.06 1 7439.06 422.37 «0.000 
B 1314.06 1 1314.06 74.61 «0.000 
c 430.56 1 430.56 24.45 0.0006 
AB 1139.06 1 1139.06 64.67 «0.000 
Ас 451.46 1 451.56 25.64 0.0005 
Residual 176.12 10 17.61 
Cor Total 10950.44 15 
Std.Dev. 420 R-Squared 0.9839 
Mean 399.19 Adj. R-Squared 0.9759 
cv. 1.05 Pred.R-Squared 0.9588 
PRESS 450.88 Adeq. Precision 27.967 

因子 系数 估计 自由 度 标准 误 95%СІ 低 95%СІ 高 

Intercept 399.19 1 1.05 396.85 401.53 
А-Тешр 21.56 1 1.05 19.22 23.90 
B-Time 9.06 1 1.05 6.72 11.40 
C-Pressure —5.19 1 1.05 -7.53 -2.85 
АВ 8.44 1 1.05 6.10 10.78 
АС 一 5,31 1 1.05 一 7.65 -2.97 

一 -一 225 -өә 


实验 者 想 要 得 到 平均 氧化 物 厚度 为 400A, 以 及 产品 的 规格 为 厚度 在 390A 到 410A 之 间 . 图 6.30 给 出 
了 平均 厚度 的 两 幅 等 高 线 图 , 一 个 是 压强 因子 C( 即 c3), 在 低 水 平 (Ш zs = 一 1), 另 一 个 是 因子 C( 即 za) 
在 高 水 平 ( 即 z3= 十 1). 通过 检查 这 些 等 高 线 图 , 显然 有 许多 时 间 和 温度 (因子 4 和 B) 的 组 合 能 够 产生 可 
接受 的 结果 . 但 是 ,如 果 压 强 保持 在 低 水 平 ， 则 将 “窗口 ”向 左 移动 ， 也 就 是 向 时 间 轴 的 末端 移动 表明 为 了 
达到 理想 的 氧化 物 厚度 需要 较 低 的 循环 时 间 . 

如 果 我 们 错误 地 以 为 单 晶片 氢化 物 厚度 测量 为 重复 试验 ， 则 观测 得 到 的 结果 会 很 有 起， 表 6.19 给 出 
了 基于 将 实验 视 为 重复 24 析 因 设计 的 全 模型 方差 分 析 . 当 用 平均 氧化 物 厚度 作为 响应 时 ， 此 分 析 中 有 许多 
显著 因子 ， 由 此 得 到 的 模型 远 比 我 们 原来 得 到 的 模型 更 复杂 ， 这 是 因为 表 6.19 中 误差 方差 的 估计 太 小 了 
(62—6.12). 6.19 中 的 残 差 均 方 反映 了 一 次 试验 内 晶片 间 的 变异 以 及 试验 间 变 异 的 组 合 . 表 6.18 得 到 的 
误差 估计 比较 大 , 62=17.61, 它 主要 是 试验 间 变异 的 度量 . 这 是 用 于 判断 随 各 次 试验 而 变化 的 过 程 变量 显著 
性 的 最 好 的 误差 估计 . 

一 个 合乎 逻辑 的 问题 是 : 若 做 了 表 6.19 中 的 错误 分 析 ， 导致 把 太 多 因子 识别 为 重要 因子 ,这 会 带 来 什 
人 么 不 良 后 果 . 答案 是 , 试图 处 理 或 优化 不 重要 因子 肯定 浪费 资源 ， 而 且 它 必定 导致 其 他 感 兴趣 的 响应 增加 不 
必要 的 变异 . 

当 响应 有 重复 测量 时 ,这 些 观测 几乎 总 是 包含 了 关于 过 程 变异 的 某 些 方面 的 有 用 信息 . 例如 , 如 果 重复 
测量 是 指 同 一 个 实验 单元 用 同一 个 量具 进行 多 次 测量 ， 则 它 给 出 了 量具 能 力 的 一 些 信息 , 如 果 重复 测量 在 一 
个 实验 单元 中 的 不 同位 置 进行 ， 它们 可 给 出 响应 变量 在 整个 单元 中 一 致 性 的 一 些 信息 . 本 例 中 ， 因为 我 们 对 
同时 处 理 的 4 个 实验 单元 中 的 每 一 个 都 有 一 次 观测 ， 因 此 ， 我 们 得 到 了 过 程 中 试验 内 变异 性 的 一 些 信息 . 这 
一 信息 包含 在 每 次 试验 的 4 个 唱片 的 氧化 物 厚度 测量 的 方差 中 . 确定 过 程 变量 是 否 影响 了 试验 内 变异 性 是 
有 意义 的 . 
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图 6.30 压强 (zs) 保持 常量 的 平均 氧化 物 的 等 高 线 图 
表 6.19 ”单个 晶片 氧化 物 厚度 响应 的 方差 分 析 (由 Design-Expert) 

方差 来 源 平方 和 自由 度 均 0 Fo P ti 
Model 43801.75 15 2920.12 476.75 <0.0001 
A 29756.29 $ 29756.29 4858.16 <0.0001 
в 5256.25 1 5256.25 858.16 «0.0001 
с 1722.25 1 1722.25 281.18 «0.0001 
D 42.25 1 42.25 6.90 0.0115 
АВ 4556.25 1 4556.25 743.88 «0.0001 
AC 1806.25 1 1806.25 294.90 «0.0001 
AD 20.25 $ 20.25 3.31 0.0753 
ВС 240.25 1 240.25 39.22 «0.0001 
BD 240.25 1 240.25 39.22 <0.0001 
CD 20.25 1 20.25 3.31 0.0753 
ABD 132.25 1 132.25 21.59 «0.0001 
ABC 2.25 1 2.25 0.37 0.5473 
ACD 0.25 1 0.25 0.041 0.8407 
BCD 6.25 1 6.25 1.02 0.3175 
ABCD 0.25 1 0.25 0.041 0.8407 
Rosidual 294.00 48 6.12 
Lack of Fit 0.000 0 
Pure Error 294.00 48 6.13 
Cor.Total 44095.75 63 


图 6.31 是 用 In(s?) 作为 响应 而 得 到 的 效应 估计 的 正 态 概率 图 ， 回 想 第 3 章 , 我 们 指出 了 对 数 变换 一 
般 来 讲 适用 于 变异 性 建 模 . 没有 一 个 特别 强 的 效应 , 而 因子 A 和 交互 作用 BD 是 最 大 的 . 如 果 模 型 还 要 包 
括 主 效应 B 和 D 以 得 到 分 层 模型 . WA, In(s?) 的 模型 是 


(s?) = 1.08 + 0.4121 — 0.40z2 + 0.2024 — 0.5622 


该 模型 只 解释 了 In(s7) 响应 中 的 不 足 一 半 的 变异 性 , 作为 经 验 模型 , 它 做 得 并 不 好 ， 但 是 得 到 特别 好 的 


方差 模型 通常 是 不 容易 的 . 
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图 6.32 是 预测 方差 (而 不 是 预测 方差 的 对 数 ) 的 等 高 线 图 , 其 中 压强 zs 在 低 水 平 (这 时 , 极 小 化 循环 
时 间 ), 气流 >4 在 高 水 平 , 气流 因子 的 这 种 选择 给 出 了 等 高 线 图 区 域内 的 预测 方差 的 最 小 值 . 

RE, 实验 者 要 选择 设计 变量 的 值 ， 使 得 它 在 过 程 规范 中 规定 氧化 物 均值 尽 可 能 接近 400A, 同时 使 得 
试验 内 的 变异 性 较 小 , 即 s? < 2. 用 于 寻找 一 组 合适 的 条 件 的 一 种 可 能 方法 是 , EAE 6.30 和 图 6.32 的 等 
高 线 图 图 6.33 显示 的 就 是 重 愉 图 ， 它 用 等 高 线 显示 了 平均 氧化 物 麻 度 以 及 约束 s < 2 的 规范 . 该 图 中 ， 
压强 保持 在 低 水 平 , 气流 保持 在 高 水 平 .图 的 左上 中 心 的 空白 区 域 看 成 是 时 间 和 温度 变量 的 可 行 域 . 


正 态 概率 (%) 
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效应 
图 6.31 用 In(s?) 作为 响应 而 得 到 的 效应 的 正 态 概率 图 , 例 6.5 
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图 6.32 ”压强 在 低 水 平 、 气 流 在 高 水 平 的 图 6.33 ЖӨНІНЕ ЖЕ. ИНЕ ЖР 
52( 试 验 内 变异 ) 等 高 线 图 的 平均 氧化 物 厚度 及 响应 52 


这 是 用 等 高 线 图 同时 研究 两 个 响应 的 简单 例子 ， 我 们 将 在 第 11 章 中 详细 讨论 . 
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在 利用 二 水 平 析 因 设 计时 , 一 个 需要 注意 的 问题 是 因子 效应 的 线性 假定 . 当然 , 完全 的 线性 
是 不 必要 的 , 甚至 当 线性 假定 仅仅 相当 近似 地 成 立 , 2^ 系统 也 工作 得 很 好 . 事实 上 , 我 们 注意 到 ， 
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如 果 在 主 效应 即 一 阶 模型 中 增加 交互 作用 项 (interaction term), 得 
у= foc Ў Bizi + У У Bumim) +e (6.26) 
fi p 


于 是 我 们 就 有 了 可 以 表示 响应 函数 的 一 些 弯曲 性 的 模型 ， 当然 ,这 些 弯 曲 性 是 由 交互 作用 项 
Biziz; 引起 的 平面 扭曲 得 到 的 . 
HRF, (6.26) 式 不 足以 模拟 响应 函数 的 弯曲 性 . 在 这 种 情况 下 , 要 考虑 的 一 个 合理 的 模型 是 


k к 
y — + У jm; + УУ дулат + У Bm) € (6.27) 
E 72 B 


其 中 , B;; 为 纯 二 阶 效应 即 二 次 效应 (quadratic effect). (6.27) 式 称 为 二 阶 响 应 曲面 模型 . 

在 二 水 平 析 因 实 验 中 , 我 们 通常 期 望 拟 合 (6.26) 式 的 一 阶 模型 , 但 我 们 必须 注意 (6.27) 式 
的 二 阶 模型 更 合适 的 可 能 性 ， 有 一 种 方法 , 在 2^ 析 因 实验 中 , 重复 某 些 点 的 方法 将 提供 针对 来 
自 二 阶 效应 的 弯曲 性 的 保护 , 并 可 得 到 一 个 独立 的 误差 估计 , 这 一 方法 由 在 2* 设计 中 加 进 一 中 
心 点 而 构成 . 在 这 点 ri = 0(i = 1, 2, .… , k) 处 做 n 次 重复 试验 . 在 设计 中 心 处 加 进 重复 试验 
的 一 条 重要 的 理由 是 , 中 心 点 不 影响 2* 设计 中 通常 的 效应 估计 量 . 我 们 假定 k 个 因子 是 定量 
№. 

为 说 明 这 一 方法 , 考虑 在 每 个 因子 点 (一 ,一 )、(+, 7). (+) 和 (+, +) 处 有 一 个 观测 值 而 
在 中 心 点 (0, 0) 处 有 nc 个 观测 值 的 2? 设计 . 图 6.34 和 图 6.35 说 明了 这 一 点 


[T 
-І 0 1 
n 


图 6.34 有 中 心 点 的 22 设计 图 6.35 ”有 中 心 点 的 22 设计 


B jr 是 在 4 个 因子 点 处 4 次 试验 的 平均 值 , gc 是 中 心 点 处 no 次 试验 的 平均 值 . 如 果 
yr 一 Vc 的 差 很 小 , 则 中 心 点 就 在 或 者 靠近 通过 因子 点 的 平面 上 , DUCERE ET BI. 而 如 果 pr- ўс 
BAK, 则 出 现 弯曲 , 单 自 由 度 的 纯 二 次 项 弯曲 部 分 的 平方 和 为 

SS a-ya = ee aer (6.28) 
其 中 , 一 般 说 来 , ni 是 析 因 设 计 的 点 的 个 数 . 平方 和 也 许 合并 在 方差 分 析 中 , 此 量 与 误差 均 方 相 
比 , 可 用 来 对 弯曲 性 进行 检验 . 更 具体 地 , 当 加 进 的 点 是 2^ 设计 的 中 心 时 , ДІ [由 (6.28) st] 2 
曲 性 检验 实际 上 是 检验 假设 
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k к 
Ho: У 85 = 0, H: X Bs #0 
ӛзі j=: 
而 且 , 如 果 设 计 的 因子 点 是 无 重复 的 , 则 可 以 用 中 心 点 处 的 nc 个 观测 值 来 构造 一 个 自由 度 为 
nc 一 1 的 误差 估计 量 , 详 见 本 章 的 补充 材料 . 

例 6.6 我 们 通过 再 考虑 例 6.2 的 小 规模 试验 性 工厂 实验 , 来 说 明 附加 中 心 点 的 2* 设计 . 这 是 一 个 无 
重复 24 dri. 见 表 6.10 的 原始 实验 ， 假 定 在 该 实验 中 增加 4 个 中 心 点 , 在 4 个 点 zl = ra = 23 = zi 
О 的 渗透 率 为 73, 75, 66, 69. 4 个 中 心 点 的 均值 为 gc = 70.75, 16 个 析 因 试验 的 均值 为 Yr = 70.06. 
为 gc M ўр 非常 接近 , 我 们 怀疑 不 存在 强烈 的 弯曲 

表 6.20 概括 出 此 实验 的 方差 分 析 . 在 表 的 上 部 ， 我 们 拟 合 了 全 模型 利用 中 心 点 算得 的 均 方 误差 如 下 : 

D (и — йа) 
NET 


- 20) 
Мв = 2. EET (6.29) 
因此 , 在 表 6.20 中 ， 
Y (yi — 70.75)? 
ТЕЛ 48.75 
Limbo 48.75 1625 
MSE i-i 3 716 


由 (6.28) 式 , Ж ўр — gc = 70.06 — 70.75 = -0.69 计算 方差 分 析 表 中 的 纯 二 次 项 (弯曲 ) 平方 和 , 算得 
如 下 : 


方差 分 析 说 明 在 所 考察 的 范围 内 没有 证 据 表明 响应 的 二 阶 麻 曲 部 分 存在 . 也 就 是 说 ， 不 能 拒绝 零 假设 Ho : 
Өлі + бәз + B33 + Ваа = 0. A,C, D, AC Ж AD 为 显著 效应 , 简化 模型 的 方差 分 析 列 在 表 6.20 的 下 部 . 
这 个 分 析 的 结果 与 例 6.2 一 致 ,那里 是 用 正 态 概率 图 法 分 离 出 重要 效应 . 

在 例 6.6 P, 我 们 认为 没有 迹象 表明 二 次 项 效应 存在 . BD, 含有 A,C, D, 以 及 交互 作用 АС 
和 AD 的 一 阶 模型 是 合适 的 . 但 是 也 存在 二 次 项 (z?) 的 情况 . 例如 , 对 于 = 2 个 设计 因子 的 
情形 , 若 弯曲 性 检验 是 显著 的 , 则 只 能 假定 二 阶 模型 , 如 

Y = 80 + Вікі + Baza + Paxiza + fa? + Вот +e 

不 幸 的 是 , 我 们 不 能 在 该 模型 中 估计 未 知 参数 (6), 因为 有 6 个 参数 要 估计 , 图 6.35 的 加 上 中 心 
点 的 2? 设计 只 有 5 个 独立 试验 

解决 这 个 问题 的 简单 而 高 效 的 方法 是 在 2* 设计 中 增加 4 个 轴 试 验 (axial run), 如 图 6.36a 
所 示 的 k= 2 情形 ， 得 到 的 设计 , 称 为 中 心 复合 设计 (central composite design)， 可 以 用 于 拟 
合 二 阶 模型 ， 图 6.36b 显示 了 к = 3 个 因子 的 中 心 复合 设计 . 该 设计 有 14+nc 试验 (通常 
3 < nc < 5), 能 够 有 效 地 拟 合 = 3 个 因子 情形 下 的 含有 二 阶 模型 10 个 参数 的 


n 


(a) 二 因子 (b) 三 因子 
图 6.36 ”中 心 复合 设计 
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中 心 复合 设计 广泛 用 于 建立 二 阶 响应 曲面 模型 . 第 11 章 中 将 详细 讨论 这 些 设 计 . 
Ж 6.20 816.6 的 方差 分 析 


全 模型 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fi P>F 
Model 5 730.94 15 382.06 23.51 0.012 1 
A 1 870.56 1 1 870.56 115.11 0.001 7 
B 39.06 1 39.06 2.40 0.218 8 
с 390.06 1 390.06 24.00 0.016 3 
D 855.56 1 855.56 52.65 0.005 4 
AB 0.063 1 0.063 3.846E-003 0.954 4 
АС 1 314.06 1 1 314.06 80.87 0.002 9 
AD 1 105.56 1 1 105.56 68.03 0.003 7 
BC 22.56 1 22.56 1.39 0.323 6 
BD 0.56 >? 0.56 0.035 0.864 3 
CD 5.06 1 5.06 0.31 0.615 7 
ABC 14.06 Ej 14.06 0.87 0.420 9 
ABD 68.06 1 68.06 4.19 0.133 2 
ACD 10.56 1 10.56 0.65 0.479 1 
BCD 27.56 1 27.56 1.70 0.283 8 
ABCD 7.56 1 7.56 0.47 0.5441 
Pure Quadratic 
Curvature 1.51 1 1.51 0.093 0.780 2 
Pure error 48.75 3 16.25 
Cor Total 5 781.20 19 
简约 模型 的 方差 分 析 C D 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 F tti Р>Е 
Model 5 535.81 5 1 107.16 59.02 «0.000 
A 1 870.56 1 1 870.56 99.71 «0.000 
с 390.06 1 390.06 20.79 0.000 5 
D 855.56 1 855.56 45.61 «0.000 
АС 1 314.06 % 1 314.06 70.05 «0.000 
AD 1 105.56 1 1 105.56 58.93 < 0.000 
Pure Quadratic 
Curvature 1.51 1 1.51 0.081 0.780 9 
Residual 243.87 13 18.76 
Lack of Fit 195.12 10 19.51 1.20 0.494 2 
Pure error 48.75 3 16.25 
Cor Total 5 781.20 19 


结束 本 节 前 , 我 们 提出 几 个 有 用 的 建议 和 关于 中 心 点 使 用 的 意见 . 

(1) 当 析 因 实验 在 一 个 正在 运行 的 过 程 中 进行 时 , 考虑 使 用 目前 的 运行 条 件 (或 配方 ) 作为 
设计 的 中 心 点 . 这 通常 确保 实验 中 的 部 分 操作 人 员 能 在 熟悉 的 条 件 下 完成 任务 , 所 以 得 到 的 结果 
(至 少 是 这 些 试验 ) 不 会 比 现在 的 结论 差 . 

(2) 当 析 因 实验 中 的 中 心 点 对 应 于 通常 的 运行 配方 时 , 实验 者 可 以 利用 中 心 点 的 响应 观测 值 


212 %6% 2 析 因 设计 N 


来 粗略 检查 实验 中 是 否 有 任何 “不 寻常 的 ” 现象 . 也 就 是 , 中 心 点 的 响应 必须 和 常规 过 程 运行 的 
响应 观测 类 似 . 通常 操作 人 员 持 有 上 监控 过 程 性 能 的 控制 图 . 有 时 , 中 心 点 响应 直接 画 在 控制 图 上 
作为 检查 实验 中 正 运行 过 程 的 方法 . 

(3) 考虑 以 非 随机 次 序 在 中 心 点 进行 重复 , 具体 来 说 , 在 实验 开始 时 或 开始 之 初 , 在 中 心 点 
做 一 次 或 两 次 试验 , 实验 中 期 做 一 两 次 , 实验 结束 前 , 做 一 两 次 . 随 着 中 心 点 试验 逐步 进行 , 实验 
者 可 以 在 实验 中 对 过 程 稳定 性 有 一 个 粗略 的 检查 . 例如 , 实验 进行 中 , 响应 有 一 个 趋势 , 作 中 心 
点 响应 与 时 间 顺 序 的 关系 图 可 以 说 明 这 一 点 

(4) 有 时 实验 必须 在 很 少 或 没有 关于 过 程 变 异性 先 验 信息 的 条 件 下 进行 ， 这 种 情况 下 ,做 
2 ~ 3 个 中 心 点 试验 作为 实验 中 的 最 初 几 个 试验 是 有 帮助 的 . 这 些 试验 可 以 提供 变异 性 的 初步 
估计 . 如 果 变 异性 的 大 小 看 起 来 是 合理 的 , 则 继续 试验 ; 如 果 观 测 到 大 得 超过 预期 的 (或 合理 的 ) 
变异 性 , 则 停止 试验 . 在 其 余 实验 继续 进行 下 去 之 前 , 研究 变异 性 为 何如 此 之 大 是 大 有 帮助 的 . 

(5) 通常 , 当 所 有 设计 因子 是 定量 的 时 候 , 我 们 可 以 使 用 中 心 点 . 但 是 , 有 时 会 有 一 个 或 多 个 
定性 或 分 类 变量 以 及 几 个 定量 因子 . 这 时 , 仍然 可 以 使 用 中 心 点 , 例如 ， 考虑 一 个 实验 , 有 两 个 定 
量 因子 (时间 和 温度 ) 每 个 因子 有 两 个 水 平 , 还 有 一 个 定性 因子 (晶体 类 型 ) 也 有 两 个 水 平 (有 
机 的 和 无 机 的 ) 图 6.37 显示 了 这 些 因子 的 23 设计 . 注意 到 中 心 点 被 放 在 包含 定性 因子 的 立方 
体 的 对 面 ， 换 名 话说 , 只 要 这 些 子 空间 仅 包 含 定量 因子 ， 中 心 点 就 可 以 在 这 些 定性 因子 的 高 水 平 
和 低 水 平 的 处 理 组 合 上 进行 试验 . 


图 6.37 ”含有 一 定性 因子 和 中 心 点 的 23 析 因 设计 


6.7 ”使 用 规范 化 设计 变量 的 理由 


读者 已 注意 到 , 在 本 章 中 , 我 们 在 进行 所 有 2^ 析 因 设计 和 模型 拟 合 时 都 采用 了 规范 设计 变 
f, -1 < zi < +1, 而 不 是 来 用 按 它们 原始 单位 (有 时 称 实际 、 自然 或 工程 单位 ) 的 设计 因子 . 
车 采用 工程 单位 , 与 规范 单位 分 析 相 比 ， 我 们 将 得 到 不 同 的 数值 结果 , 通常 这 个 结果 不 容易 解释 

为 了 说 明 两 个 分 析 间 的 一 些 差异 , 考虑 下 面 的 实验 .一 个 简单 DC 电路 连接 两 个 不 同 的 电 
ІН, 19 和 29. 电路 也 包含 一 只 电流 表 和 一 个 可 变 输出 电源 . 当 电 阻 安装 在 电路 中 时 , 调整 电源 
直到 电流 达到 4 安培 或 6 安培 , 用 伏特 计 读 取 电 源 的 电压 输出 . 进行 22 析 因 设计 的 两 次 重复 ， 
表 6.21 给 出 了 结果 . 我 们 知道 欧姆 定律 确定 了 与 测量 误差 无 关 的 电压 观测 . 无 论 如 何 , 对 由 经 
验 模型 得 到 的 数据 的 分 析 给 出 了 一 些 关 于 所 设计 的 实验 中 规范 单位 和 工程 单位 的 值 的 信息 . 


өл 使 用 规范 化 设计 变量 的 理由 
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表 6.21 电路 实验 
ПЕ] R( 欧 姆 ) ЖЕЛ т? V( 伏 特 ) 
4 1 -1 -1 3.802 
4 1 -1 -1 4.013 
6 1 1 -1 6.065 
6 1 1 -1 5.992 
4 2 -1 1 7.934 
4 2 -1 1 8.159 
6 2 1 1 11.865 
6 2 1 1 12.138 


表 6.22 和 表 6.23. 分 别 给 出 了 用 通常 的 规范 变量 (z 和 z2) 以 及 工程 单位 作为 设计 变量 的 
回归 模型 . Minitab 用 于 进行 计算 . 首先 考虑 表 6.22 中 的 规范 变量 分 析 . 设计 是 正 交 的 , 规范 变 


表 6.22 ”用 规范 变量 的 电路 实验 的 回归 分 析 


The regression equation is 


V = 7.50 + 1.52 xi + 2.53 х2 + 0.458 хіх2 
Predictor Coef StDev T P 
Constant 7.49600 0.05229 143.35 0.000 
xi 1.51900 0.05229 29.05 0.000 
x2 2.52800 0.05229 18.34 0.000 
xix2 0.45850 0.06229 8.77 0.001 
8-0.1479 R-Sq=99 .9% R-Sq(adj)=99.8% 
Analysis of Variance 
Source DF 88 MS F P 
Regression 3 71.267 23.756 1085.95 0.000 
Residual Error 4 0.088 0.022 
Total 7 71.354 
36.23 ”用 工程 单元 的 电路 实验 的 回归 分 析 
The regression equation is 
V = -0.806 + 0.144 I 0.471 R + 0.917 IR 
Predictor Coef StDev T P 
Constant —0.8055 0.8432 —0.96 0.394 
І 0.1435 0.1654 0.87 0.434 
R 0.4710 0.5333 0.88 0.427 
IR 0.9170 0.1046 8.77 0.001 
S=0. 1479 R-Sq=99. 9% R-Sq(adj)=99.8% 
Analysis of Variance 
Source DF ss Ms F P 
Regression 3 71.267 23.756 1085.95 0.000 
Residual Error 4 0.088 0.022 
Total 7 71.354 
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量 也 是 正 交 的 . 注意 到 所 有 主 效应 (z1= 电流 ) 和 (z2= 电阻 器 ) 都 是 显著 的 . 交互 作用 也 很 显 
Ж. 在 规范 变量 分 析 中 , 模型 系数 的 大 小 是 直接 比较 的 , Вр, 它们 都 是 无 尺度 的 , 它们 测量 了 效应 
在 一 个 单位 区 间 的 变化 . 而 且 , 它们 估计 的 精度 都 是 相同 的 (注意 到 所 有 3 个 系数 的 标准 误 都 是 
0.053). 交互 作用 效应 小 于 任 一 个 主 效应 , 电流 的 效应 稍 大 于 电阻 效应 的 一 半 , 这 暗示 着 , 在 因子 
研究 的 范围 内 , 电阻 是 一 个 更 为 重要 的 变量 . 对 于 确定 因子 效应 的 相对 大 小 , 规范 变量 非常 有 效 . 

现在 考虑 基于 工程 单位 的 分 析 , ME 6.23 所 示 . 在 该 模型 中 , 仅 有 交互 作用 是 显著 的 . 交互 
作用 项 的 模型 系数 为 0.917 0, 标准 误 为 0.104 6. 可 以 构建 检验 交互 作用 为 1 的 假设 的 上 统计 


量 : 
Brra-l 09170-1 


зе(Йін) 2701046 
该 检验 统计 量 的 P 值 是 Р=0.76. 因此 , 我 们 不 能 拒绝 系数 为 1 的 零 假设 , 这 与 欧姆 定律 一致. 
注意 到 回归 系数 是 有 量 纲 的 , 它们 估计 的 精度 并 不 不 同 . 这 是 因为 用 工程 单位 因子 的 实验 设计 不 
是 正 交 的 . 

因为 截 距 项 和 主 效应 是 不 显著 的 , 我 们 可 以 考虑 仅 用 交互 作用 项 IR 拟 合 模型 .结果 如 表 
6.24 所 示 . 交互 作用 项 回归 系数 的 估计 和 前 面 工程 单位 的 估计 是 不 同 的 , 因为 工程 单位 的 设计 
不 是 正 交 的 . 系数 也 为 1. 


表 6.24 ”电路 实验 的 回归 分 析 ( 仅 考虑 交互 作用 项 ) 


The regression equation is 
V = 1.00 IR 
Predictor Сое? StDev T P 


to = —0.793 5 


Noconstant 
IR 1.00073 0.00550 181.81 0.000 
S=0. 1255 

Analysis of Variance 


Source DF 88 MS F p 
Regression 3 71.267 23.756 1085.95 0.000 
Residual Error 4 0.088 0.022 

Total 7 71.354 


一 般 地 , 工程 单位 不 能 直接 比较 , 但 是 它们 有 物理 含义 , 正如 在 当前 的 例子 中 的 一 样 . 这 可 
能 得 到 基于 内 在 机 理 的 简化 , 在 大 多 数 情况 中 , 最 好 还 是 选择 规范 单位 分 析 . 它 通常 不 会 发 生 基 
于 内 在 机 理 的 简化 (如 同 在 我 们 的 例子 中 的 ). 在 实践 中 , 规范 变量 可 以 帮助 实验 者 认 清 设计 因 
子 的 相对 重要 性 . 


68 m ж ш 


76.1 工程 师 研究 切割 速度 (A). 工具 的 几何 形状 (B) ARSH (C) 对 于 切削 工具 寿命 (以 小 时 计 ) 的 
效应 . 每 一 因子 选取 两 个 水 平 , 采用 有 3 次 重复 的 23 析 因 设计 . 结果 如 下 ; 
(а) 估计 因子 效应 . 哪些 效应 较 大 ? 
(b) 用 方差 分 析 来 确认 你 对 (a) 的 结论 . 


6.8 


ж 


考 题 


215 


(c) 根据 实验 结果 , 写 出 预测 寿命 (单位 : 小时) 的 回归 模型 ， 


(d) 分 析 残 差 . 有 明显 的 问题 吗 ? 
(e) 基于 主 效应 和 交互 作用 图 的 分 析 ， 你 推荐 A, B, С 的 哪 一 种 规范 因子 水 平 ? 


ж я 
А B с 处 理 组 合 I ii n 
= E 2. (1) 22 31 25 
dg Е а 32 43 29 
РА + Б b 35 34 50 
£ + - ab 55 4T 46 
å = + с 44 45 38 
* - * ac 40 37 36 
- * * bc 60 50 54 
十 十 十 abc 39 4l 47 


762 重新 考虑 思考 题 6.1 中 的 (c), 用 回归 模型 来 生成 工具 寿命 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 ， 解 释 这 些 图 形 . 


在 这 个 过 程 中 它们 提供 了 关于 理想 操作 条 件 的 信息 吗 ? 


6.3 求 思考 题 6.1 中 因子 效应 的 标准 误 和 近似 95 色 置信 区 间 ， 此 分 析 的 结果 与 由 方差 分 析 得 到 的 结论 


E 


6.4 取 适 当 尺度 的 t 分 布 , 画 出 思考 题 6.1 中 因子 效应 的 图 形 ， 从 图 中 能 恰当 地 识别 出 重要 的 因子 吗 ? 


将 由 图 中 所 得 的 结论 与 由 方差 分 析 所 得 的 结论 进行 比较 . 


“6.5 有 一 台 用 来 在 印刷 电路 板 上 刻 痕 的 刻 纹 机 . 刻 划 时 在 电路 板 表面 上 的 摆动 水 平 可 以 看 作为 刻 痕 空间 
位 置 摆动 的 主要 来 源 ， 考虑 影响 摆动 的 两 个 因子 , 刀刃 尺寸 (A) 和 刻 划 速度 (в). 选择 两 种 刀 为 尺 
S (1/16 英寸 和 1/8 英寸 ) 和 两 种 速度 (40 转 / 分 和 90 转 /分 ) 在 每 组 条 件 下 刻 4 块 电路 板 , 结 
果 如 下 , 响应 变量 是 摆动 ， 在 每 块 试验 电路 板 上 用 3 只 传感器 (zy, z) 的 合成 最 来 度量 它 . 


A B 处 理 组 合 Eu 

I П ІП IV 
- (1) 18.2 18.9 12.9 14.4 
十 一 a 27.2 24.0 22.4 22.5 
= = b 15.9 14.5 15.1 14.2 
T T ab 41.0 43.9 36.3 39.9 


(а) 分 析 此 实验 的 数据 


(b) 画 出 残 差 的 正 态 概率 图 ， 并 面 出 残 差 与 预测 摆动 水 平 的 关系 图 解释 这 些 图 形 . 
(c) mH AD 交互 作用 图 . 解释 此 图 ， 你 推荐 刀 丸 尺寸 和 刻 划 速 度 的 哪 一 水 平 用 于 日 常生 产 ? 
“6.6 重新 考虑 思考 题 6.1, 假设 实验 者 仅 在 重复 I 中 进行 了 8 次 试验 ， 另 外 , 他 设 定 了 4 个 中 心 点 , 得 
到 了 以 下 响应 数据 : 36, 40, 43, 45 
(а) 估计 因子 效应 , 哪个 效应 最 大 ? 
(b) 进行 方差 分 析 , 包括 纯 二 次 弯曲 性 的 检查 ,你 的 结论 是 什么 ? 
(c) 根据 实验 结果 , 写 出 一 个 预测 工具 寿命 的 合适 模型 ， 这 个 模型 和 思考 题 6.1 中 (с) 部 分 的 模型 


有 何不 同 ? 
(4) 分 析 残 差 


(е) 关于 这 个 过 程 的 合适 运行 条 件 ， 你 得 到 了 什么 结论 ? 
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6.7 进行 一 个 用 以 改善 化 学 过 程 产 率 的 实验 ,选取 4 个 因子 , 采用 有 了 两 次 重复 的 完全 随机 化 实验 结果 


如 下 表 所 示 : 


处 理 组 合 


(а) 估计 因子 效应 

(b) 写 出 方差 分 析 表 , 确定 哪些 因子 对 产 率 是 重要 的 ， 

(c) 假设 所 有 4 个 因子 的 变化 范围 都 是 从 一 1 到 十 1( 规 范 变量 )， 写 出 一 个 预测 产 率 的 回归 模型 

(d) 在 正 态 概率 纸 上 夯 出 残 差 与 预测 产 率 的 关系 图 ， 残 差分 析 令 人 满意 吗 ? 

(е) 两 个 三 因子 交互 作用 АВС 和 ABD 显示 出 有 较 大 的 效应 , 对 因子 A, B,C il -立方 体 图 , 并 
在 每 个 角 上 标 出 相应 的 平均 产 率 . 对 因子 A, В, D 也 同样 夯 一 张 , 这 两 张 图 对 数据 解释 有 帮助 
吗 ? 进行 生产 时 , 关于 这 4 个 变量 你 会 推荐 在 哪 一 位 置 上 的 呢 ? 


6.8 一 位 细菌 学 家 考察 两 种 不 同 的 培养 基 和 两 种 不 同 的 滋长 时 间 对 于 某 病毒 的 效应 . 她 采用 有 6 次 重复 


6. 


的 22 设计 , 以 随机 顺序 做 试验 . 分 析 下 面 的 病毒 滋长 数据 ,并 写 出 恰当 的 结论 . 分 析 残 差 并 论述 模 
型 的 适合 性 


培 养 基 


时 间 (小 时 
时 间 (小 时 ) 1 ? 

21 22 25 26 

12 23 28 24 25 

20 26 29 27 

37 39 31 34 

18 38 38 29 33 

35 36 30 35 


.9 一 位 主管 生产 饮料 瓶 的 工程 师 考虑 两 种 不 同 的 32 盘 司 瓶子 在 运送 过 程 中 所 需 的 时 间 ， 一 种 是 玻璃 
的 , 另 一 种 是 塑料 的 ，12 瓶 一 箱 . 两 位 工人 来 执行 下 述 任务 : 将 40 箱 产品 用 标准 手推车 运 至 距 原 
地 50 英尺 处 , 并 堆放 整齐 采用 有 4 次 重复 的 22 析 因 设计 . 观测 到 的 时 间 如 下 表 所 示 . 分 析 这 些 
数据 并 写 出 恰当 的 结论 . 分 析 残 差 并 论述 模型 的 适合 性 . 


ETAN = 
1 2 
玻璃 5.12 4.89 6.65 6.24 
4.98 5.00 5.49 5,55 
塑料 4.95 4.43 5.28 4.91 
4.27 4.25 4.75 4.71 


6.10 在 思考 题 6.9 H, 工程 师 也 感 兴趣 于 由 于 瓶子 类 型 的 不 同 而 导致 工人 的 潜在 的 疲劳 差 ， 作 为 所 需要 


68 = X Ж T 


6.11 


6.12 


6.13 


6.14 
6.15 


的 劳动 量 的 量度 , 他 测量 了 由 于 工作 引起 的 心率 (脉搏) 的 升 高 , 结果 如 下 . 分 析 这 些 数据 并 写 出 结 
ie. 分 析 残 差 并 论述 模型 的 适合 性 . 


2. X 
METAN ; 2 
玻璃 39 45 20 13 
58 35 16 1 
塑料 44 35 13 10 
42 21 16 15 


计算 思考 题 6.10 中 因子 效应 的 近似 95% BEE. ЧАУРА RURUI УН 6.10 中 方差 分 析 的 
结果 一 致 吗 ? 

在 AT & Technical Journal (March/April 1986, Vol. 65, pp. 39-50) 上 的 一 篇 论文 描述 了 将 二 
水 平 析 因 设计 应 用 于 集成 电路 生产 的 例子 ， 一 个 基本 的 生产 步 又 是 , 在 已 抛光 的 硅 片上 生成 一 层 外 
延 层 . 硅 片 固定 在 基 座 上 并 定位 于 一 个 钟 形 烧结 炉 内 ， 然 后 引入 化 学 蒸气 ， 基 座 不 断 地 旋转 和 受热 ， 
直到 外 延 层 足 够 厚 为 止 ,进行 试验 时 使 用 两 个 因子 ; 砷 流速 率 (A) 和 沉积 时 间 (В). XE 4 次 重 
М, 测量 外 延 层 的 厚度 (单位 ; 微米 ). 数据 如 表 6.25 Br. 


表 6.25 ВАШ 6.12 的 2? 设计 


pe Ж я 因子 水 平 

І П ПП IV 低 (—) 高 (十 ) 
-  — 14037 16.165 13972 13907 A 5596 5996 
ж - 13.880 13.860. 14.032 13.914 
= + 148 14757 14843 14878 B 短 长 
+ + 14.888 14921 14.415 — 14.932 (10 分 钟 ) — (52 


(а) 估计 因子 效应 . 

(b) 进行 方差 分 析 , 哪些 因子 重要 ? 

(c) 写 出 一 个 回归 方程 , 用 于 预测 外 延 层 厚度 随 本 实验 中 砷 流速 率 和 沉积 时 间 的 变化 情况 . 

(а) 分 析 残 差 有 哪些 残 差 值得 注意 ? 

(е) 讨论 你 将 如 何 处 理 在 (а) 中 发 现 的 潜在 的 异常 值 . 

思考 题 6.12 的 继续 . 用 思考 题 6.12 |9 (с) 部 分 中 的 回归 模型 来 生成 外 延 层 厚度 的 响应 曲面 等 高 线 

图 假设 得 到 外 延 层 厚度 为 14.5 hm 是 极其 重要 的 ， 你 推荐 什么 样 的 砷 流速 率 和 沉积 时 间 ， 

思考 题 6.13 的 继续 . 如 果 过 程 中 砷 流速 率 比 沉积 时 间 难 控制 ， 如 何 回答 思考 题 6.13 的 变化 ? 

锦 钛 合金 用 来 制造 喷气 涡轮 飞机 发 动机 的 零件 ， 制 成 品 上 的 裂缝 是 一 个 潜在 的 严重 问题 ， 因 为 它 导 

至 不 可 修复 的 报废 ， 生 产 部 门 进行 一 项 实验 ， 以 便 确 定 4 个 因子 对 裂缝 的 效应 . 4 个 因子 是 浇注 温 

BE (A). EERE (в). 热处理 方法 (С) 以 及 所 用 的 晶 粒 细 化 剂量 (D). 采用 有 两 次 重复 的 24 设计 . 

对 试 样 按 例 行 试验 进行 ， 并 测量 引起 的 裂 颖 长 度 (单位 : 10-5 毫米 ). 数据 如 下 ; 

(а) 估计 因子 效应 , 哪些 因子 效应 显得 较 大 ? 

(b) 进行 方差 分 析 , 任 一 因子 都 对 裂缝 起 作用 吗 ? 用 a = 0.05. 

(c) 写 出 一 个 可 以 预测 独 乡 长 度 的 回归 模型 , 裂缝 长 度 是 你 在 (b) 中 识别 的 显著 主 效应 和 交互 作用 
的 函数 . 

(d) 分 析 此 实验 残 差 . 

(е) 有 证 据 表明 任 一 因子 都 对 裂缝 的 变异 性 起 作用 吗 ? 

(0) 进行 生产 时 , 你 的 建议 是 什么 ? 用 交互 作用 和 /或 主 效应 图 帮助 你 得 出 结论 . 
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6.16 


6.17 


*6.18 


E я 

A B с D 处 理 组 合 T 

= T - E a) 7.037 6.376 
+ = = Е а 14.707 15.219 
Ра + we Е b 11.635 12.089 
+ + = = а 17.273 17.815 
2 E + - c 10.403 10.151 
4 - 十 Е ас 4.368 4.098 
т; + e - bc 9.360 9.253 
+ + + - abc 13.440 12.923 
E Ек а + а 8.561 8.951 
4 ЕЕ Е + ad 16.867 17.052 
РА igo Е + bd 13.876 13.658 
十 + - + abd 19.824 19.639 
" Ж Ж + са 11.846 12.337 
+ E + + acd 6.125 5.904 
Е + * + bcd 11.190 10.935 
十 十 + + abcd 15.653 15.053 


一 E ы 


思考 题 6.15 的 继续 , 思考 题 6.15 描述 的 实验 中 的 一 个 变量 , 热处理 方法 (C), 是 一 个 类 别 变量 , 假 
设 其 余 因子 是 连续 的 
(а) 写 出 两 个 预测 腹 颖 长 度 的 回归 模型 ， 每 一 个 都 是 热处理 变量 的 一 个 水 平 ， 你 注意 到 这 两 个 方程 
有 哪些 不 同 之 处 吗 ? 
(b) 作出 (a) 中 两 个 回归 模型 的 合适 的 响应 曲面 等 高 线 图 ， 
(c) 如 果 用 加 热处理 法 C = 十 , 你 推荐 A, В, D 的 哪 组 条 件 ? 
(d) 假设 希望 用 加 热处理 法 C = —, ЖЯ (с) 部 分 . 
一 个 实验 者 做 了 24 设计 的 一 次 重复 . 计算 得 到 下 面 的 效应 估计 : 
A= 7695 AB=-5132  ABC- -282 
B=-6752  AC- 1169  ABD- -6.50 
C= -784  AD- 978  ACD- 1020 
D--i8&73 ВС- 2078 ВСр= -798 
ВЮ = 1474 ABCD =-6.25 
CD= 127 


(a) 作出 这 些 效应 的 正 态 概率 图 

(b) 基于 (a) 中 效应 的 图 像 , 确定 一 个 尝试 性 的 模型 . 

考虑 例 5.3 瓶子 灌 装 实验 的 一 个 变形 .假定 所 用 的 碳酸 只 有 两 个 水 平 , 实验 是 具有 两 次 重复 的 23 

析 因 设计 , 数据 如 下 ， 

(а) 分 析 实验 数据 . 哪些 因子 显著 影响 灌 装 高 度 的 偏差 ? 

(b) 分 析 实验 的 残 差 ， 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 

(c) 根据 工序 变量 的 重要 性 ,得 到 预测 灌 装 高 度 偏差 的 模型 ， 用 这 个 模型 构 作 等 高 线 图 ， 用 于 帮助 
解释 实验 的 结果 . 

(d) 在 (a) 中 , 你 大 概 注意 到 交互 作用 比较 显著 . 如 果 在 模型 中 没有 包含 交互 作用 ， 现在 包含 它 , 再 
做 一 次 分 析 . 这 样 做 有 什么 不 同 ? 如 果 在 (а) 中 你 选择 了 包含 交互 作用 , 现在 移 去 它 重新 分 析 . 
交互 作用 项 又 产生 了 什么 不 同 ? 
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规范 因子 灌 装 高 度 偏差 因子 水 平 
试验 A B C 重复 1 重复 2 低 (-1) 高 (+1) 
1 - =- =- -3 -1 A(%) 10 12 
2 + - - 0 1 B(psi) 25 30 
3 - + - -1 0 C(b/m) 200 250 
4 + + - 2 3 
5 - - + -1 0 
6 十 一 十 2 $ 
7 - + + 1 1 
8 + + + 6 5 


"6.19 我 一 直 想 提高 高 尔 夫 球 成 绩 ， 由 于 一 个 高 尔 夫 球 手 在 他 的 35% 到 4596 的 击 打 中 用 到 推 杆 ; 为 了 
提高 高 尔 夫 成 绩 ， 改 进 打球 入 润 动作 是 合乎 还 辑 且 简单 的 方法 〈"“ 谁 能 轻 轻 击 球 入 洞 ， 谁 就 是 胜利 
者 "一 一 Willie Paeks, 1864 一 1925, 两 次 英国 公开 赛 的 冠军 )， 进 行 一 个 实验 来 研究 4 个 因子 对 
打球 入 润 准确 度 的 影响 . 这 些 设计 因子 包括 : 击 球 入 洞 的 距离 、 推 杆 的 类 型 、 入 洞 方向 线 (曲线 还 是 
直线 )、 击 球 入 洞 的 倾斜 面 (水 平 还 是 下 坡 )， 响 应 变量 是 球 静 止 后 离 球 洞 的 距离 ， 一 个 高 尔 夫 手 进 


行 有 7 次 重复 的 24 析 因 设计 的 实验 , 所 有 击 球 入 洞 的 次 序 都 是 随机 的 ， 结 果 如 


设计 因子 球 静 止 后 离 球 洞 的 距离 ( 重 最 ) 

击 球 入 洞 推 杆 的 。 ”入 洞 方 ” 击 球 入 洞 i Я f 4 Ў өз 2 

的 距离 类 型 向 线 的 倾斜 面 Р 
10 直线 水 平 10.0 180 140 125 190 160 185 
30 直线 水 平 0.0 165 45 175 205 17.5 330 
10 直线 水 平 40 60 10 145 120 140 50 
30 直线 水 平 0.0 100 340 110 255 2.5 00 
10 曲线 水 平 00 00 185 195 160 150 11.0 
30 曲线 水 平 5.0 20.5 18.0 20.0 29.5 19. 10.0 
10 曲线 水 平 65 185 75 60 00 100 00 
30 曲线 水 平 165 45 00 235 80 80 80 
10 直线 下 坡 45 180 145 100 00 175 60 
30 直线 下 坡 19.55 180 160 55 100 70 36.0 
10 直线 下 坡 150 160 85 00 05 90 30 
30 直线 T 415 390 65 35 70 85 360 
10 曲线 下 坡 80 45 65 100 130 410 140 
30 曲线 下 坡 215 105 65 00 155 240 160 
10 曲线 下 坡 00 00 00 45 10 40 65 
30 中 空 式 铁杆 ”曲线 下 坡 180 50 70 100 325 185 80 


(а) 分 析 该 实验 的 数据 ,哪些 因子 显著 影响 推 杆 的 性 能 ? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 


6.20 半导体 产品 制造 过 程 是 长 而 复杂 的 装配 流程 , 因此 整个 工厂 的 生产 线 都 有 多 个 工序 中 要 使 用 点 阵 标 
识 和 点 阵 式 二 维 码 识 读 器 ， 无 法 识 读 的 点 阵 图 案 会 对 工厂 生产 率 造成 负面 影响 ,因为 必须 要 暂停 加 
工 过 程 直到 手工 输入 部 分 数据 后 才能 继续 生产 ， 有 一 个 24 工厂 实验 用 来 设计 激光 刻 码 方式 刻 制 点 
阵 式 二 维 码 , 是 刻 在 保护 基 材 成 型 模具 金属 盖 上 的 图 案 . 设计 因子 是 , A = 激光 强度 (9 W, 13 W), 
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B= 激光 脉冲 频率 (4 000 Hz, 12 000 Hz), C = 点 阵 图 形 单元 尺寸 (0.07 in, 0.12 in), D = 刻 码 
速度 (10 in/sec, 20 in/sec), 响应 变量 是 容错 率 (СЕС). 这 是 点 阵 式 二 维 码 中 宛 余 信息 比率 的 衡 
量 参数 ，UEC 为 0 表示 容错 性 最 高 , 即 以 最 低 的 识 读 条 件 仍 可 以 读 出 正确 的 解码 点 阵 数据 ，UEC 
为 1 表示 容错 性 最 低 , 即 需要 最 高 的 识 读 条 件 才 可 以 正确 识 读 . 一 个 DMX 核对 器 用 来 测量 UEC. 
该 实验 的 数据 如 表 6.26 所 示 . 
Ж 6.26 ”思考 题 6.20 的 24 实验 
标准 次 序 ЮИ ОН 脉冲 频率 МЕЛТ SAMEUE UEC 


8 1 1.00 1.00 1.00 —1.00 0.8 
10 2 1.00 -1.00 -1.00 1.00 0.81 
12 3 1.00 1.00 —1.00 1.00 0.79 

9 4 —1.00 —1.00 —1.00 -1.00 06 

7 5 -1.00 1.00 1.00 -1.00 0.65 
15 6 -1.00 1.00 1.00 1.00 0.55 

2 了 1.00 -1.00 -1.00 -1.00 0.98 

6 8 1.00 —1.00 1.00 -1.00 0.67 
16 9 1.00 1.00 1.00 1.00 0.69 
13 10 -1.00 -1.00 1.00 1.00 0.56 

5 11 —1.00 -1.00 1.00 -1.00 0.63 
14 12 1.00 -1.00 1.00 1.00 0.65 

1 13 -1.00 -1.00 -1.00 -1.00 0.75 

3 14 1400. 1.00 —1.00 -1.00 0.72 

4 15 1.00 1.00 -1.00 -1.00 0.98 
11 16 —1.00 1.00 —1.00 1.00 0.63 

一 -一 063_ 


(а) 分 析 该 实验 的 数据 ,哪些 因子 显著 影响 UEC? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 , 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 

621 重新 考虑 思考 题 6.20 中 的 实验 , 假设 4 个 中 心 点 是 可 用 的 而 且 在 4 个 试验 点 的 UEC 响应 分 别 是 
0.98, 0.95, 0.93, 0.96， 在 分 析 中 加 入 弯曲 性 检验 ,重新 分 析 实 验 , 你 能 得 出 什么 结果 ?你 对 实验 者 
有 什么 建议 ? 

6.22 一 家 公司 通过 直接 邮递 进行 销售 . 做 一 个 实验 , 用 于 研究 3 个 因子 对 一 个 特定 产品 的 客户 响应 率 的 
效应 , 这 3 个 因子 是 A= 邮件 的 类 型 (第 3 类 , 第 1 Ж), B= 说 明 书 的 类 型 (彩色 , 黑白 ), C= 提 
供 的 价格 (819.95, $24.95). 邮寄 给 两 组 8 000 个 随机 选择 的 客户 , 其 中 每 组 的 1 000 个 客户 接受 
一 个 处 理 组 合 , 每 组 的 客户 视 为 一 个 重复 . 响应 变量 是 订单 数 . 实验 数据 如 下 表 所 示 . 


规范 因子 订单 数 因子 水 平 
试验 4 В С 重复 1 重复 2 f& (-1) 高 (+1) 
1 - - =- 50 54 A( 类 型 ) 3rd lst 
2 十 一 一 44 42 已 (类 型 ) 黑白 彩色 
3 - * - 46 48 С(8) 19.95 24.95 
4 + + - 42 43 
5 - =- + 49 46 
6 + - + 49 45 
7 - + + AT 48 
8 + + + 56 54 


(a) 分 析 该 实验 的 数据 . 哪些 因子 显著 影响 客户 响应 率 ? 
(b) 分 析 该 实验 的 残 差 . 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 
(c) 你 对 公司 有 什么 建议 ? 


6.8 


* 


x 题 


6.28 考虑 例 6.2 中 单 次 重复 的 24 设计 . 假定 所 有 的 三 因子 和 四 因子 交互 作用 可 被 忽略 , 分 析 这 些 数据 . 
进行 这 一 分 析 并 和 从 例 中 所 得 的 结论 进行 比较 . 你 认为 高 阶 的 交互 作用 可 以 被 忽略 的 这 一 假定 是 否 


合理 ? 


*6.24 在 一 半导体 加 工厂 进行 一 个 实验 ， 以 增加 产量 ， 研 究 5 个 因子 , 每 个 取 两 个 水 平 ， 这 些 因子 (和 水 
平 ) 是 A = 孔径 设置 (小 , X), В = 曝光 时 间 ( 低 于 额定 的 20%, 高 于 额定 的 20%), C = 冲洗 时 
ің (30 秒 , 45 Ж), D = ЖИА (А, K), E = 蚀刻 时 间 (14.5 分 , 15.5 分 ) 进行 如 下 的 无 重复 


的 25 设计 . 


(a) 夯 出 效应 估计 的 正 态 概率 图 ， 哪些 效应 显得 较 大 ? 
(b) 进行 方差 分 析 以 确认 你 对 (a) 求 得 的 结论 . 


(c) 写 出 
(а) 在 下 


著 过 程 变 量 相关 的 产 率 的 回归 模型 . 
概率 纸 上 夯 残 差 图 ， 对 此 图 满意 吗 ? 


ce 一 45 
аӛсе--65 


abcde-63 


(е) 夯 出 残 差 与 预测 产量 的 关系 图 以 及 残 差 与 各 因子 的 关系 图 ， 论 述 这 些 图 形 . 


(f) 解释 显著 的 交互 作用 


(g) 你 对 过 程 运作 条 件 有 什么 建议 ? 


(h) 将 本 问题 的 25 设计 投影 到 重要 因子 的 25 设计 中 去 ， 丽 出 此 设计 的 草图 并 标明 每 一 试验 的 平 
均 产量 和 产量 的 极 差 .此 图 对 解释 数据 有 帮助 吗 ? 
6.25 思考 题 6.24 的 继续 . 假设 实验 者 在 最 初 实验 的 32 次 试验 中 增加 4 个 中 心 点 ，4 个 中 心 点 的 产 率 


分 别 是 68, 74, 76, 70. 


(a) 包括 一 个 纯 二 次 项 弯曲 的 检验 ， 重 新 分 析 实 验 ， 


(b) 讨论 你 下 一 步 想 做 什么 ? 


*6.26 在 改革 生产 线 时 研究 产量 , 考虑 4 个 因子 : 时 间 CA). 浓度 (В), 压力 (C) 以 及 温度 (D). 每 个 因 
子 取 两 个 水 平 ， 采 用 单 次 重复 的 24 设计 , 所 得 数据 如 下 表 所 示 : 


因子 水 平 
际 试验 次 A B CO D № 

试验 次 序 。 实际 试验 次 序 ғж KO *G 

1 5 - - -- m Ah 2.5 3 

2 9 + - o - - B B% M 18 

3 8 = + - - 13 Сірі) 60 80 

4 13 + + = 16 DC) 2250 250 
5 3 - -+ - 17 
6 了 + - 4-05 
7 14 - + + - D 
8 1 + + + - 5 
9 6 - - -+ 10 
10 m + - - + 25 
11 2 e Ж ie + 13 
12 15 ж + = є 24 
13 4 - - + + 19 
14 16 + - + + 0 
15 10 - + + + 17 
16 12 + + + + B 
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*6.27 


6.28 


*6.29 


(a) 画 出 效应 估计 量 的 正太 概率 图 ,哪些 因子 显得 有 较 大 的 效应 ? 
(b) 用 (a) 的 正 态 概率 图 进行 方差 分 析 并 导出 误差 项 . 你 的 结论 什么 ? 
(c) 写 出 产 率 与 重要 过 程 变 量 关系 的 回归 模型 . 
(d) 分 析 此 实验 的 残 差 . 你 的 分 析 显示 出 什么 潜在 的 问题 吗 ? 
(е) 此 设计 可 压缩 为 有 两 次 重复 的 23 设计 吗 ?如果 可 以 , 画 出 此 设计 的 草图 ， 并 在 立方 体 的 各 点 
处 表示 出 产量 的 平均 值 和 残 差 ， 解释 这 些 结果 
思考 题 6.26 的 继续 . 用 思考 题 6.26(c) 部 分 中 的 回归 模型 得 到 产 率 的 响应 等 高 线 图 ， 讨 论 该 响应 
等 高 线 图 的 实际 价值 . 
美味 胡桃 巧克力 小 方 饼 实 验 ， 作 者 是 一 位 受过 培训 的 工程 师 ， 确 信 实 践 出 真知 ， 我 教授 实验 设计 课 
已 有 多 年 , 而 听众 是 各 色 各 样 的 ， 讲 课时 我 经 布置 实际 的 实验 给 学 员 , 由 他 们 来 设计 方案 , 实施 并 分 
Mi. 他 们 看 来 很 乐意 这 种 实践 ， 而 且 从 中 常 能 学 到 好 多 知识 .本 题 利用 亚 利 枝 那州 立 大 学 Gretchen 
Krueger 的 实验 结果 ， 
有 很 多 不 同 的 方法 来 烘 烤 胡桃 巧克力 小 方 饼 ,该 实验 的 目的 是 来 确定 不 同 的 烤 盘 材料 、 调 料 品 
牌 及 搅拌 方式 是 如 何 影响 小 方 饼 的 味道 的 ， 因 子 水 平 是 


因子 低 (一 ) 高 (十 ) 
A= 烤 盘 材料 玻璃 53 
B= 搅拌 方式 АФ ж 
С- 调料 品牌 贵 便宜 


响应 变量 是 味道 , 是 一 种 主观 性 度量 , 它 可 由 若干 个 受 试 者 品尝 每 - 炉 小 方 饼 后 所 填 的 问卷 而 得 ( 问 
卷 中 可 问 及 口味 、 Өлі, 软 而、 香味 等 )， 一 个 8 人 试验 小 组 品尝 每 一 炉 并 填 好 问卷 全 部 数据 如 下 . 


问卷 测试 结果 
SANNIR чаво з — 4 5 6 7 8 
1 - - mH 9 10 1 1d 1 8 9 
2 - - 36 10 106 14 2 9 6 в 
3 - + - 9 mp nn n un gu m am 
4 + + - 36 47 35 i2 13 1 mH 1 
5 - - * 10 mH B 8 6 8 9 14 
6 + c + R2 B UMB 9 3d8 и 9 
7 - + + 1 d 13 10 7 7 1 1 
9 + + + 15 12 вара 9 м 


(а) 如 果 将 此 实验 作为 一 个 有 8 次 重复 的 23 设计 , 分 析 数 据 ， 并 论述 所 得 的 结果 ， 

(b) (а) 中 的 分 析 方法 正确 吗 ? 实际 只 有 8 炉 , 我 们 真有 23 设计 的 8 次 重复 吗 ? 

(c) 分 析 味 道 值 的 平均 数 与 标准 差 ， 论 述 该 结果 . 该 分 析 比 (а) 中 的 分 析 恰当 吗 ? 为 什么 ? 

做 一 个 产生 到 合体 的 实验 . 研究 4 个 因子 温度 (А). 催化 剂 浓度 (B). 时间 (C) 和 压力 (D). 观测 
两 个 响应 : 分 子 重量 和 黏度 . 设计 表格 和 响应 数据 如 表 6.27 BER. 

(а) 只 考虑 分 子 重量 的 响应 . 在 正 态 概率 图 上 画 出 效应 估计 ， 什么 效应 显得 很 重要 ? 

(b) 用 方差 分 析 确 定 (а) 部 分 的 结果 . 它 显示 弯曲 吗 ? 

(c) 写 出 一 个 回归 模型 来 预测 分 子 重量 ， 把 它 表示 成 若干 重要 变量 的 函数 的 形式 ， 

(d) 分 析 残 差 并 评价 模型 的 优 劣 . 

(e) 用 黏度 响应 重复 (a)~(d) 部 分 . 
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6.33 


表 6.27 思考 题 6.29 的 24 实验 


实际 斌 ТЕЛЕН; 5 ЖЕ 
BRAE AA B C D STERE BE 一 从 让 xj 
1 18 - o d — -— 2400 1400 A(C) 100 120 
2 9 WE" meer с 224410 1500 В(%) 4 8 
3 13 - Ж 202. 2815 1520 С(шіп) 200 30 
4 8 *oo- - 250 1630 D(ps) 60 75 
5 3 - ~ ж - 2615 1 380 
6 1 十 一 Я 2625 1525 
Т 14 - + + 一 2 400 1500 
8 17 + + + 一 2 750 1620 
9 6 - = — + 2 400 1400 
10 7 + - - + 2 390 1525 
11 2 - + - + 2 300 1 500 
12 10 + + ~- + 2520 1500 
13 4 - - + + 2625 1420 
14 19 + - + + 2630 1490 
15 15 e c e AED ce 2 500 1500 
16 20 M. IN EN і 2710 1600 
17 1 0 0 0 0 2515 1 500 
18 5 0 0 0 0 2 500 1460 
19 16 0 0 0 0 2400 1525 
20 12 0 0 0 0 2475 1500 


--------... зы 

思考 题 6.29 的 继续 . HAFA СЕЯТ АЕ A R EEUU STR E ДІСІН 

(a) 构造 分 子 重量 的 一 个 响应 等 高 线 图 在 什么 方向 调整 过 程 变量 可 以 增加 分 子 重量 ? 

(b) 构造 猎 度 的 一 个 响应 等 高 线 图 在 什么 方向 调整 过 程 变量 可 以 减少 黏度 ? 

(c) 如 果 生 产 一 种 产品 , 要 求 分 子 重量 在 2 400~2 500 224, 且 有 最 低 可 能 的 黏度 ， 你 对 操作 条 件 
有 什么 建议 ? 

考虑 例 6.2 单 次 重复 的 24 设计 ， 设 在 中 心 点 (0, 0, 0, 0) 处 做 5 次 试验 并 观测 得 下 列 响应 ; 93, 

95, 91, 89, 96. 检验 此 实验 的 弯曲 性 解释 这 些 结果 . 

在 2k 析 因 设计 中 有 一 个 缺失 值 . 在 2* 设计 中 , 由 于 测量 设备 、 发 生 了 故障 , 或 者 测试 遭 到 了 损坏 

等 原因 , 造成 了 缺失 一 个 观测 值 的 事情 并 不 少见 ， 如 果 设计 是 n 次 (n > 1) 重复 的 , 则 可 用 第 5 

章 讨论 过 的 一 些 方法 ， 不 过 , 对 一 个 无 重复 的 析 因 设计 (n= 1) 说 来 ， 必须 用 另外 的 方法 ， 一 个 合 

乎 逻辑 的 方法 是 用 使 高 阶 交互 作用 的 对 照 为 零 的 数 来 估计 这 一 缺失 值 , 将 此 法 应 用 于 例 6.2 中 的 实 

0. 假定 缺失 了 试验 ab, 将 此 结果 与 例 6.2 的 结果 进行 比较 . 

工程 师 做 一 个 实验 来 研究 4 个 因子 对 加 工 零 件 表面 粗粮 度 的 影响 .这 些 因子 (以 及 它们 的 水 平 ) 是 

A= 工具 角度 (12°, 15°), B= 切割 液体 黏度 (300, 400), C= 进 料 速度 (10 in/min, 15 in/min), 

D= 切割 液体 冷却 机 的 使 用 ( 否 , Ж). 实验 的 数据 (因子 规范 为 一 般 的 -1, +1 ЖЭР) 列 在 下 表 中 . 

(а) 估计 因子 效应 . 在 正 态 概率 图 上 画 出 效应 估计 , 选择 一 个 试验 性 的 模型 . 

(b) WAE (a) 部 分 被 识别 的 模型 并 分 析 残 差 ， 有 迹象 表 明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 

(c) 用 1/y 作为 响应 变量 , 重复 (a). (b) 部 分 中 的 分 析 . 有 迹象 表明 这 个 变换 有 用 吗 ? 

(d) 用 规范 变量 拟 合 一 个 可 以 用 于 预测 表面 粗粮 度 的 模型 . 将 这 个 方程 转换 成 自然 变量 的 模型 . 
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ES 
S 


表面 粗 糖度 


1 - - - > 0.003 40 9 = 一 2 0.003 36 
2 * 号 "B e 0.003 62 10 十 一 s 0.003 44 
3 - "2 - d 0.003 01 1 - * = + 0.003 08 
4 F: bul ж = 0.001 82 12 + s zd + 0.001 84 
5 = - 十 = 0.002 80 13 - = Ж 十 0.002 69 
6 + = + а, 0.002 90 14 Ф - + + 0.002 84 
7 d 十 ES - 0.002 52 15 - 十 + + 0.002 53 
8 +. + + ге 0.001 60 16 中 + + + 0.001 63 


"6.34 硅 晶 片 的 电阻 系数 受 几 个 因子 影响 . 运行 在 关键 工序 步骤 的 24 析 因 设计 的 结果 列 在 下 表 : 


试验 A B C D 电阻 系数 | 试验 A B C D 电阻 系数 
1 - =- - =- 1.92 9 - - - + 1.60 
2 + 一 - 11.28 10 + - + 11.73 
3 - + - - 1.09 u - + - + 1.16 
4 + + ~- - 5.75 2 + + - + 4.68 
5 - =- + - 2.13 B - - + + 2.16 
6 жүл s Cres 9.53 14 中 o -— 4 t 9.11 
7 - * 1.08 50-08 + + 1.07 
8 5.35 + + + 5.30 


(а) 估计 因子 效应 , 在 正 态 概率 图 上 画 出 效应 估计 ,选择 一 个 试验 性 的 模型 
(b) 拟 合 在 (a) 部 分 被 识别 的 模型 ， 并 分 析 残 差 ， 有 迹象 表明 模型 的 不 适合 性 吗 ? 
(е) 用 In(y) 作为 响应 变量 重复 (a). (b) 部 分 中 的 分 析 . 有 迹象 表明 这 个 变换 有 用 吗 ? 
(d) 用 规范 变量 拟 合 一 个 可 以 用 于 预测 电阻 系数 的 模型 . 
6.35 思考 题 6.34 的 继续 , 假如 : 实验 者 在 思考 题 6.34 的 试验 中 同时 进行 4 个 中 心 点 的 试验 . 中心 点 电 
阻 系数 测量 值 是 8.15, 7.63, 8.95 和 6.48， 合 并 中 心 点 ， 重 新 分 析 该 实验 ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 
6.36 通常 在 25 析 因 设计 中 拟 合 的 回归 模型 用 于 预测 设计 空间 中 感 兴趣 的 点 . 
(a) 计算 预测 响应 了 在 设计 空间 中 的 点 mis rz， ,zh 上 的 方差 提示! с 是 规范 变量 , 假定 2* 
设计 在 每 个 设计 点 等 量 重复 n 次 , 回归 系数 Ô 的 方差 是 o2/(2kn), 且 任 意 一 对 回归 系数 的 协 
方差 是 零 . 
(b) 用 (a) 中 的 结果 ,计算 在 设计 空间 中 的 点 со, ,zk 上 的 关于 真实 平均 响应 的 100(1 — 
а) Ж [8]. 
637 分 层 模 型 ， 在 选择 模型 时 , 我 们 已 多 次 运用 分 层 原则 ， 也 就 是 ， 模型 中 包含 不 显著 的 低 阶 项 , 这 是 因 
为 它们 被 包含 在 显著 的 更 高 阶 项 中 . 分 层 不 是 一 个 在 所 有 情况 下 都 必须 遵循 的 绝对 原则 . 用 思考 题 
6.1 中 的 模型 说 明 , 思考 题 6.1 中 要 求 包括 一 个 不 显著 的 主 效应 以 满足 分 层 . 使 用 思考 题 6.1 的 数 
%, 
(a) 拟 合 分 层 模型 和 不 分 层 模型 . 
(b) 计算 两 个 模型 的 PRESS 统计 量 、 调 整 的 R? 以 及 均 方 误差 . 
(с) 计算 立方 体 各 角 点 处 (zl = z2 = za = +1) 的 平均 响应 估计 的 ӘБ НЕБА]. 提示 : 使 用 思 
考题 6.36 的 结果 . 
(d) 根据 所 作 的 分 析 , 你 选择 哪 一 个 模型 ? 
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本 章 纲 要 
7.1 引言 тл 2? 个 区 组 的 2* 析 因 实 验 的 混 区 设计 
72 重复 的 2k 析 因 实验 的 区 组 设计 тв 部 分 混 区 设计 
тз 25 析 因 实验 的 混 区 设计 第 7 章 补充 材料 
та 二 区 组 的 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 Sri 区 组 设计 中 的 误差 项 
7.5 区 组 化 重要 性 的 另 一 个 例证 872 区 组 设计 的 预测 公式 
7.6 四 区 组 的 2^ 析 因 实验 的 混 区 设计 57.3 ”试验 顺序 是 重要 的 


TA 8| 


Tul 


在 许多 情况 下 ,一 般 不 可 能 在 同样 条 件 下 进行 一 个 2* 析 因 实验 的 所 有 试验 . 例如 一 批 原 
材料 可 能 不 足以 做 所 有 要 求 的 试验 , 另外 , 实际 中 遇 到 许多 问题 时 ， 可 以 通过 细 分 实验 条 件 使 得 
每 个 处 理 是 等 效 的 ( 即 稳健 的 ). 例如 ， 化 学 工程 师 可 以 用 不 同 批 次 的 原材料 做 一 些小 型 试验 , 因 
为 他 知道 在 实际 的 大 规模 生产 过 程 中 可 能 用 到 不 同 质量 等 级 的 不 同 批 次 的 原材料 . 

此 时 , 所 采用 的 设计 技术 为 区 组 化 . 第 4 章 引 入 了 区 组 化 方法 ， 你 也 许 会 发 现 它 有 助 于 阅读 
第 4 章 的 引言 材料 , 我 们 在 第 5 章 中 也 讨论 了 区 组 化 的 一 般 析 因 设 计 . 本 章 在 第 4 章 概念 的 基 
础 上 , 侧重 介绍 2* 析 因 设计 区 组 化 的 几 种 特殊 方法 . 


72 ”重复 的 2* 析 因 实 验 的 区 组 设计 


假定 2* 析 因 设计 已 重复 n 次， 和 第 5 章 中 讨论 的 一 样 ,我们 显示 了 如 何在 区 组 中 进行 一 
般 的 析 因 设计 . 如 果 有 n 次 重复 ， 则 每 一 组 非 同 质 条 件 定义 为 一 个 区 组 , 在 每 个 区 组 中 进行 一 次 
重复 . 每 个 区 组 ( 即 重复 ) 的 试验 按 随机 次 序 进行 . 设计 的 分 析 与 任 一 区 组 化 的 析 因 实验 的 分 析 
ЭЧИ, 参见 5.6 节 中 的 讨论 . 

例 7.1 考虑 在 6.2 节 中 首次 描述 的 化 学 过 程 实验 .假定 一 批 原材料 只 能 做 4 个 试验 , 因此, 对 该 设计 
进行 3 次 重复 则 需要 3 批 原材料 . 表 7.1 显示 了 该 设计 , 其 中 原材料 的 每 一 批 次 对 应 于 一 个 区 组 


表 7.1 三 区 组 的 化 学 过 程 实验 


区 组 1 区 组 2 区 组 3 
(1)=28 (1)=25 (1)-27 
2-36 aua a-d2 
бак b=19 b=23 
«5-31 аһ-20 ab=29 


区 组 总 和 В, = 113 В, = 106 В, = 11 
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区 组 设计 的 方差 分 析 如 表 7.2 所 示 . 所 有 平方 和 的 精确 计算 如 同 标准 的 、 非 区 组 化 的 2* 设计 . 区 组 平 
方 和 由 区 组 总 和 计算 . $ Ві, Ba, Вз 为 区 组 总 和 ( 见 表 7.1). ЖА, 


B? _ y2. (113)? + (106)? + (111)? _ (330)? 


з 
58ка 2 2 4 ume 28 


三 区 组 中 有 两 个 自由 度 . 表 7.2 说 明 用 区 组 进行 设计 分 析 的 结论 与 6.2 节 中 的 结论 相同 , 其 区 组 效应 相对 较 
^. 


Жт2 三 区 组 的 化 学 过 程 实验 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P 
区 组 6.50 2 3.25 
А( Ж) 208.33 1 208.33 50.32 0.000 4 
B( 催 化 剂 ) 75.00 1 75.00 18.12 0.005 3 
AB 8.33 1 8.33 2.01 0.206 0 
误差 24.84 6 4.14 
总 和 323.00 11 
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许多 问题 中 , 在 一 个 区 组 中 进行 一 析 因 设 计 的 完全 重复 是 不 可 能 的 , 混 区 设计 (confounding) 
是 一 种 设计 方法 , 它 将 一 个 完全 的 析 因 设计 安排 在 多 个 区 组 之 内 , 区 组 的 大 小 比 一 次 重复 中 的 处 
理 组 合 的 个 数 要 小 . 这 一 方法 使 得 关于 特定 处 理 效应 (通常 是 高 阶 的 交互 作用 ) 的 信息 与 来 自 区 
组 的 信息 不 可 区 分 或 者 说 混杂 . 本 章 集中 讨论 2* 析 因 设计 的 混 区 设计 . 即使 是 由 于 每 一 区 组 不 
包含 所 有 的 处 理 或 处 理 组 合 而 出 现 不 完全 区 组 设计 , 但 是 对 于 2^ 析 因 系统 的 特殊 结构 , 也 将 有 
简化 的 分 析 方法 . 

我 们 考虑 有 2? 个 不 完全 区 组 的 25 析 因 设计 的 结构 和 分 析 方法 , 其 中 p < k. 因此 , 这 些 设 
计 将 实施 在 两 个 区 组 内 (p = 1)、4 个 区 组 内 (p = 2)、8 个 区 组 内 (p = 3), 等 等. 


т.а 二 区 组 的 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 


假定 要 实施 一 个 单 次 重复 的 2 设计 . 比如 说 , 2? = 4 个 处 理 组 合 的 每 一 个 需 用 一 定量 的 原 
材料 , 而 每 批 原材料 只 够 供给 两 个 处 理 组 合 去 试验 . 这 样 一 来 , 就 需要 两 批 原材料 , 如果 把 原 材 
料 的 批 次 看 作 区 组 , 则 我 们 必须 把 这 4 种 处 理 组 合 中 的 两 种 分 派 给 每 个 区 组 . 

图 7.1 表示 对 此 问题 的 一 种 可 能 设计 . 图 7.1(a) 是 几何 观点 , 表示 把 相反 对 角 线 上 的 处 理 
组 合 分 派 给 不 同 的 区 组 . 图 7.1(b) 中 , 区 组 1 包含 处 理 组 合 (1) 和 ab, 区 组 2 包含 Mb 当 
R, 在 同一 区 组 内 的 n 个 处 理 组 合 的 实施 顺序 是 随机 确定 的 ， 先 实施 哪 一 区 组 的 试验 也 是 随机 
决定 的 . 假定 没有 划分 区 组 而 来 估计 A 和 B 的 主 效 应 . 由 (6.1) 式 和 (6.2) 式 得 


A-jkbea-h-() = Царь (1) 


因为 每 一 估计 量 都 有 来 自 每 个 区 组 的 一 个 加 号 的 处 理 组 合 和 一 个 减 号 的 处 理 组 合 , 所 以 A Я B 
都 不 受 划分 区 组 的 影响 . 也 就 是 说 , 区 组 1 和 区 组 2 之 间 的 差异 抵消 了 . 
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[rn 区 组 2 
e - Efi ll а) 
9 o = 区 组 2 的 试验 ab 


А 
(а) 几何 观点 (b) 在 二 区 组 内 安排 4 次 试验 


图 7.1 两 个 区 组 中 的 22 设计 


今 考虑 AB 的 交互 作用 
AB = Lob (1) - a - t 


因为 两 个 带 加 号 的 处 理 组 合 (ab 和 (1)] 都 在 区 组 1, 两 个 带 减 号 的 处 理 组 合 (a 和 Б) 都 在 区 组 


2, 所 以 区 组 效应 和 AB 的 交互 作用 是 一 致 的 , 也 就 是 说 , AB 与 区 组 混杂 了 . 


这 一 点 可 以 从 22 设计 的 加 减 符号 表 中 容易 看 出 , 此 表 原 先 在 表 6.2 中 给 出 , 为 方便 起 见 , Ж 
列 于 表 7.3， 由 此 表 可 见 , AB 上 带 加 号 的 处 理 组 合 都 安排 在 区 组 1, 而 АВ 上 带 减 号 的 处 理 组 
合 都 安排 在 区 组 2. 这 种 方式 可 用 来 把 任 一 效应 (A, B, AB) 与 区 组 相 混 . 例如 , WR (1) M b 
安排 到 区 组 1, a 和 ab 安排 到 区 组 2, 则 主 效应 4 与 区 组 相 混 . 通常 的 实践 是 把 高 阶 交互 作用 


与 区 组 相 混 . 
表 7.3 2? 设计 的 加 减 符号 表 
析 因 效应 
аша П А B AB 区 组 
(1) * - - * 2 
a 十 十 一 = 1 
b * - 十 一 1 
ab ha * + + 2 


这 个 方案 可 用 来 混杂 任意 二 区 组 中 的 2* 设计 . 作为 第 二 个 例子 , 考虑 二 区 组 的 23 设计 , 设 
我 们 想 把 三 因子 交互 作用 ABC 与 区 组 相 混 . Hide 7.4 的 加 减 符号 表 , 我 们 把 ABC 中 带 减 号 
的 处 理 组 合 分 在 区 组 1, АВС 中 带 加 号 的 处 理 组 合 分 在 区 组 2. 所 得 的 设计 如 图 7.2 所 示 . 我 


们 再 次 强调 , 在 一 区 组 内 的 处 理 组 合 的 试验 顺序 是 随机 的 
a 2 设计 的 加 减 符号 表 


aii І А АВ 4 Е 3 
ВС АВС 区 组 

() R^ = Е + Е + + - 1 

a * * - - - - + + 2 

b + - + - - + - * 2 

ab * * * 十 一 一 一 一 j 

c * - - 十 十 一 - * 2 

ac * * - - 十 十 - - 1 
bc * - 十 - 十 - * - 1 
abc 十 十 十 十 十 十 十 2 
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T е = 在 区 组 1 中 试验 区 组 1 区 组 2 
o = 在 区 组 2 中 试验 


(0) 几何 观点 (0) 在 二 区 组 中 安排 8 次 试验 


图 7.2 ABC 与 二 区 组 混杂 的 23 设计 


1. 构造 区 组 的 其 他 方法 
有 另外 的 方法 构造 这 类 设计 . 利用 线性 组 合 
L = aiti + aT + Oa (7.1) 

其 中 mi 是 一 特定 处 理 组 合 中 第 ; 个 因子 的 水 平 , as 是 第 i 个 因子 在 被 相 混 的 效应 中 的 分 量 . 对 
25 系统 说 来 ,有 o4 = 0 或 1, zi = 0( 低 水 平 ) 或 vi = 1( 高 水 平 )，(7.1) 式 称 为 定义 对 照 . 产生 
相同 L 值 (mod 2) 的 处 理 组 合 放 在 同一 区 组 内 , 因为 L 的 值 (mod 2) 只 可 能 是 0 和 1, 这 就 
把 2* 个 处 理 组 合 准确 地 分 在 两 个 区 组 中 . 

为 了 说 明 这 一 方法 , 考虑 АВС 与 区 组 相 混 的 23 设计 . 此 时 ,zi 对 应 于 A, 2 对 应 В, тэ 
对 应 于 C, 以 及 a = aa = as = 1. 于 是 , 对 应 于 ABO. WARE 


L =g, 十 Za 2 
处 理 组 合 (1) 在 (0, 1) 记号 法 中 写 为 000, 因此 
L = 1(0) + 1(0) + 1(0) = 0 = 0(mod 2) 


类 似 地 , 处 理 组 合 a 是 100, 得 


L = 1(1) + 1(0) + 1(0) = 1 = 1(mod 2) 
于 是 (1) 和 a 将 在 不 同 的 区 组 中 进行 试验 ， 对 其 余 的 处 理 组 合 , 我 们 有 
b: L= 1(0) + 1(1) +10) = 1 = 1(mod2) 


= Қ) + 1(1) + 1(0) = 2 = 0(mod 2) 
c: L= 1(0) + 1(0) + 1(1) = 1 = (шой?) 
ac: L= 1(1) + 10) + 1(1) = 2 = 0(mod 2) 
bc: L = 1(0) + 1(1) + 1(1) = 2 = 0(mod2) 
abc: D = 11) + 1(1) + 1(1) = 3 = 1(mod 2) 
ЗАН, (1), ab, ac, bc 分 在 区 组 1, 而 a,b,c, abe 分 在 区 组 2. 这 与 由 加 减 符号 表 所 得 的 图 7.2 
所 示 的 设计 相同 . 
也 可 以 使 用 另 一 种 方法 构造 这 些 设计 . 包含 处 理 组 合 (1) 的 区 组 叫做 主 区 组 (principal block). 
在 此 区 组 内 的 处 理 组 合 具 有 一 个 有 用 的 群 论 性 质 ， 即 它们 关于 乘法 模 2 构成 一 群 . 这 就 是 说 , 主 
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区 组 内 的 任 一 元 素 [KR (1) 以 外 ] 都 可 由 主 区 组 内 另外 两 个 元 素 相 乘 模 2 而 得 到 ， 例 如 , 考虑 
ABC 被 混杂 的 23 设计 的 主 区 组 , 如 图 7.2 所 示 . 有 


ac: bc = abc? = ab 


另 一 区 组 (或 多 个 区 组 ) 的 处 理 组 合 可 以 用 新 区 组 中 的 一 个 元 素 和 主 区 组 中 的 各 个 元 素 相 乘 模 2 
而 得 到 . 对 ABC 被 混杂 的 23 设计, 因为 主 区 组 是 (1), ab ас, bc, 所 以 可 知 b 在 另 一 区 组 中 . 
这 样 一 来 , 第 二 个 区 组 的 元 素 是 
b.(1) -b 
b.ab—ab?—a 
Боас = abc 
bbc с=с 
这 与 前 面 所 得 的 结果 一 致 
2. 误差 的 估计 
当 变量 的 个 数 较 小 时 , 比方 说 = 2 或 3, 通常 必须 进行 重复 以 求 得 误差 的 估计 量 ， 例如 ， 
假定 需要 进行 有 两 个 区 组 的 ABC. 被 混杂 的 23 析 因 实 验 , 实验 者 决定 进行 4 次 重复 . 设计 如 图 
7.3 所 示 . 在 每 次 重复 中 АВС 都 被 混杂 . 


重复 重复 II 重复 II Lv n4 
区 组 1 区 组 2 区 组 1 区 组 2 区 组 1 区 组 2 区 组 1 区 组 2 


a) abe (1) abe (1) abe (1) abe 
а а ас а uc a ar a 
ab D ab b ab b ab b 
be Г be « be e be е 


图 7.3 АВС 被 混杂 的 有 4 次 重复 的 23 设计 


此 设计 的 方差 分 析 见 表 7.5, 有 32 个 观测 值 和 31 个 总 的 自由 度 . 又 因为 有 8 个 区 组 , 所 
以 和 这 些 区 组 有 关 的 必须 是 7 个 自由 度 . 7 个 自由 度 的 一 种 分 解 如 表 7.5 Bro. 误差 平方 和 实 
际 上 由 重复 和 每 个 效应 (A, B, C, AB, AC, ВС) 之 间 的 二 因子 交互 作用 所 组 成 . 将 交互 作用 看 
EDE, 并 把 它们 的 均 方 值 看 作为 误差 的 估计 量 通 常 是 不 会 有 问题 的 . 主 效应 和 二 因子 交互 作 
用 都 是 相对 均 方 误差 进行 检验 的 . Cochran and Cox(1957) 指出 , 区 组 或 АВС 均 方 可 以 和 由 
АВС 提供 的 均 方 误差 进行 比较 , 它 实际 上 是 由 重复 x 区 组 提供 的 . 这 一 检验 法 通常 是 很 不 灵 
敏 的 . 

如 果 资 源 充 足 , 允许 混 区 设计 做 重复 , 则 一 般 说 来 , 在 每 次 重复 时 采用 稍 有 不 同 的 设计 区 组 
方法 会 较 好 一 些 . 这 一 处 理 方法 是 在 各 次 重复 中 混杂 不 同 的 效应 , 以 便 求 得 关于 所 有 效应 的 一 些 
信息 . 这 样 的 方法 称 为 部 分 混 区 设计 , 7.7 节 会 给 予 讨论 . 如 果 大 适当 大 , 比方 说 大 > 4, ДЕЖ 
只 做 一 次 重复 就 行 了 .实验 者 通常 假定 高 阶 交互 作用 可 被 忽略 并 将 它们 的 平方 和 组 合 起 来 作为 
误差 . 因子 效应 的 正 态 概率 图 对 这 一 点 十 分 有 帮助 . 


230 第 7 章 2* 析 因 实验 的 区 组 设计 和 混 区 设计 


表 7.5 АВС 被 混杂 的 有 4 次 重复 的 22 设计 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 自由 度 
重复 3 
区 组 (ABC) 


4BC 的 误差 (重复 x 区 组 ) 
A 
B 


нынын 


c 
AB 

AC 

BC 1 
误差 (重复 x 效应 ) 18 
总 和 31 


例 7.2 考虑 例 6.2 描述 的 情况 ,回想 4 个 因子 : 温度 (А). Ж (B)、 甲 醛 的 浓度 (C) MRE 
(了 )， 在 试验 性 工厂 中 研究 这 些 因 子 ， 以 确定 影响 产品 渗透 率 的 效应 ,我 们 用 这 个 实验 来 说 明 在 一 个 无 重复 
设计 中 区 组 化 和 混杂 的 思想 . 我 们 对 最 初 的 实验 作 了 两 处 修改 , 首先 , 假定 一 批 原材料 不 能 进行 全 部 24 — 16 
个 处 理 组 合 的 试验 ， 一 批 原材料 只 能 进行 8 个 处 理 组 合 的 试验 , 所以, 采用 二 区 组 的 24 混 区 设计 看 来 是 恰 
ЗЮ. 将 高 阶 交互 作用 ABCD 与 区 组 混杂 也 是 很 自然 的 ， 定 义 对 照 是 

L = z1 +22 + T3 + ша 

容易 证 明 ,此 设计 如 图 7.4 所 示 . 另外 , 可 以 检查 表 6.12、 观 测 被 安排 到 区 组 1 的 ABCD 列 中 的 标 

为 “+” 的 处 理 组 合 , 以 及 区 组 2 的 ABCD 列 中 的 标 为 “-” 的 处 理 组 合 . 
D " 区 组 1 

(125 
ab=45 
ас=40 
bee 60 
ad. 80 
bd=25 
ed 


abed=76 


acd=86 
abd=104 


。= 在 区 组 1 中 试验 A s 
o = 在 区 组 2 中 试验 ы 
(а) 几何 观点 4 (b) 在 二 区 组 中 安排 16 次 试验 


图 7.4 例 7.2 的 二 区 组 的 24 设计 


我 们 作 的 第 二 处 修改 是 引入 区 组 效应 ,以 说 明 区 组 的 作用 . 假定 我 们 选择 两 批 原材料 来 进行 实验 , 其 中 
之 一 质量 较 差 ， 因 此 , 用 这 批 材料 得 到 的 平均 响应 低 于 那些 用 好 的 质量 的 材料 20 个 单位 ， 质量 差 的 批 次 为 
区 组 1, 质量 好 的 批 次 为 区 组 2( 哪 个 批 次 为 区 组 1, 哪个 批 次 为 区 组 2 无 关 紧 要 ). 先 做 区 组 1 的 试验 (当然 
区 组 里 的 8 个 试验 是 按 随机 次 序 进行 的 ), 但 是 , 响应 低 于 那些 用 好 的 质量 材料 的 20 个 单位 . 图 7.4b 显示 
了 响应 的 结果 — 注意 到 它们 是 可 以 由 例 6.2 给 出 的 原始 观测 减 去 区 组 效应 得 到 的 ， 即 , 处理 组 合 qm 
原始 响应 为 45, 图 7.4b 中 报告 为 (1)=25(=45 一 20)， 该 区 组 的 其 他 响应 也 可 以 类 似 得 到 ， 做 完 区 组 1 的 
试验 后 , 接着 做 区 组 2 的 8 444%. 这 个 批 次 的 原材料 没有 问题 ， 所 以 , 响应 和 它们 最 初 在 例 6.2 中 的 非常 
ж. 

表 7.6 所 列 的 是 例 6.2 的 “修改 ”观点 的 效应 估计 . 注意 到 4 个 主 效 应 .6 个 二 因子 交互 作用 、4 个 三 
因子 交互 作用 的 估计 和 没有 区 组 效应 的 例 6.2 得 到 的 效应 估计 一 样 . 计算 效应 估计 的 通常 比例 后 , 可 以 看 出 
因子 4,C,D 和 AC 交互 作用 以 及 AD 交互 作用 是 重要 效应 ， 与 原始 实验 一 样 。( 读 者 应 当 确认 这 一 点 .) 
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3.6 97.2 中 的 区 组 化 24 设计 的 效应 估计 


模型 项 回归 系数 效应 估计 平方 和 百分比 贡献 率 
A 10.81 21.625 1 870.562 5 26.30 
B 1.56 3.125 39.062 5 0.55 
с 4.94 9.875 390.062 5 5.49 
D 7.31 14.625 855.562 5 12.03 
АВ 0.062 0.125 0.062 5 « 0.01 
AC —9.06 —18.125 1 314.062 5 18.48 
AD 8.31 16.625 1 105.562 5 15.55 
BC 1.19 2.375 22.562 5 0.32 
BD 一 0.19 一 0.375 0.562 5 < 0.01 
CD —0.56 一 1.125 5.062 5 0.07 
ABC 0.94 1.875 14.062 5 0.20 
ABD 2.06 4.125 68.062 5 0.96 
ACD —0.81 —1.625 10.562 5 015 
BCD -1.31 一 2.625 27.562 5 0.39 
区 组 (ABCD) 一 18.625 1 387.562 5 19.51 


ABCD 的 交互 效应 是 怎样 的 呢 ? 原始 实验 ( 例 6.2) 中 该 效应 估计 为 ABCD- 1.375. 而 在 目前 的 例子 
"P, ABCD 交互 效应 的 估计 为 ABCD = –18.625. 因为 ABCD 与 区 组 混杂 了 , 用 原始 交互 效应 (1.375) 
加 上 区 组 效应 (一 20) 估计 ABCD 交互 作用 , 所 以 ABCD = 1.375 + (720) = 一 18.625，( 你 是 否 明白 , 为 
什么 区 组 效应 为 一 20? ) 区 组 效应 可 以 用 两 区 组 平均 响应 间 的 差 直接 计算 , 即 
KARUN = wai — дьи 2 = b - 2: = E = —18.625 
当然 , 这 个 效应 确实 估计 了 区 组 +АВСР. 
表 7.7 描述 了 该 实验 的 方差 分 析 表 . 模型 中 包含 了 大 的 估计 的 效应 ， 区 组 平方 和 为 
Da 406)? + (555)? (961) 
88ка = 8 77716 
该 实验 的 结论 十 分 符合 没有 区 组 效应 的 例 6.2 的 结论 , 如 果 没 有 在 区 组 中 进行 实验 , 且 如 果 大 小 为 -20 的 效 
应 影响 了 前 面 的 8 个 试验 (它们 可 能 按照 随机 方式 进行 的 , 因为 16 个 试验 在 非 区 组 设计 中 是 按照 随机 次 序 
进行 的 ), 结果 可 能 就 不 同 


= 1 387.562 5 


жтт 例 7.2 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P fit 

区 组 (ABCD) 1 387.562 5 1 

A 1 870.562 5 1 1 870.562 5 89.76 « 0.000 1 
с 390.062 5 1 390.062 5 18.27 0.001 9 
D 855.562 5 1 855.562 5 41.05 0.000 1 
AC 1 314.062 5 1 1 314.062 5 63.05 < 0.000 1 
AD 1 105.562 5 1 1 105.562 5 53.05 < 0.000 1 
误差 187.562 5 9 20.840 3 

总 和 7111437 5 15 
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区 组 化 是 一 项 非常 有 用 且 非 常 重要 的 设计 技术 . 第 4 章 已 经 指出 区 组 化 能 够 减少 实验 中 的 
噪声 , 在 这 种 实验 中 , 实验 者 通常 考虑 该 实验 的 讨厌 因子 (有 时 可 能 是 区 组 ) 的 影响 

为 了 说 明 实验 者 在 必须 区 组 化 而 没有 区 组 化 时 可 能 发 生 的 情形 , 考虑 7.4 节 中 例 7.2 的 一 
个 变形 . 该 例 利 用 例 6.2 中 的 2^ 无 重复 析 因 实验 . 构造 的 设计 为 在 两 个 区 组 中 各 做 8 次 试验 ， 
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插入 一 个 大 小 为 -20 的 “区 组 效应 ” 即 讨厌 因子 效应 , 它 影响 区 组 1 的 所 有 观测 值 ( 见 图 7.4). 
假定 我 们 对 设计 没有 区 组 , 从 而 —20 的 讨厌 因子 效应 影响 了 前 8 个 观测 值 (随机 的 或 按 次 序 进 
行 的 ) 修改 的 数据 列 在 表 7.8 P. 

X8 例 7.2 的 修改 数据 


试验 顺序 “标准 顺序 因子 A: 温度 因子 в. 压强 因子 C: 浓度 因子 р: 搅拌 速率 ”响应 : 渗透 率 
8 1 -1 -1 -1 -1 25 


11 2 1 -1 -1 е. ті 
4 3 -1 1 -1 -1 28 
3 4 l H -1 -1 45 
9 5 -і -1 1 -1 68 

12 6 1 -1 1 -1 60 
2 T -1 1 H -1 60 

13 8 H 1 1 -1 65 
7 9 -1 -1 -1 1 23 
6 10 l -1 -1 1 80 

16 п -1 H -1 1 45 
5 12 1 1 -1 1 84 

14 13 -1 一 1 1 1 75 

15 14 1 =E 1 1 86 

10 15 -1 l 1 1 70 
4 16 1 1 1 1 76 

——————————————_—_______ 7 


图 7.5 是 修改 过 的 实验 中 因子 效应 的 正 态 概率 图 . 尽管 该 图 表面 上 与 第 6 章 给 出 的 实验 的 
最 初 分 析 没有 太 多 的 不 一 致 ( 见 图 6.11), 但 重要 的 交互 作用 之 一 , АР, 并 没有 识别 出 来 结果 ， 
我 们 不 能 发 现 作为 解决 最 初 问题 的 关键 之 一 的 这 个 重要 效应 . 回顾 第 4 章 , 我 们 称 区 组 化 是 噪声 
缩减 技术 . 如 果 不 能 区 组 化 , 由 讨厌 变量 效应 增加 的 变异 就 分 布 在 其 他 设计 因子 中 . 


1. -L wl П 1 
15.62 5.69 125 1419 — 2112 
效应 


图 7.5 表 7.8 的 数据 的 正 态 概率 图 


误差 估计 中 也 包含 讨厌 的 变异 性 的 一 部 分 . 根据 表 7.8 的 数据 ， 模型 的 残 差 均 方 大 约 为 109, 
它 比 基 于 原始 数据 的 残 差 均 方 大 了 好 几 倍 ( 见 表 6.13). 
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7.6 ”四 区 组 的 2* 析 因 实验 的 混 区 设计 


可 以 构造 与 4 个 区 组 相 混 的 2* 析 因 混 区 设计 , 每 个 区 组 有 25-2 个 观测 值 . 当 因子 的 个 数 
适当 大 (比方 说 24), 以 及 区 组 相对 地 小 时 , 此 类 设计 特别 有 用 . 

作为 例子 , 我 们 考虑 25 设计 . 如 果 每 一 区 组 只 能 容纳 8 个 试验 , 则 须 用 4 个 区 组 . 这 一 设 
计 的 构造 相对 说 来 是 直截了当 的 . 选取 两 个 与 区 组 相 混 的 效应 , 比方 说 ADE 和 ВСЕ, 相应 的 
两 个 定义 对 照 分 别 是 

Li = £1 +24 dms, Ід = £2 + T3 + T5 

于 是 , 每 一 处 理 组 合 将 得 出 L1(mod 2) 和 Г (той 2) 的 一 对 特定 值 , 4338, (11, 12)-(0, 0), 
% (0, 1), 或 (1, 0), 或 (1, 1). (La, L2) 取 值 相同 的 处 理 组 合 分 派 在 同一 个 区 组 中 . 在 我 们 的 例 
Tu, 

对 于 (1), ad, bc, abcd, abe, ace, cde, bde, 有 Li = 0, L4 = 0 

对 于 a, d, abc, bcd, be, abde, ce, acde, Ж Іл —1, 1-0 

对 于 b, abd, c, acd, ae, de, abce, bede, 3 N^ 

对 于 e, ade, bce, abcde, ab, bd, ac, cd, 有 11-1, L1 
这 些 处 理 组 合 分 派 在 4 个 不 同 的 区 组 中 , 完整 的 设计 见 图 7.6. 


区 组 1 区 组 2 区 组 3 
1,0 La 1,70 
120 Ld 


“ е abede 
а abde 


abe ce 


ad ade bd 


be 
abed bde 


bee ac 


bed acde ad ed 


图 7.6 ADE, ВСЕ 以 及 ABCD 混杂 的 四 区 组 中 的 25 设计 


稍为 思考 一 下 , 就 会 认识 到 除了 ADE 和 ВСЕ 之 外 , 还 必须 将 另 一 效应 与 区 组 相 温 . 因 
为 有 4 个 区 组 , 其 自由 度 为 3, 而 ADE 和 ВСЕ 各 只 有 1 个 自由 度 , 显然 ， 必须 再 要 混杂 一 
个 自由 度 为 1 的 效应 . 这 一 效应 是 ADE 和 ВСЕ 的 广义 交互 作用 (generalized interaction), 
EXA ADE 与 BCE Ж 2 的 乘积 . 这 样 , 在 我 们 的 例子 中 , 广义 交互 作用 (ADE)(BCE) = 
ABCDE? = ABCD 亦 与 区 组 相 混 . 利用 25 设计 的 加 减 符号 表 [如 , 在 Davies(1956) 的 书 中 ] 
容易 证 实 这 一 点 , 与 这 类 表 对 照 一 下 就 会 发 现 , 分 派 给 各 个 区 组 的 处 理 组 合 如 下 ; 


处 理 组 合 在 ADE AS ВСЕ 的 符号 ABCD 的 符号 
区 组 = = т 
区 组 2 十 = 四 
区 组 3 一 Ж bd 
区 组 4 十 d " 
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注意 , 一 个 特定 区 组 内 的 任意 两 个 效应 (例如 , ADE ЖІ ВСЕ) 的 符号 的 乘积 就 得 同一 区 组 内 另 
一 效应 (此 时 是 ABCD) 的 符号 . 这 样 一 来 , ADE, ВСЕ АЖ ABCD 都 与 区 组 相 混杂 . 
ТА 节 中 所 述 的 主 区 组 的 群 论 性 质 仍 然 成 立 . 例如 , 主 区 组 内 两 个 处 理 组 合 的 乘积 就 得 出 主 
区 组 的 另 一 个 元 素 . 也 就 是 ， 
ad-bc- abcd, ађе bde = ab de? = ad 


如 此 类 推 , 如 要 构造 另 一 区 组 , 选取 不 在 主 区 组 内 的 一 个 处 理 组 合 (例如 , b), 并 将 b 乘 以 主 区 组 
内 各 个 处 理 组 合 即 可 , 这 就 得 出 
b.(1) =, Бай-ам, b-bc=bc=c, b: abcd= abcd = acd 

如 此 类 推 , 这 就 得 出 区 组 3 内 的 8 个 处 理 组 合 , 实际 上 , 主 区 组 也 可 以 从 定义 对 照 和 群 论 性 质 来 
求 得 , 而 其 余 的 区 组 用 上 述 方法 所 示 的 处 理 组 合 确定 . 

构造 有 4 个 区 组 的 2* 泥 区 设计 的 一 般 方法 是 , 选取 生成 区 组 的 两 个 效应 , 自动 地 得 到 被 混 
杂 的 第 3 个 效应 , 它 是 前 两 个 效应 的 广义 交互 作用 . 这 样 一 来 , 用 两 个 定义 对 照 a, L2) 和 主 
区 组 的 群 论 性 质 来 构造 这 一 设计 . 在 选取 与 区 组 相 混 的 效应 时 , 要 小 心 谨慎 , 不 要 把 所 感 兴趣 的 
效应 混 进去 . 例如 , 在 25 设计 中 , 可 能 选取 ABCDE M ABD 与 区 组 相 混 , 这 就 自动 地 混 进 了 
CE, 它 可 能 也 是 一 个 感 兴趣 的 效应 . 一 个 较 好 的 选择 是 选取 ADE 和 ВСЕ 与 区 组 相 混 , 它 自 
动 地 混 进 ABCD. 牺牲 三 因子 交互 作用 ADE M ВСЕ 的 信息 来 替代 二 因子 交互 作用 CE 更 
AW 
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推广 上 述 方法 以 构造 2"(p < k) 个 区 组 中 的 2* 析 因 混 区 设计 , 其 中 每 一 区 组 包含 2k-p 个 
试验 . 我 们 选取 р 个 独立 的 效应 与 区 组 相 混 , 此 处 所 谓 “ 独 立 的 ”, 意 即 所 选取 的 效应 不 是 其 他 
效应 的 广义 交互 作用 ,区 组 可 以 用 与 这 p 个 效应 相 联系 的 р 个 定义 对 照 Li, Lo, .… , Lp ЖЕ 
成 . 另外 , 还 有 2? 一 p 一 1 个 其 他 的 效应 与 区 组 相 混 , 这 些 效应 是 原先 选取 的 p 个 独立 效应 的 广 
义 交 互 作 用 . 要 小 心 选取 与 区 组 相 混 的 效应 , 不 要 牺牲 了 可 能 有 意义 的 效应 的 信息 . 

这 些 设计 的 统计 分 析 是 较为 简单 的 . 所 有 效应 平方 和 的 计算 和 没有 区 组 一 样 . 区 组 的 平方 
和 是 将 所 有 的 区 组 相 混 的 效应 的 平方 和 加 起 来 

显然 , 选择 用 来 生成 区 组 的 р 个 效应 是 关键 性 的 , 因为 混 区 设计 的 构造 直接 依赖 于 它们 . 表 
7.9 列 出 了 有 用 的 设计 . 为 说 明 此 表 的 用 法 , 假定 我 们 要 构造 23 = 8 个 区 组 中 的 29 БТ, 
每 个 区 组 有 2 = 8 个 试验 . 表 7.9 指出 , 我 们 可 选取 ABEF, ABCD 和 ACE 作为 p= 3 个 
独立 的 效应 来 生成 区 组 , 其 余 的 2? 一 p 一 1 = 23 - 3 - 1 = 4 个 与 区 组 相 混 的 效应 是 这 3 个 效 
应 的 广义 交互 作用 ; 也 就 是 ， 

(ABEF)(ABCD)- А?В?СрЕЕ = CDEF 
(ABEF)(ACE) - А?ВСЕ?Е = ВСЕ 
(ABCD)(ACE)— A*BC?ED = BDE 

(ABEF)(ABCD)(ACE) = A3B*C?DE?F = ADF 


在 思考 题 7.11 中 要 求 读 者 生成 此 设计 的 8 个 区 组 . 
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表 7.9 ”2* 析 因 设计 的 区 组 安排 建议 表 
因子 数 ， каж, ”区 组 大 小 ， 选择 效应 与 区 组 混杂 的 
k 2P 26-р 生成 区 组 交互 作用 
3 2 4 ABC ABC 
4 2 AB, AC AB, AC, BC 
4 2 8 ABCD ABCD 
4 4 ABC, ACD ABC, ACD, BD 
8 2 AB, BC,CD AB, BC,CD, AC, BD, AD, 
ABCD 
5 2 16 ABCDE ABCDE 
4 8 ABO,CDE ABO,CDE, ABDE 


16 


32 


16 


32 


64 


АВЕ, ВСЕ, СРЕ 
AB, AC, CD, DE 
ABCDEF 
ABCF,CDEF 


ABEF, ABCD, ACE 


ABF, ACF, BDF, DEF 


AB, BO, CD, DE, EF 


ABCDEFG 
ABCFG,CDEFG 
ABC, DEF, AFG 


ABCD, EFG, 
CDE, ADE 


ABG, BCG, CDG, 


DEG, EFG 


AB, BC, CD, 
DE, EF, FG 


ABE, BCE,CDE, AC, 


(15 个 效应 ) 

ABCDE. 

ABCDEF 

ABCF,CDEF, ABDE 
ABEF, ABCD, АСЕ, ВСЕ, 
BDE,CDEF,ADF 

ABF, ACF, BDF, DEF, BC, 
ABCD, ABDE, AD, ACDE, 
CE,CDF, BCDEF, ABCEF, 
AEF,BE 

所 有 二 因子 、 四 因子 、 六 因子 
交互 作用 (31 个 效应 ) 
ABCDEFG 
ABCFG,CDEFG, ABDE 
ABO, DEF, AFG, ABCDEF, 
BCFG, ADEG, BCDEG 
ABCD, EFG,CDE, ADG, 
ABCDEFG, ABE, BCG, 
CDFG, ADEF, ACEG, 
ABFG, BCEF, BDEG, 
ACF,BDF 

ABG, BCG,CDG, DEG, 
EFG, AC, BD,CE, DF, AE, 
BF, ABCD, ABDE, ABEF, 
BCDE, BCEF,CDEF, 
ABCDEFG, ADG, ACDEG, 
ACEFG, ABDFG, ABCEG, 
BEG, BDEFG,CFG, ADEF, 
АСЕ, ABCF, АЕС, BCDFG 
所 有 二 因子 、 、 六 因子 
交互 作用 (63 个 效应 ) 
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7.4 节 中 指出 , 除非 实验 者 有 一 先 验 的 误差 估计 量 或 者 愿意 假定 某 些 交 互 作用 可 以 被 忽略 ， 
否则 , 他 们 必须 重复 这 个 设计 以 便 得 到 误差 的 估计 量 , 图 7.3 表示 二 区 组 中 的 , АВС 被 混杂 的 
23 析 因 混 区 设计 , 有 4 次 重复 . 此 设计 的 方差 分 析 如 表 7.5 所 示 , 可 以 看 出 АВС 交互 作用 的 信 
息 不 能 找 出 , 因为 ABC 在 每 次 重复 中 都 与 区 组 相 混 . 这 种 设计 称 为 完全 混 区 设计 . 

现 考虑 如 图 7.7 所 示 的 设计 . 还 是 有 4 次 重复 的 23 设计 , 但 每 次 重复 有 一 个 不 同 的 交互 作 
用 与 区 组 相 混 ， 具体 来 说 , 在 重复 I 中 ABC 被 混杂 , 在 重复 II 中 AB 被 混杂 , 在 重复 TIT 中 
BC 被 混杂 , 在 重复 IV 中 AC 被 混杂 . 因此 , 关于 ABC. 的 信息 可 以 从 重复 П. III 和 IV 的 数 
据 中 获得 , 关于 AB 的 信息 可 以 从 重复 T. Ш 和 IV. 获得 , 关于 AC. 的 信息 可 以 从 重复 TI、_II 和 
III 获得 , 关于 BC 的 信息 可 从 重复 I、II 和 IV 中 获得 . 可 以 说 , 我 们 获得 关于 这 些 交 互 作用 的 
3/4 的 信息 , 因为 它们 在 3 次 重复 中 没有 与 区 组 相 混 Yates(1937) 称 比值 3/4 为 混杂 效应 的 相 
对 信息 . 我 们 称 这 种 设计 为 部 分 混 区 设计 . 


RAI mAN RAI 重复 IV 
混杂 ABC HRAB MDC 


ЖАС 
а () а а) b () a 
b e b a с b с 
c ab ac be ab ac ab 
ahe abe be abe ac abc be 


图 7.7 23 设计 中 的 部 分 混杂 


这 一 设计 的 方差 分 析 如 表 7.10 所 示 . 计算 某 交 互 作 用 的 平方 和 时 , 只 用 没有 混 进 该 交互 作 
用 的 那些 重复 的 数据 ,误差 平 方 和 的 组 成 为 重复 x 主 效应 的 平方 和 加 上 重复 x 该 重复 中 未 被 
混杂 的 交互 作用 平方 和 (例如 , 重复 x 重复 П. Ш 和 IV 的 ABO). 而 且 , 8 个 区 组 有 7 B 
由 度 . 通常 将 其 分 解 为 重复 的 3 个 自由 度 和 在 各 次 重复 内 的 对 于 区 组 的 4 个 自由 度 . 区 组 平方 
和 的 组 成 见 表 7.10, 并 可 以 直接 由 每 次 重复 所 选取 的 混杂 的 效应 求 得 . 

例 7.3 23 部 分 混 区 设计 

考虑 例 6.1, 进行 一 个 实验 以 改进 晶片 蚀刻 工序 . 有 3 个 因子 : A = 8, B = 气流 , C —RF 功率 , 响 
应 变量 为 蚀刻 率 . 设 每 个 班次 仅 能 试验 4 种 处 理 组 合 , 因为 蚀刻 工具 的 性 能 在 不 同班 次 之 间 有 差异 ,实验 者 
决定 将 班次 作为 区 组 .这 样 一 来 , 23 设计 的 每 次 重复 就 必须 分 成 两 个 区 组 来 进行 ， 进 行 两 次 重复 , 在 重复 I 
中 混杂 ABC, 在 重复 II 中 混杂 AB. 数据 如 下 : 


Len 
ЖАЗ 


()- вм а= 650 
e= 1 052 b 601 

А ab= 635 | | ас= 868 

be- 1 075 abe- 729 abe= B60 ӛс-1 063 


A, B, C, AC 以 及 BC 的 平方 和 可 用 通常 方法 计算 , 使 用 全 部 的 16 个 观测 值 . 我 们 必须 仅 用 重复 ПІ 
的 数据 来 求 SSAnc, 仅 用 重复 的 数据 求 SSaB, WF: 
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[a +b + c+ abc — ab — ac — bc — (1)]? 


554вс = 


2n 
2 [650 + 601 + 1 052 + 860 — 635 — 868 - 1 063 — 604]? _ 61250 
Е (1)(8) : 
1) + abc — ac + c — a — b + ab — bc] 
ssas = OHA 2n 
_ [550 + 729 - 749 + 1 037 - 669 - 633 + 642 - 1078? _ 3 528.0 
Е (1)(8) 
3710 ”部 分 混 区 2? 设计 的 方差 分 析 表 
方差 来 源 自由 度 
重复 3 
重复 内 的 区 组 [ 即 АВС(481)--АВ(і ЖІ) 
二 BC( 记 为 HI)+AC( 记 为 IN)] 4 
A 1 
B 1 
c 1 
AB( 由 重复 1，, Ш, IV) 1 
AC( 由 重复 1, П, Ш) 1 
BC( 由 重复 1, Il, IV) 1 
ABC(BTES IL, Ш, IV) 1 
误差 17 
总 和 31 
重复 的 平方 和 ， 7 
so. — АФ _ v _ (6084)? + (6 333)? _ (02417)2 , 
55 gy = à XN г! 16-7 =3875.062 5 


其 中 Ry, 是 第 h 次 重复 中 观测 值 的 总 和 , 区 组 平方 和 是 重复 I 中 的 554вс 与 重复 II 中 的 SSAB ZM, 


WI SS ig —458.125 0. 
方差 分 析 概括 在 表 7.11 pn 主 效应 A 和 C 以 及 交互 作用 AC 都 是 重要 的 . 


表 7.11 例 7.3 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P ii 
重复 3 875.062 5 1 3 875.062 5 - 
重复 内 的 区 组 458.125 0 2 229.062 5 - 
А 41 310.562 5 1 41 310.562 5 16.20 0.01 
B 217.562 5 1 217.562 5 0.08 0.78 
с 374 850.562 5 1 374 850.5625 146.97 <0.001 
AB( 仅 用 重复 D) 3 528.000 0 1 3 528.000 0 1.88 0.29 
AC 94 404.562 5 1 94 404.562 5 3701 — «0.001 
BC 18.062 5 1 18.062 5 0.007 0.94 
ABC( 仅 用 重复 П) 6.125 0 1 6.125 0 0.002 0.96 
误差 12 752.312 5 5 2 550.462 5 


总 和 531.420.937 5 15 
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7.18 
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7.20 
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төн 考题 


考虑 思考 题 6.1 中 描述 的 实验 . 分析 这 个 实验 , 假定 每 次 重复 代表 一 个 生产 班次 的 一 个 区 组 . 

考虑 思考 题 6.5 中 描述 的 实验 . 分析 这 个 实验 假设 4 次 重复 中 的 每 一 次 都 代表 一 个 区 组 . 

考虑 思考 题 6.15 描述 的 合金 裂缝 试验 ,假定 一 天 仅 作 16 试验 , 每 次 重复 作为 一 次 区 组 .分析 这 个 
实验 并 得 出 结论 . 

考虑 思考 题 6.1 第 一 次 重复 中 的 数据 ， 设 这 些 观测 值 不 能 用 相同 的 条 材 做 试验 而 得 . 对 这 些 观测 值 
建立 有 两 个 区 组 的 混 区 设计 , 每 个 区 组 有 4 个 观测 值 , ABC 与 区 组 相 混 . 分 析 这 些 数据 . 

考虑 思考 题 6.7 第 一 次 重复 中 的 数据 .构造 一 个 混杂 ABCD 的 二 区 组 的 混 区 设计 , 每 个 区 组 有 8 
个 观测 值 . 分 析 这 些 数据 . 

思考 题 7.5 中 改 为 假定 需 用 4 个 区 组 ABD 和 4BC( 从 而 CD) 与 区 组 混杂 . 

用 思考 题 6.24 中 25 设计 的 数据 . 构造 并 分 析 二 区 组 中 的 混 区 设计 , 其中, ABCDE 与 区 组 混杂 . 
思考 题 7.7 中 改 为 需 用 4 个 区 组 . 提出 一 个 合理 的 混 区 方案 . 

考虑 思考 题 6.24 中 的 25 设计 的 数据 .假定 需 用 混杂 АСРЕ 和 BCD( 从 而 ABE) 的 4 区 组 的 
泥 区 设计 . 分 析 此 设计 所 得 的 数据 . 

考虑 思考 题 6.18 的 灌 装 高 度 偏差 实验 ， 假 定 一 天 只 能 进行 一 次 重复 . 假设 工作 日 为 区 组 , 分 析 数 据 . 
考虑 思考 题 6.18 的 灌 装 高 度 偏差 实验 . 假定 每 个 班次 只 能 做 4 次 试验 ， 建立 - -个 设计 , 使 得 ABC 
混杂 在 重复 1 中 , AC 混杂 在 重复 2 中 分 析 数 据 并 论述 你 的 发 现 . 

考虑 思考 题 6.19 的 高 尔 夫 实验 ,考虑 把 每 次 重复 作为 区 组 ， 分 析 数 据 , 

考虑 思考 题 6.20 的 24 设计 数据 , 构建 并 分 析 ABCD 与 区 组 混杂 的 二 区 组 的 设计 . 

考虑 思考 题 6.22 的 直接 邮递 试验 ,假定 每 组 顾客 来 自 城镇 的 不 同 地 方 . 建议 该 实验 的 一 个 合理 分 
p. 

设计 一 个 四 区 组 中 的 26 混 区 设计 , 提议 一 个 与 表 7.8 不 同 的 混 区 方案 . 

考虑 一 个 八 区 组 中 的 26 混 区 设计 ， 每 个 区 组 有 8 次 试验 , 选取 ABCD, ACE, ABEF 作为 与 区 
组 相 混 的 独立 的 效应 , 生成 这 一 设计 . 找 出 其 他 与 区 组 相 混 的 效应 . 

考虑 混杂 AB 的 二 区 组 22 设计 . 用 代数 方法 证 明 SSAB = SS ың. 

考虑 例 7.2 的 数据 设 区 组 2 内 所 有 的 观测 值 都 增加 20. 分 析 由 此 而 生 的 数据 . 估计 区 组 效应 . 对 
它 的 大 小 你 能 解释 吗 ? 区 组 是 一 重要 因子 吗 ? 由 于 你 对 数据 作 了 这 样 的 变动 ， 有 其 他 效应 估计 量 受 
到 影响 吗 ? 

设 在 思考 题 6.1 中 , 重复 I 混杂 ABC, 重复 П 混杂 АВ, 重复 Ш 混杂 BC. 计算 因子 效应 估计 ， 
写 出 方差 分 析 表 . 

假定 在 每 次 重复 中 АВС 与 区 组 相 泥 , 重复 分 析 思 考题 6.1. 

设 在 思考 题 6.7 中 , 重复 中 混杂 ABCD, 重复 II 中 混杂 ABC. 对 此 设计 进行 统计 分 析 . 

构造 一 个 25 混 区 设计 . 前 两 次 重复 中 混杂 ABC, 第 3 次 重复 中 混杂 BC. 进行 方差 分 析 并 论述 
所 得 的 信息 . 
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当 2* 析 因 设计 中 的 因子 个 数 增加 时 , 设计 的 一 次 完全 重复 所 需 做 的 试验 次 数 迅速 增 大 , 以 
至 超出 大 多 数 实验 者 所 拥有 的 资源 . 例如 , 一 个 29 设计 的 完全 重复 需要 做 64 次 试验 , 在 此 设 
计 中 , 63 个 自由 度 中 仅 有 6 个 与 主 效 应 对 应 , 仅 有 15 个 自由 度 对 应 于 二 因子 交互 作用 . 其 余 的 
42 个 自由 度 与 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 交互 作用 有 关 . 

如 果实 验 者 能 合理 地 假定 某 些 高 阶 交互 作用 可 被 忽略 , 则 关于 主 效应 和 低 阶 交 互 作用 的 信 
息 就 可 只 做 完全 析 因 实验 的 一 部 分 而 求 得 . 此 类 分 式 析 因 设计 ?是 在 产品 设计 、 过 程 设计 以 及 过 
程 改 进 方面 得 到 最 广泛 应 用 的 一 类 设计 . 

分 式 析 因 设计 主要 用 于 筛选 实验 , 此 类 实验 是 要 在 众多 因子 中 识别 出 有 (如 果 有 的 话 ) 大 效 
应 的 那些 因子 ,筛选 实验 通常 在 项 目的 早期 阶段 进行 , 那 时 , 一 开始 所 考虑 的 很 多 因子 有 可 能 对 
响应 只 有 小 的 效应 或 没有 效应 . 那些 被 识别 出 的 重要 因子 在 随后 的 实验 中 将 被 更 为 深入 的 研究 . 

分 式 析 因 设计 的 成 功 应 用 基于 下 面 3 个 关键 的 思想 : 

(1) 效应 稀 琉 原理 . 当 有 很 多 变量 时 , 系统 或 过 程 很 可 能 被 少量 几 个 主 效应 和 低 阶 交互 作用 
所 主宰 . 

(2) 投影 性 质 .分 式 析 因 设计 可 以 投影 到 更 强 的 (更 大 的 ) 由 显著 性 因子 的 子 集 组 成 的 设计 
中 去 ; 


(D 也 称 为 析 因 设 计 的 部 分 实施 。 一 一 译 者 注 
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(3) 序 贯 实验 .可 以 将 两 个 (或 多 个 ) 分 式 析 因 设计 序 贯 地 组 合成 一 个 设计 , 用 来 估计 所 感 
兴趣 的 因子 效应 和 交互 作用 . 
本 章 将 主要 讨论 这 些 原理 并 用 几 个 例子 来 加 以 说 明 . 


8.2 2* 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 


8.2.1 ”定义 与 基本 原理 

考虑 有 3 个 因子 . 每 个 因子 有 2 个 水 平 三 因子 的 设计 , 但 实验 者 不 能 承担 所 有 23 = 8 种 处 
理 组 合 的 试验 ， 不 过 , 他 们 能 够 承担 4 个 . 这 就 提出 了 一 种 23 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 . 因为 
此 设计 含有 257 = 4 种 处 理 组 合 , 23 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 常 称 为 23-1 析 因 设计 . 

2? 设计 的 加 减 符号 表 见 表 8.1， 设 选取 4 种 处 理 组 合 a, b, с, abc 作为 我 们 的 1/2 分 式 设 
VW. 这 些 试验 如 表 8.1 的 上 半 部 分 和 图 8.1a 所 示 . 


si 29 析 因 设计 的 加 减 符号 表 


因子 效应 
处 理 组 合 工 A B с AB AC BC ABC 
a + + - - - - * * 
b + - + - - + - + 
c * - - * * - - 十 
abc 十 + + + + 十 十 十 
ab 十 十 n - * - - - 
ac * 十 - 十 - * - - 
bc 十 - + * Е = З = 
(1) + - - - t 十 t - 
c B 
(а) E A, I= 4 ABC A (b) 备 选 分 式 , I= -ABC 


图 8.1 23 析 因 设计 的 两 个 1/2 分 式 设计 


257! 设计 由 选取 ABC 列 中 带 加 号 的 处 理 组 合 所 组 成 . 这 样 一 来 , ABC 叫做 这 一 特定 的 
分 式 设 计 的 生成 元 (generator). 有 时 , 我 们 称 生 成 元 (比如 АВС) 为 一 个 词 (word). 而 且 , 单 
位 列 了 全 是 加 号 , 因此 , 我 们 称 
T= ABC 
为 设计 的 定义 关系 (defining relation). 一 般 说 来, 分 式 析 因 设计 的 定义 关系 总 是 与 单位 列 了 相 
等 的 各 列 构成 的 集合 . 
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23-! 设计 处 理 组 合 有 3 个 自由 度 , 可 用 来 估计 主 效应 , 根据 表 8.1, 用 来 估计 А,В,С ЕЖ 
应 的 观测 值 的 线性 组 合 是 


[4] = ga - b - c abc), [8] = $a tb -et abo) IC] = i-a -b+ c+ abe) 


其 中 记号 [A], [B], [C] 是 用 来 标记 与 主 效应 相关 的 线性 组 合 . 容易 证 明 : 用 于 估计 二 因子 交互 作 
用 的 观测 值 的 线性 组 合 是 


1 
[BC] = а c+ abe), [40] = Қ-азь-ежаһ), [AB] = 57a =b + € + abe) 


于 是 , [A] = [BC], [B] = [AC], [C] = [АВ], 因此 , 不 可 能 区 别 4 和 ВО, B 和 4C,C 和 AB. 
事实 上 , 当 我 们 估计 А, B,C 时 , 实际 上 是 估计 4 + BC, B + AC,C + AB. 具有 这 一 性 质 的 两 
个 或 多 个 效应 叫做 别名 (alias). 在 我 们 的 例子 中 , A 和 BC 是 别名 , В 和 АС 是 别名 , C 和 АВ 
是 别名 , 用 符号 记 为 [4] > А + ВС, [B] 2 B АС, [С] ^ C + AB. 

此 设计 的 别名 结构 很 容易 用 定义 关系 工 = ABC 来 确定 . 任 一 列 (或 效应 ) 乘 以 定义 关系 就 
得 出 那 一 列 (或 效应 ) 的 别名 , 在 我 们 的 例子 中 , 如 4 的 别名 可 以 这 样 得 出 : 


4.T=4.4BC = АВС 


因为 任 一 列 的 平方 恰 是 单位 了 所 以 
A=BC 


AE, 求 得 B 和 C 的 别名 分 别 为 

B.I—-B.ABO, В-АВ?С-АС 
以 及 

C.I-C.ABC, С = АВС? = АВ 
RH I= ABC H 1/2 分 式 , ЦЕ Я (principal fraction). 

现在 假定 我 们 选取 了 另 一 个 1/2 分 式 , BI, X 8.1 中 АВС 列 取 减 号 的 那些 处 理 组 合 . 这 一 
备 选 的 (alternate) 或 互补 的 (complementary)1/2 分 式 设计 (由 试验 (1), ab, ac, bc 组 成 ) 如 图 
8.1b 所 示 . 此 设计 的 定义 关系 是 
I--ABC 
观测 值 的 线性 组 合 , 即 [4]', [B], [C], 由 备 选 分 式 设计 给 出 : 
[A 5 A- BC, | [B/ B-AC, [C ^C- AB 


于 是 , 当 我 们 用 这 一 指定 的 分 式 设计 来 估计 A, B,C 时 , 实际 上 是 估计 A- BC, B AC,C - AB. 
在 实践 中 , 实际 上 用 哪 一 分 式 设计 是 无 关 重要 的 . 两 个 分 式 设计 属于 同一 族 (family), 也 就 
是 说 , 两 个 1/2 分 式 设计 形成 一 个 完全 的 23 析 因 设计 . 参考 图 8.1 的 a 部 分 和 b 部 分 就 容易 看 
出 这 一 点 ， 
假定 做 了 一 个 2 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 的 试验 之 后 , 另 一 个 也 做 了 , FE, 所 有 与 23 设 
计 有 关 的 8 个 试验 现在 都 有 了 . ME, 将 这 8 个 试验 作为 每 区 组 有 4 个 试验 的 二 区 组 23 析 因 
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设计 来 分 析 , 就 可 求 得 所 有 效应 的 分 离别 名 ) 的 估计 量 . 这 一 点 , 也 可 以 利用 两 个 分 式 设计 所 得 
的 效应 的 线性 组 合 相 加 或 相 减 求 得 . 例如 , 考虑 [A] 一 A + BC 和 [A] > A — BC, 可 得 


104] +14) = m ЪВС+А- ВС) + A 
204 – [4)) = ja - BC — A+ BC) > BC 
于 是 , 对 所 有 的 3 对 线性 组 合 , 可 以 求 得 : 


i ЕНСЕ) № 209 – 10) 

А А BC 

B B AC 

c c AB 
8.2.2 ”设计 分 辨 度 


前 面 的 29-1 设计 叫做 分 辨 度 为 于 的 设计 (resolution II design). 在 这 样 的 设计 中 , 主 效应 
的 别名 为 二 因子 交互 作用 , 一 设计 叫做 分 辨 度 为 R 的 , EREE p 因子 效应 的 别名 为 另 一 含有 
DF R-p 个 因子 的 效应 , 通常 用 罗马 数字 下 标 表 示 设 计 的 分 辨 度 , 于 是 , 有 定义 关系 工 = ABC 
(R I = -АВС) 的 2? 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 记 为 237! 设计 . 

ЭН ЖІП, IV, V 的 设计 特别 重要 . 这 些 设计 的 定义 及 例子 如 下 . 

(1) 分 辨 度 为 亚 的 设计 . 其 中 主 效应 的 别名 不 能 为 任 一 另外 的 主 效应 , 但 主 效应 的 别名 可 以 
为 二 因子 交互 作用 , 而 且 一 些 二 因子 交互 作用 可 相互 为 别名 . 表 8.1 2271 设计 是 分 辨 度 为 II 
的 设计 (2571). 

(2) ЭЖЖ IVAR. 其 中 主 效应 的 别名 不 能 为 任 一 另外 的 主 效应 或 任 一 二 因子 交互 作 
用 , 但 二 因子 交互 作用 的 别名 可 为 其 他 的 二 因子 交互 作用 . 有 工 = 4BCD 的 24-! 设计 是 分 辨 
度 为 以 的 设计 (247 

(3) 分 辨 度 为 V 的 设计 . 其 中 主 效应 或 二 因子 交互 作用 的 别名 不 能 为 任 一 另外 的 主 效应 或 二 
因子 交互 作用 , 但 二 因子 交互 作用 的 别名 可 以 为 三 因子 交互 作用 . 有 了 = ABCDE 的 25-1 设 
计 是 分 辨 度 为 V 的 设计 (251). 

一 般 说 来 , 二 水 平分 式 析 因 设计 的 分 辨 度 等 于 定义 关系 中 任 一 词 的 字母 个 数 的 最 小 数 
此 , 可 以 把 前 面 的 设计 类 型 分 别 叫做 3 字母 的 、4 字母 的 、5 字母 的 设计 ， 通常 , 我 们 喜欢 用 这 样 
的 分 式 设计 : 在 所 要 求 的 分 式 程度 下 , 它 具 有 最 高 可 能 的 分 辨 度 . 分 辨 度 越 高 , 对 假定 条 件 的 限 
制 就 越 少 , 在 为 了 获得 对 数据 的 唯一 解释 而 去 考虑 可 以 忽略 哪些 交互 作用 时 就 会 用 到 这 些 假定 
Att. 


8.2.3 1/2 分 式 设计 的 构造 与 分 析 


一 个 2* 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 的 最 高 分 辨 度 构造 法 如 下 . 先 写 出 由 完全 26-3 析 因 设 
计 的 试验 组 成 的 基本 设计 (basic design), 然后 加 进 用 它们 的 加 号 水 平和 减 号 水 平 来 判定 取 加 号 
或 减 号 的 最 高 阶 交互 作用 АВС--(К-1) 作为 第 К 个 因子 . 因此 , 先 写 出 完全 的 22 析 因 设 
计 作为 基本 设计 , 然后 令 因子 C 等 于 交互 作用 AB, 就 求 得 23-! 分 式 析 因 设计 . 备 选 分 式 析 因 
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设计 令 因 子 C 等 于 交互 作用 -AB 即 得 . 3€ 8.2 说 明了 这 一 方法 . 基本 设计 的 试验 次 数 ( 行 数 ) 
正好 , 但 缺少 一 列 . 用 生成 元 Г = ABC K 解 出 缺少 的 列 (K), 所 以 K = ABC…(K ~ 1) 
是 第 K 个 因子 , 其 水 平 由 各 行 中 各 加 号 与 减 号 的 乘积 来 确定 . 


表 8.2 29 析 因 设计 的 两 个 1/2 分 式 设计 


完全 的 22 析 因 设计 
试验 (基本 设计 ) 
B 


2371,1 = АВС 2371,1 = -ABC 
A B С-АВ А В C--AB 


+ 
+ + 


任 一 交互 作用 效应 都 可 用 来 生成 第 K 个 因子 的 那 一 列 . 不 过 , 采用 任 一 不 同 于 АВС... (К 
1) 的 其 他 效应 , 都 得 不 到 最 高 可 能 分 辨 度 的 设计 . 

另 一 个 构造 1/2 分 式 析 因 设 计 的 方法 , 是 把 试验 分 解 为 与 最 高 阶 交互 作用 АВС... K 相 混 
的 两 个 区 组 . 每 一 区 组 是 最 高 分 辨 度 的 257 分 式 析 因 设计 . 

l. 分 式 析 因 设计 在 析 因 设 计 中 的 投影 

任 一 分 辨 度 为 R 的 分 式 析 因 设计 包含 任 一 R — 1 个 因子 的 子 集 的 完全 析 因 设计 (可 能 有 重 
复 的 ). 这 是 一 个 重要 的 而 且 有 用 的 概念 . 例如 , 实验 者 有 几 个 可 能 感 兴趣 的 因子 , 但 相信 只 有 其 
中 的 А-1 个 有 重要 的 效应 , FÆ, 取 分 辨 度 为 RR 的 
分 式 析 因 设 计 是 恰当 的 选择 . 如 果实 验 者 是 正确 的 ， 
则 分 辨 度 为 R 的 分 式 析 因 设计 将 投影 到 R 1 个 
显著 性 因子 的 完全 析 因 设计 上 . 图 8.2 对 29! 设计 
说 明了 这 一 过 程 , 它 投影 到 每 个 二 因子 子 集 的 27 设 ji 


* - * 
+ + + + 


avre 
|o Е 
жазға 
1 十 1 
1 十 二 1 


WE. 

因为 2* 析 因 设计 的 1/2 分 式 设计 最 大 可 能 的 
分 辨 度 是 R = k, 每 个 2*7 分 式 设计 可 投影 到 原 
来 大 个 因子 的 任意 (к — 1) 个 构成 的 完全 析 因 设计 
上 . 还 有 , 2571 分 式 设 计 又 可 投影 到 两 次 重复 的 任 ЯЗ 
— k-2 个 因子 子 集 构成 的 完全 析 因 设计 , 4 次 重 图 8.2 2h! 设计 投影 到 3 个 22 设计 
复 的 任 一 一 3 个 因子 子 集 构成 的 完全 析 因 设计 ， 
等 等 . 

例 8.1 考虑 例 6.2 的 渗透 率 实验 ， 原 来 的 设计 是 单 次 重复 的 24 rib, 如 表 6.10 BUR. 在 这 个 例子 
中 , 我 们 发 现 , 主 效应 ALC, D 以 及 交互 作用 AC 和 Ар 都 不 等 于 零 . 现在 , 重新 回 到 这 个 实验 , 用 24 析 
因 设计 的 1/2 分 式 设计 来 普 代 原来 的 完全 析 因 设计 , 模拟 这 一 实验 , 看 看 将 会 出 现 什么 情况 . 

我 们 用 以 了 = ABCD 为 生成 元 的 24~! 分 式 析 因 设计 ,最 高 可 能 的 分 辨 度 为 VY， 要 构造 出 这 一 设计 ， 
先 写 出 基本 设计 (CE 23 析 因 设计 ), 如 表 в.з 头 3 列 所 示 ， 基 本 设计 有 必需 的 试验 次 数 (8 Ж). 但 只 有 
3 列 (因子 )， 要 求 出 第 4 个 因子 的 水 平 , 用 工 = ABCD XRH D, р = ABC. АҢ, D 在 每 次 试验 
所 取 的 水 平 就 是 列 A, В,С 的 加 减 符号 的 乘积 . Ж 8.3 说 明了 这 种 方法 . 因为 生成 元 ABCD 是 正 的 , 这 一 
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25 设计 就 是 主 分 式 设计 . 图 8.3 是 此 设计 的 图 解 
表 8.3 定义 关系 工 = ABCD № 2171 设计 


基本 设计 处 理 
试验 2 B 2 D = ABC Ф 渗透 率 
1 - - - - (1) 45 
2 + =, x + ad 100 
3 - + - * bd 45 
4 十 + - - ab 65 
5 - - * 十 cd 75 
6 * - + - ac 60 
7 - 十 + - bc 80 
8 十 十 十 abcd 96 


ad= 100 
图 8.3 Ив ЖУЮ 2571 设计 
利用 定义 关系 ， 每 一 主 效应 的 别名 是 三 因子 交互 作用 ， 也 就 是 说 ，A = 42BCD = BCD, B = 


АВ?СР = ACD, C = ABC?D = ABD, D = ABCD? = ABC. ÑH, 每 个 二 因子 交互 作用 的 别名 是 
另 一 个 二 因子 交互 作用 ， 这 些 别名 关系 是 AB = CD, AC = BD, BC = AD. 4 个 主 效应 加 上 3 个 二 因子 
交互 作用 别名 对 , 总 共 占用 了 此 设计 的 ? 个 自由 度 . 

此 时 , 依 随机 顺序 做 这 8 个 试验 , 因为 已 经 做 了 完全 24 设计 的 实验 , 所 以 我 们 简单 地 从 例 6.2 中 选取 
8 个 观测 到 的 渗透 率 与 2571 设计 的 实验 相对 应 , 这 些 观测 值 列 于 表 8.3 最 后 一 列 , 也 标 在 图 8.3 中 . 

由 此 24y ”设计 求 得 的 效应 估计 最 见 表 8.4. 为 说 明 计算 方法 ,与 4 效应 有 关 的 观测 值 的 线性 组 合 是 


[A] = 10-49 + 100 — 45 + 65 — 75 + 60 — 80 + 96) = 19.00 — A + BCD 
而 对 于 AB 效应 , 求 得 
[4B] = 145 — 100 — 45 + 65 + 75 — 60 — 80 + 96) = -1.00 > AB +CD 


审核 表 8.4 中 的 信息 ， 有 理由 认为 主 效应 A, C, D 较 大 . 而 且 , 车 A,C, D 是 重要 的 主 效应 ， 因 为 交互 作 
用 AC 与 AD 也 是 显著 的 , 则 两 个 交互 作用 别名 AC + BD 与 AD + BC 自然 会 有 大 的 效应 . 这 里 运用 
T Ockham #70 (William Ockham 81%), 即 当 碰 到 一 个 现象 有 多 个 不 同 的 可 能 解释 时 , 最 简单 的 解 
释 通常 是 正确 的 . 可 以 看 出 上 述 解释 与 例 6.2 中 完全 24 设计 的 分 析 所 得 的 结论 一 致 

因为 因子 В 不 显著 , 对 它 可 以 不 加 考虑 . 因此， 可 以 将 这 2171 设计 投影 到 关于 因子 4, C, D 的 单 次 
重复 的 23 设计 上 , 如 图 8.4 所 示 . 对 此 立方 图 的 检查 使 我 们 对 上 面 所 得 到 的 结论 更 加 放心 ， 当 渔 度 (A) 处 
于 低 水 平时 , 浓度 (C) 有 较 大 的 正 效应 ; 而 当 温 度 处 于 高 水 平时 , 浓度 有 很 小 的 效应 . 这 很 可 能 是 由 AC 的 
交互 作用 引起 的 ， 而 且 , 当 温 度 处 于 低 水 平时 ,搅拌 速度 (D) 可 被 忽略 ; 而 当 温度 处 于 高 水 平时 ， 搅 拌 速 度 
有 较 大 的 正 效应 . 这 很 可 能 是 由 前 面 识别 出 的 AD 交互 作用 引起 的 . 
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X 8.4 018.1 的 效应 与 别名 的 估计 量 


估 Ж 别名 结构 
ТА] = 19.00 [А] — А+ ВСр 
[B] = 1.50 [B] ^ B + ACD 
[C] = 14.00 Ic] ^ C + ABD 
[D] = 16.50 [D] > D + АВС 
[AB] = -1.00 [AB] 2 AB + CD 
[AC] = -18.50 [AC] 一 4C + BD 
[AD] = 19.00 [AD] ^ AD 4- BC. 


a 显著 的 效应 是 А, C, D, AC, AD. 


75 90 


CRI) 


商 
D (riui) 


кта 6 
图 8.4 例 8.1 2151 设计 在 4,C,D 的 23 设计 上 的 投影 
基于 上 述 分 析 , 可 以 得 到 用 于 预测 实验 区 域内 的 渗透 率 的 模型 ， 此 模型 为 
0 = до + діа, + Para + дага + бізгіта + блатата 


其 中 ai 23,24 是 表示 А, C, D 的 规范 变量 (一 1 < zi < +1)， 像 前 面 一 样 , 0 是 由 效应 估计 得 到 的 回归 系 


B. 因此, 预测 方程 为 
1 4 | -18. 1 
$7075 4 (22) xod (ы) zx (ы) iai: ( ыз) ned (%») E 


记 住 截 距 项 Ao 是 实验 的 所 有 8 次 试验 的 响应 值 的 平均 值 . 此 模型 与 例 6.2 中 根据 2k 完全 析 因 设计 所 得 的 
模型 非常 相似 . 

例 8.2 用 来 改进 生产 过 程 的 2571 分 式 设计 

在 一 集成 电路 生产 线 上 用 25-1 设计 来 研究 5 个 因子 , 以 改进 生产 量 . 5 个 因子 是 A= 孔径 设 定 (小 ， 
Ж), B= 曝光 时 间 ( 低 于 额定 的 2096, 高 于 额定 的 20%), C= 冲洗 时 间 (30 Ж, 45 秒 ), D= ERRI (小 ， 
K), E = 蚀刻 时 间 (14.5 分 钟 , 15.5 24). 25-1 分 式 设计 的 构造 如 表 8.5 所 示 , 构造 此 设计 的 方法 是 , 先 
写 出 有 16 个 试验 的 基本 设计 (A, B, C, D 的 一 个 24 设计 ), 选取 ABCDE 为 生成 元 . 然后 设 定 第 5 个 因 
F Е = 4BCD 的 水 平 . 图 8.5 给 出 了 这 一 设计 的 图 形 表示 . 

此 设计 的 定义 关系 是 I = ABCDE. 因此, 每 一 主 效应 的 别名 是 一 个 四 因子 交互 作用 (例如 , [A] 一 
A+ BCDE), 每 一 个 二 因子 交互 作用 的 别名 是 一 个 三 因子 交互 作用 (例如 , [AB] 一 AB + Сре). ӘЖ, 
该 设计 的 分 辩 度 为 V， 我 们 希望 这 一 25-1 设计 能 很 好 地 提供 关于 主 效应 和 二 因子 交互 作用 的 信息 . 

K 8.6 列 出 了 这 一 实验 的 15 个 效应 的 估计 景 、 平方 和 与 回归 系数 . 图 8.6 画 出 了 这 一 实验 的 效应 估计 
最 的 正 态 概率 图 . 主 效应 A, B,C 以 及 AB 交互 作用 较 大 . 因为 别名 关系 , 这 些 效应 实际 上 是 А + ВСРЕ, 
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表 8.5 018.2 的 251 设计 
基本 设计 处 理 
3 E = ABCD 
we A B с D AR 组 合 THE 
1 - - - - 十 e 8 
2 + - - > - а 9 
3 - * - = Е b 34 
4 + + - - * abe 52 
5 5 M 十 = - c 16 
6 4 e $ s + асе 22 
т - 十 十 一 * bce 45 
8 * * * = d abc 60 
9 - - - 十 d 6 
10 十 一 - * * ade 10 
п - * - * 十 bde 30 
12 * * - * - abd 50 
13 - - 十 十 十 cde 15 
14 十 一 十 十 - acd 21 
15 - * 十 十 一 bcd 44 
16 十 十 十 十 十 abcde 63 
D + 


= 52 


图 8.5 例 8.2 的 251 设计 
98.6 018.2 的 效应 、 回归 系数 与 平方 和 


变量 名 称 mE ЖҰ 十 1 水 平 
A 孔径 设 定 小 大 
B 曝光 时 间 -20% +20% 
с 冲洗 时 间 305 40s 
D 掩 膜 尺寸 小 大 
E 蚀刻 时 间 14.5 min 15.5 min 
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(е) 
变量 回归 系数 ЖАНАР 平方 和 
总 平均 值 30.3125 
A 5.562 5 11.125 0 495.062 
B 16.937 5 33.875 0 4 590.062 
с 5.4375 10.875 0 473.062 
D —0.437 5 —0.875 0 3.063 
E 0.312 5 —0.625 0 1.563 
AB 3.437 5 6.875 0 189.063 
AC 0.187 5 0.375 0 0.563 
AD 0.562 5 1.125 0 5.063 
AE 0.562 5 1.125 0 5.063 
BC 0.312 5 0.625 0 1.563 
BD —0.062 5 —0.125 0 0.063 
BE —0.062 5 —0.125 0 0.063 
ср 0.437 5 0.875 0 3.063 
CE 0.187 5 0.375 0. 0.563 
DE —0.687 5 一 1.375 0 7.563 


В + ACDE, C + ABDE, AB + CDE. 不 过 , 因为 三 


ЖЖЖ (1- P) x 100 


10 


15 


效应 估计 


20 25 30 


图 8.6 例 8.2 效应 的 正 态 概率 图 


起 来 挺 有 道理 , 因此 , 可 以 认为 只 有 A, B,C 和 АВ 是 重要 的 效应 . 
表 8.7 是 此 实验 的 方差 分 析 表 . 模型 平方 和 是 SSwm = 554 + SSB + SSc +SS4B = 5 747.26, € 
点 了 产量 总 变异 性 的 99% 以 上 ,图 8.7 是 残 差 的 正 态 概率 图 ， 图 8.8 是 残 差 与 预测 值 的 关系 图 ， 这 两 张 图 


子 交 互 作用 和 更 高 的 交互 作用 可 被 忽略 这 一 点 看 


都 是 令 人 满意 的 ， 
Жвл 例 8.2 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 у Ж Fo P 
A( 和 孔径 设 定 ) 495.062 5 1 495.062 5 193.20 « 0.000 1 
ВВЕ) 4 590.062 5 1 4 590.062 5 1 791.24 < 0.000 1 
C( 冲 洗 时 间 ) 473.062 5 1 473.062 5 184.61 « 0.000 1 
AB 189.062 5 1 189.062 5 73.78 < 0.000 1 
误差 28.187 5 п 2.562 5 
总 和 5 775.437 5 15 
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3 -2 1 0 1 2 
ms 


图 8.7 例 8.2 残 差 的 正 态 概 率 图 
3 个 因子 А, В,С 有 较 大 的 正 效应 . 图 8.9 画 出 了 АВ 或 孔径 设 定 曝光 时 间 交 互 作用 的 图 形 ， 这 一 
图 形 表明 , 当 A B 都 处 于 高 水 平时 产量 较 高 . 
2571 设计 可 压缩 为 由 原来 5 个 因子 中 的 任意 3 个 构成 的 23 设计 的 两 次 重复 (参见 图 8.5). 图 8.10 是 
因子 A, B, C 的 立方 体 图 , 在 8 个 角 点 上 注 上 了 平均 产量 ， 审 查 此 立方 图 ， 显然 可 见 , 最 高 的 产量 在 A, В,С 
都 处 于 高 水 平时 达到 ， 因 子 D 和 E 对 平均 产量 有 较 小 的 效应 . 因此 ， 它们 的 取 值 大 小 可 从 优化 其 他 目标 


(例如 成 本 ) 考虑 ， 
B, 
: "m 


В. 
B et 


d 
г 而 “ 


图 8.9 例 8.2 孔径 设 定 -曝光 时 间 的 交互 作用 
s 515 2. 分 式 析 因 设 计 的 试验 顺序 

用 分 式 析 因 设计 通常 使 得 实验 既 省 钱 效率 
又 高 , 特别 是 在 实验 可 以 序 贯 地 进行 时 ， 例 如 ， 
假定 要 研究 k = 4 个 因子 (24 = 16 个 试验 ), 则 
+ 我 们 经 常 喜欢 做 2 和 ! 分 式 设计 (8 个 试验 ), 分 
析 其 结果 , 然后 决定 下 一 次 最 好 做 哪些 试验 . 当 
有 必要 去 弄 清 模糊 不 清 的 情况 时 , 就 可 再 做 备 先 
的 分 式 设计 实验 , 完成 24 设计 的 实验 ， 当 用 这 
图 8.10 例 8.2 的 25-1 设计 在 因子 А,В,С 种 方法 来 完成 实验 设计 时 , 两 个 1/2 分 式 设计 实 
构成 的 29 设计 的 两 次 重复 中 的 投影 验 代表 将 最 高 阶 交互 作用 与 区 组 相 混 (此 处 是 混 


m 
қ 
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ЖТ ABCD) 的 完全 混 区 设计 的 两 个 区 组 . 这 样 一 来 , 序 贯 实验 的 结果 仅仅 损失 了 最 高 阶 交互 
作用 的 信息 . 另外 , 在 大 多 数 情况 下 , 从 1/2 分 式 析 因 设计 实验 中 , 我 们 会 非常 清楚 进行 下 一 阶 
段 的 实验 时 , 应 该 加 进 哪些 因子 , 去 掉 哪些 因子 , 改变 哪些 响应 变量 , 或 者 改变 某 些 因子 的 取 值 
范围 等 . 这 些 可 能 情形 以 图 形 方式 列 在 图 8.11 rp. 


{g) 移 到 一 个 新 的 位 (а) 进行 一 次 或 多 次 确认 (b) 增加 另 一 个 分 式 设 
秆 来 探索 响应 的 试验 以 证 实 从 原来 分 计 来 区 分 原先 分 式 
一 个 明显 趋势 式 实验 中 得 到 的 结论 设计 中 的 混杂 


7 
(c) 重新 调节 一 些 因子 , 因 
为 它们 可 能 在 不 合适 
(0 增加 试验 点 以 的 范围 内 取 值 
建立 曲面 模型 


(о) 为 改进 效应 的 估计 , 或 (d) 因为 原来 的 催化 齐 
是 因为 某 些 实验 做 错 进 料 速度 可 被 忽略 
了 ,而 重复 试验 而 去 除 或 增加 因子 


图 8.11 分 式 析 因 实验 后 追加 实验 的 几 种 可 能 性 [ 取 自 Box(1992~1993)， 经 出 版 商 允 许 ] 

例 8.3 重新 考虑 例 8.1 中 的 实验 , 用 28)! 设计 初步 识别 出 3 个 大 的 主 效应 : A, C, D. 有 两 个 大 的 
效应 与 二 因子 交互 作用 有 关 : AC + BD 和 AD + BC. ЖЕЙ 8.2 中 , 根据 主 效应 В 可 以 忽略 , 初步 认为 
重要 的 交互 作用 是 AC 和 4D， 有 时 ,实验 者 具备 某 些 工序 知识 , 从 而 方便 判别 交互 作用 中 哪个 可 能 更 重 
要 . 不 过 , 完成 由 I= -ABCD 确定 的 备 选 分 式 设计 后 , 总 能 找 出 显著 的 交互 作用 ,以 下 直接 列 出 此 设计 与 
HE: 

这 些 效应 估计 量 (以 及 它们 的 别名 ) 由 上 述 备 选 分 式 设计 算得 : 

[4 = 24.25 — A— BCD 
[B] 24.75 —^ B — ACD 
[С] 25.75 > C - ABD 
[D]' 212.755 > D — ABC 
(АВ)! 2125 一 AB- CD 
[АС] = -17.75 — AC - BD 
[А0] 214.25 — AD - BC 
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试验 基本 设计 D--ABC 处 理 组 合 渗透 率 
A B С 
1 E E = + а 43 
2 " 2 $5 - a 71 
з E + E 5 b 48 
4 * * z + abd 104 
5 d 5 * - c 68 
6 qi : d 4 acd 86 
7 - 十 十 十 bed 70 
8 十 十 * - abc 65 
这 些 估计 量 和 由 原来 的 1/2 分 式 设计 所 得 的 估计 量 组 合 起 来 就 得 到 下 列 效应 估计 量 ; 
i h 200 +07) : zll- 0) 
А 21.63 — А -2.63-» BOD 
B 313— В -1.63-» ACD 
c 988-С 413- ABD 
D 1463— D 1.88 — АВС 
AB 0.13 — AB -113— CD 
AC —18.13 一 AC -038 — BD 


AD 16.63 一 AD 2.88 一 ВС 


--------------- с 0 
这 些 估计 量 与 原先 例 6.2 中 作为 单 次 重复 的 24 析 因 设计 的 数据 分 析 结 果 完 全 一致 . 显然 , 大 的 交互 作用 是 
AC 和 AD. 

把 备 选 分 式 设 计 添加 到 主 分 式 设计 可 以 看 作 是 一 种 确认 实验 (confirmation experiment), 
这 是 因为 它 提供 的 信息 使 我 们 强化 了 关于 二 因子 交互 作用 效应 的 最 初 结论 . 8.5 节 与 8.6 节 中 还 
将 研究 用 于 区 分 交互 作用 的 组 合 分 式 析 因 设计 的 其 他 一 些 方面 . 

确认 实验 并 不 需要 这 样 复杂 . 一 种 非常 简单 的 确认 实验 是 : 为 了 利用 模型 方程 去 预测 在 设计 
空间 的 某 个 感 兴趣 点 (并非 该 设计 中 的 点 ) 处 的 响应 值 , 那么 就 以 该 处 理 组 合 实际 进行 试验 (也 
许 重 复 几 次 ), 然后 比较 响应 的 实际 值 与 预测 值 就 行 了 ,它们 相当 接近 则 表明 , 分 式 析 因 的 解释 
是 正确 的 , 反之 , 车 存在 很 大 不 同 则 意味 着 解释 存在 问题 . 由 此 可 以 看 到 ,附加 实验 可 用 于 区 分 
m. 

以 例 8.1 中 的 2177 分 式 析 因 设计 为 例 . 实验 者 想 要 找 出 响应 变量 渗透 率 较 高 的 一 组 条 件 ， 
但 是 要 求 甲醛 浓度 (因子 C) 比较 低 . 这 表明 因子 4 和 D 应 该 取 高 水 平 , 而 因子 С 应 该 取 低 水 
F. 检查 图 8.3, 可 以 看 到 , 当 B 取 低 水 平时 , 在 分 式 析 因 设计 中 该 处 理 组 合 进行 了 试验 , 得 到 响 
应 观测 值 为 100. 但 是 B 取 高 水 平时 的 该 处 理 组 合 不 在 原先 设计 中 , 故此 处 理 组 合 应 该 是 合理 
的 确认 试验 . 在 因子 А, В, D 取 高 水 平 而 因子 C 取 低 水 平时 , 由 例 8.1 的 模型 方程 可 以 算得 预 
测 响应 如 下 : 


19.00 14.00 16.50 —18.50 19.0 
9=7075+( )=+( 5 )s«( "E Уғ«( 2 Jos ( 22) mas 


Еее (2%) (+ (м) (Су (еә) аш (2m) (C2 (e) ауа) 
-100.25 
该 处 理 组 合 处 的 响应 观测 值 是 104( 参 见 图 6.10, 其 中 给 出 了 完全 的 24 析 因 设计 的 各 种 响应 数 
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据 )， 因 为 渗透 率 的 观测 值 与 预测 值 非常 接近 , 所 以 这 是 一 个 成 功 的 确认 实验 , 这 也 表明 分 式 析 
因 实 验 的 解释 是 正确 的 . 

有 了 时 一 个 确认 试验 的 预测 值 与 观测 值 并 不 是 这 么 接近 , 这 就 有 必要 回答 两 个 值 是 否 足够 接 
近 , 从 而 有 理由 认为 分 式 设计 的 解释 是 正确 的 . 回答 这 个 问题 的 一 种 方法 是 : 构造 该 确认 试验 的 
未 来 响应 值 的 预测 区 间 (prediction interval), 然后 看 实际 观测 值 是 否 落 在 预测 区 间 中 . 在 10.6 
节 介绍 回归 模型 的 预测 区 间 时 , 我 们 将 用 这 个 例子 来 说 明 这 一 点 . 


8.3 2% 析 因 设计 的 1/4 分 式 设计 


对 中 等 大 的 因子 个 数 , 常用 2* 设计 的 较 小 的 分 式 设计 . 考虑 2* 设计 的 1/4 分 式 设计 . 此 
设计 包含 28-? 个 试验 , 通常 叫做 257? 分 式 析 因 设计 . 

25? 设计 的 构造 方法 是 , 首先 写 出 一 2 个 因子 的 完全 析 因 设计 的 试验 组 成 的 基本 设计 , R 
后 再 加 上 两 列 , 这 两 列 由 开头 的 一 2 个 因子 的 恰当 交互 作用 组 成 的 . 这 样 一 来 , 2*-? 设计 的 
1/4 分 式 设计 有 两 个 生成 元 ,如果 已 和 Q 代表 选取 的 生成 元 , W, T- 已 和 了 = Q 叫做 此 设 
计 的 生成 关系 (generating relation). 已 和 Q 的 符号 (+ 或 者 —) 决定 了 采用 哪 一 种 1/4 分 式 ， 
与 生成 元 EP 和 +O 的 选择 有 关 的 所 有 4 个 分 式 是 同一 族 的 成 员 , 已 和 Q 都 是 正 的 那个 分 式 
是 主 分 式 . 

所 有 等 于 单位 列 了 的 列 组 成 设计 的 完全 定义 关系 , 这 由 P,Q, 以 及 它们 的 广义 交互 作用 РО 
所 组 成 , 也 就 是 说 , 定义 关系 是 了 = P = Q = РО. 称 元 素 P,Q, PQ 为 定义 关系 词 , 任 一 效应 
的 别名 可 由 效应 所 在 的 列 乘 以 定义 关系 的 每 个 词 而 得 , 显然 , 每 一 效应 有 3 个 别名 . 实验 者 要 说 
慎 地 选择 生成 元 以 避免 可 能 重要 的 效应 相互 为 别名 ， 

作为 例子 , 考虑 25-? 设计 , 设 选取 了 工 = ABCE M I = BCDR 为 设计 的 生成 元 , 生成 元 
ABCE 和 BCDF 的 广义 交互 作用 是 ADEF, 因此 , 此 设计 的 完全 定义 关系 是 


I = ABCE = BCDF = ADEF 


从 而 , 此 设计 分 辨 度 为 IV， 为 求 得 任 一 效应 (例如 A) 的 别名 , 将 此 效应 与 定义 关系 的 每 个 词 相 
乘 即 可 . 对 于 A, 得 
A= BCE= ABCDF = DEF 

容易 证 明 , 每 个 主 效应 的 别名 是 三 因子 交互 作用 和 五 因子 交互 作用 , 二 因子 交互 作用 的 别名 是 
另 一 个 二 因子 交互 作用 或 更 高 阶 交互 作用 , 于 是 , 估计 АМ, 我 们 实际 上 是 估计 А + ВСЕ + 
DEF + ABCDF. 此 设计 的 全 部 别名 结构 见 表 8.8. 如 果 三 因子 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 ， 
则 此 设计 给 出 了 主 效 应 的 纯净 估计 量 . 

要 构造 此 设计 , 首先 写 出 基本 设计 , 它 由 以 A, B,C, D 为 因子 的 完全 257? = 24 设计 的 16 
个 试验 所 组 成 . 然后 加 上 两 个 因子 E M F, 它们 的 水 平分 别 由 交互 作用 ABC 和 ВСР 的 加 减 
符号 所 决定 . 此 方法 见 表 8.9. 

构造 此 设计 的 另 一 方法 是 , 先 使 ABCE 和 BCDF 与 区 组 相 混 , 导出 29 设计 的 4 个 区 组 ， 
然后 选取 处 理 组 合 在 ABCE 和 BCDF 上 都 为 正 的 区 组 . 这 就 得 出 生成 关系 为 了 = АВСЕ 和 
I= BCDF 的 25? 分 式 析 因 设计 , 因为 生成 元 ABCE 和 BCDF REEN, 这 就 是 主 分 式 . 
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Ж8.8 I= ABCE = BCDF = ADEF 的 207? 设计 的 别名 结构 


A= BCE=DEF= ABCDF AB= CE= ACDF = BDEF 
B-ACE DF-ABDEF AC = BE = ABDF = CDEF 
C = ABE = BDF = ACDEF AD = EF = BCDE = ABCF 
D = BCF = AEF = ABCDE AE = BC = DF = ABCDEF 
E = ABC = ADF = BCDEF AF = DE = BCEF = ABCD 
F = BCD = ADE = ABCEF BD = CF = ACDE = ABEF 


BF = Ср = АСЕЕ = ABDE 
АВР = СРЕ = АСЕ = BEF 
АСР = BDE = АВЕ = СЕР 


Ж 8.9 生成 元 了 = АВСЕ 和 了 = BCDF 的 26/3 设计 的 构造 


基本 设计 

i D Е-АВС E-BCD 
ied A B с 

1 S 3 - x 

2 十 十 

3 十 十 十 
4 十 十 - - 十 
5 + + + 
6 + + + 
7 - 十 十 - - 

8 + + + + - 
9 * - 

10 E + + n 
1 十 * * 

12 十 * * - 
13 十 十 * 

14 + - + + - 
15 + + + 

+ + 


+ 
16 + + + + 
一 一- + + + 
当然 , 此 28 ”设计 还 有 3 个 备 选 分 式 设计 . 它们 是 生成 关系 [= ABCE ЖІ--ВСРЕ, 
I--ABCE Ж I = BCDF, I = -ABCE RI = -BCDF 的 分 式 设计 . 这 些 分 式 设计 容易 
用 表 8.9 所 示 的 方法 构成 . 例如 , 如 果 要 求 出 了 = ABCE M I= -BCDF 的 分 式 设计 , 则 在 
K 8.9 的 最 后 一 列 令 F = -BCD, 因子 Р 这 一 列 的 水 平 变 成 


十 十 一 一 一 一 十 十 一 一 十 十 十 十 一 一 


此 备 选 分 式 设计 的 完全 定义 关系 是 T= ABCE = -BCDF = -ADEF. 表 8.9 中 别名 结构 的 
某 些 符号 现在 更 改 了 , 例如 , 4 的 别名 是 A = BCE = -DEF — -ABODF. 这 样 一 来 , 观测 
值 的 线性 组 合 [A] 实际 上 是 估计 A + ВСЕ - DEF _ ABCDF. 

最 后 , 2072 分 式 析 因 设计 可 压缩 为 由 4 个 因子 构成 的 任 一 子 集 的 单 次 重复 的 24 设计 , 只 要 
这 一 子 集 不 是 定义 关系 中 的 一 个 词 即 可 . 也 可 以 压缩 为 由 4 个 因子 构成 的 任 一 子 集 的 有 重复 的 
24 设计 的 1/2 分 式 设计 , 只 要 那 一 子 集 是 定义 关系 中 的 个 词 就 行 . 如 此 , 表 8.9 的 设计 就 变 成 
以 因子 A, B,C, E, 或 B,C, D, F, 或 A, D, E, F 构成 的 有 两 次 重复 的 2- 分 式 析 因 设 计 ， 
为 那些 因子 正 是 定义 关系 的 词 .6 个 因子 还 有 另外 12 个 组 合 , 比如 ABCD, ABCF, 等 等 , 它 
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们 是 此 设计 在 单 次 重复 的 24 设计 上 的 投影 , 此 设计 还 可 压缩 为 由 6 个 因子 的 任意 3 个 组 成 的 
有 4 次 重复 的 23 设计 , 或 由 两 个 因子 组 成 的 有 4 次 重复 的 22 设计 ， 

一 般 说 来 , £E— 257? 分 式 析 因 设计 可 以 压缩 为 由 原来 的 因子 的 + < k — 2 个 元 素 的 某 一 子 
集 构成 的 完全 析 因 设计 或 分 式 析 因 设计 . 构成 完全 析 因 设计 的 那些 变量 的 子 集 不 是 完全 定义 关 
系 中 的 词 . 

fi 8.4 在 注塑 成 型 生产 线 上 制造 的 零件 显得 过 度 收 缩 ， 这 是 在 装配 时 发 现 的 , 寻根 探 源 是 由 注塑 成 型 
工序 引起 的 质量 改进 小 组 决定 用 实验 设计 去 研究 注塑 成 型 生产 过 程 ， 以 减 小 收缩 率 . 小 组 决定 研究 6 个 因 
子 一 一 成 型 温度 (A), 螺杆 转速 (B), 保持 时 间 (с), 循环 时 间 (D), 射 口 大 小 (E), 保 压 压 力 (F)— 每 个 
因子 取 两 个 水 平 . 研究 的 目的 是 弄 清 每 个 因子 是 怎样 影响 收缩 量 的 , 因子 的 交互 作用 怎么 样 . 

小 组 决定 用 表 8.9 的 有 16 个 试验 的 二 水 平分 式 析 因 设计 . 此 设计 再 度 列 于 表 8.10 中 , 在 做 设计 的 16 
个 试验 的 每 一 个 试验 时 , 测试 生产 零件 得 到 观测 的 收缩 量 (x10) 也 一 起 列 在 该 表 中 . K 8.11 列 出 了 该 实验 
的 效应 估计 、 平 方 和 以 及 回归 系数 . 

表 8.10 в.а 中 注塑 成 型 实验 的 一 个 2872 设计 


基本 设计 收缩 量 的 
试验 Ls RAE ТЕТЕ: Е-АВС Е = ВСр 观测 值 (x10) 
1 - - - - 6 
2 十 - $ - 10 
3 - 十 * * 32 
4 * * + 60 
5 - + + + 4 
6 + + + 15 
7 + + 26 
8 + + + + 60 
9 + + 8 
10 + + + + 12 
11 = * 十 十 - 34 
12 十 十 - 十 60 
13 十 中 ж 16 
14 * - * + - 5 
15 - * 十 + - + 37 
16 + + t + t 十 52 


此 实验 的 效应 估计 值 的 正 态 概率 图 见 图 8.12. 较 大 的 效应 只 有 A (成 型 温度 ), B (螺杆 转速), 以 及 АВ 
的 交互 作用 . 看 一 下 表 8.8 的 别名 关系 , 暂时 接受 这 些 结论 看 来 是 合理 的 . 图 8.13 的 AB 交互 作用 图 表明 : 
当 螺 杆 转速 处 于 低 水 平时 ， 生 产 过 程 对 温度 很 不 敏感 ， 当 螺杆 转速 处 于 高 水 平时 ， 对 温度 十 分 敏感 ， 当 螺杆 
转速 为 低 水 平 , 则 不 管 温度 选 什么 水 平 , 得 到 的 平均 收缩 率 约 为 10%. 

据 此 初步 分 析 ， 小 组 决定 成 型 温度 与 螺杆 转速 都 用 低 水 平 ， 这 组 条 件 使 零件 的 平均 收缩 率 减 至 大 约 
10%. 但 是 , 零件 之 间 收缩 率 的 变异 性 仍然 是 一 个 问题. 实际 上 , 用 上 述 的 调整 方法 , 平均 收缩 率 可 适当 减少 . 
然而 , 零件 间 收缩 率 的 变异 性 可 能 还 会 在 装配 上 引起 问题 . 解决 问题 的 一 个 办 法 是 ， 看 一下 有 无 因子 影响 从 
件 收 缩 率 的 变异 性 . 

图 8.14 是 残 差 的 正 态 概率 图 ， 此 图 令 人 满意 ， 然 后 作出 残 差 与 每 个 因子 的 关系 图 ， 图 8.15 是 这 些 图 
之 一 , 残 差 与 因子 C( 保持 时 间 ) 的 关系 图 ， 此 图 表明 , 残 差 在 保持 时 间 处 于 低 水 平时 远 没有 处 于 高 水 平时 
那样 分 散 . 这 些 残 差 是 按 常规 方法 从 收缩 率 的 预测 模型 求 得 的 ， 因 为 预测 的 收缩 率 


ф-0%йігі + Baa + Йізгігі = 27.312 5 46.937 521 + 17.812 522 + 5.937 5zlz2 
其 中 21,22,2122 是 规范 变量 , 分别 对 应 于 因子 А, 因子 B, 以 及 AB 交互 作用 , 于 是 残 差 为 
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е-у-ф 


用 米 产生 残 差 的 回归 模型 实质 上 是 从 数据 中 消除 了 A, В, АВ 的 位 置 效应 , 因此 , 残 差 包含 有 未 加 说 明 的 变 
异性 信息 . 图 8.15 表明 , 变异 性 中 有 一 定 的 模式 , 当 保持 时 间 处 于 低 水 平时 ， 零 件 收缩 率 的 变异 性 较 小 ，( 请 
回忆 在 第 6 章 我 们 看 到 的 ， 当 位 置 或 均值 模型 是 正确 时 残 差 只 是 反映 关于 分 散 效应 的 信息 )， 


表 8.11 i 8.4 中 的 效应 估计 、 平方 和 以 及 回归 系数 


变量 名 称 一 1 水 平 十 1 水 平 

A 成 型 温度 —1.000 1.000 

B 螺杆 转速 -1.000 1.000 

с 保持 时 间 一 1.000 1.000 

D 循环 时 间 -1.000 1.000 

Е 射 口 大 小 一 1.000 1.000 

F 保 压 压 力 —1.000 1.000 

ЕЗ M 回归 系数 效应 估计 平方 和 
总 平均 值 27.312 5 

A 6.937 5 13.875 0 770.062 

в 17.812 5 35.625 0 5 076.562 

с —0.437 5 —0.875 0 3.063 

р 0.687 5 1.375 0 7.563 

E 0.187 5 0.375 0 0.563 

F 0.187 5 0.375 0 0.563 

АВ+СЕ 5.937 5 11.875 0 564.063 

АС + ВЕ —0.812 5 —1.625 0 10.562 

AD+ EF —2.687 5 一 5.375 0 115.562 

AE BC - DF —0.937 5 -1.8750 14.063 

AF + DE 0.312 5 0.625 0 1.563 

BD4CF —0.062 5 —0.125 0 0.063 

BF +CD —0.062 5 —0.125 0 0.063 

ABD 0.062 5 0.125 0 0.063 

ABF 一 2.437 5 一 4.875 0 95.063 


* 只 有 主 效应 与 二 因子 交互 作用 . 


1 ор so) B, 
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Жо 10 
B 95; 5 
В. 
i | 
i 4 
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 [3 高 
效应 估计 成 型 温度 ,4 
图 8.12 98.4 效应 的 正 态 概率 图 图 8.13 例 8.4 中 AB (成 型 温度 - 


螺杆 转速 ) 交互 作用 的 图 形 
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-6 3 0 3 6 
i a% ' Е 保持 时 间 (C) ы 
图 8.14 Ива 残 差 的 正 态 概率 图 图 8.15 9184 残 差 与 保持 时 间 
(C) 的 关系 图 


更 为 详细 的 残 差分 析 如 表 8.12 所 示 ， 此 表 列 出 了 每 个 因子 低 水 平 (-) 和 高 水 平 (+) 处 的 残 差 , 并 计 
算出 了 每 个 因子 低 水 平和 高 水 平 处 的 残 差 的 标准 差 ，C 处 于 低 水 平时 的 残 差 标准 差 [S(C7) = 1.63] 明显 
小 于 C 处 于 高 水 平时 的 残 差 标准 差 [S(C+) = 5.70]. 

表 8.12 下 面 一 行 表示 统计 量 

pr 
* S?(i-) 
我 们 知道 , 如 果 因 子 i 处 于 高 (+) 水 平和 低 (一 ) 水 平时 , 残 差 的 方差 相符 ， 则 此 比值 近似 服从 均值 为 零 的 
正 态 分布 , 所 以 可 用 它 来 判断 因子 ;处 于 两 个 水 平时 响应 变异 性 的 差异 ,因为 比值 Fo 相对 较 大 , 我 们 的 结 
论 是 , 从 图 8.15 观测 到 的 分 散 效应 或 变异 性 效应 是 真实 的 ， 这 样 一 来 ， 在 生产 中 , 使 保持 时 间 处 于 低 水 平 ， 
就 会 减少 零件 之 间 收 缩 率 的 变异 性 图 8.16 是 表 8.12 的 F? 值 的 正 态 概率 图 , 此 图 也 显示 出 因子 C 有 较 
大 的 分 散 效 应 , 

图 8.17 显示 了 此 实验 中 的 数据 投影 到 因子 А, В,С 的 立方 体 上 . 收缩 率 观 测 值 的 平均 值 和 极 差 都 在 
立方 体 的 每 个 角 点 上 标 出 ， 审查 一 下 这 张 图 就 会 看 到 ， 进 行 生产 时 ， 使 螺杆 转速 (B) 处 于 低 水 平 ， 是 减少 零 
件 平均 收缩 率 的 关键 . 实际 上 , 当 в 处 于 低 水 平时 , 温度 (A) 和 保持 时 间 (C) 的 任 一 组 合 都 会 使 零件 的 平 
均 收 缩 率 取 小 的 数值. 不 过 , 检查 一 下 立方 体 每 个 角 点 上 收缩 率 的 极 差 ， 就 会 马上 看 到 , 如 果 在 生产 时 想 要 保 
持 零 件 之 间 收缩 率 变 异性 取 低 值 的 话 ,使 保 持 时 间 (C) 处 于 低 水 平 是 唯一 合理 的 选择 . 


正 态 概率 (1-P)x100 
,螺杆 转速 


图 8.16 8.4 分 散 效应 的 正 态 概率 图 图 8.17 例 8.4 中 收缩 率 关于 因子 
А,В,С 的 平均 值 和 极 差 
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8.4 — й 2*-? 分 式 析 因 设 计 


8.4.1 ”设计 的 选择 

含有 29» 个 试验 的 2* 分 式 析 因 设 计 叫 做 2* 设计 的 一 个 1/2? 分 式 设计 , 或 简单 地 说 ， 
25-P 分 式 析 因 设计 . 这 些 设 计 需 要 选取 个 独立 的 生成 元 . 设计 的 定义 关系 由 原来 选 好 的 р 个 
生成 元 以 及 它们 的 2? — p — 1 个 广义 交互 作用 所 组 成 . 本 节 讨 论 这 些 设计 的 结构 和 分 析 . 

别名 结构 由 各 个 效应 列 乘 以 定义 关系 求 得 的 . 实际 选取 生成 元 时 要 小 心 , 不 要 使 感 兴 趣 的 效 
应 相互 别名 , 每 一 效应 有 2? — 1 个 别名 . 对 中 等 大 的 Kc 值 , 通常 假定 较 高 阶 交互 作用 (比方 说 ， 
三 阶 , 四 阶 或 更 高 ) 可 被 忽略 , 这 会 使 别名 结构 大 大 简化 . 

对 一 个 P 分 式 析 因 设计 来 说 , 选 好 p 个 生成 元 很 重要 , 选取 的 方法 要 使 得 能 够 得 到 最 佳 
可 能 的 别名 关系 . 一 个 合理 的 标准 是 , 选取 的 生成 元 要 使 得 2*-” 设计 有 最 大 可 能 的 分 辨 度 . 为 
了 说 明 , 考虑 表 8.9 中 的 2002 设计 , 其 中 所 用 的 生成 元 为 E= ABC M Е = BCD, 从 而 得 到 
分 辨 度 为 以 的 设计 . 这 是 分 辨 度 最 大 的 设计 . 若 选取 E = ABC 和 Е = ABCD, 完全 定义 关系 
Æ: I = ABCE = ABCDF = DEF, 设计 的 分 辨 度 就 会 是 山 ， 显 然 , 这 是 个 较 差 的 选择 , 因为 
它 牺牲 了 交互 作用 的 信息 . 

有 了 时 仅 靠 分 辨 度 还 不 足以 区 分 设计 的 优 劣 . 例如 , 考虑 表 8.13 中 的 3 个 275? 设计 , 这 3 个 
设计 都 是 分 辨 度 为 IV 的 , 但 在 二 因子 交互 作用 方面 , 它们 有 很 不 相同 的 别名 结构 (假定 三 因子 交 
互 作用 和 更 高 阶 交互 作用 可 以 忽略 ). 显然 设计 4 有 较 多 的 别名 而 设计 C 的 别名 最 少 , 所 以 设 
计 C 是 最 好 的 21? 选择 , 


表 8.13 27 设计 的 生成 元 的 3 种 选择 


设计 A 的 生成 元 ， 设计 B 的 生成 元 : 设计 C 的 生成 元 : 
F = ABC,G= BCD F = АВС,С = ADE F = ABCD,G = ABDE 
I= АВСЕ = I= АВСЕ = I= ABCDF = 
BCDG = ADFG ADEG = BCDEFG ABDEG = CEFG 
别名 (二 因子 交互 作用 ) 别名 (二 因子 交互 作用 ) 别名 (二 因子 交互 作用 ) 
АВ = СР АВ = СЕ СЕ = FG 
АС = BF АС = ВЕ CF = EG 
AD = FG AD = EG CG-EF 
AG = DF АЕ- DG 
BD=CG AF = BC 
BG-CD AG = DE 


AF = BC = DG 


设计 4 中 的 3 个 字 长 都 是 а, 即 , 字 长 模式 为 {4,4,4}， 设 计 B 的 是 {4,4,6}, 而 设计 
C 的 是 (4,5,5). Wit C 只 有 一 个 4 个 字母 长 的 字 , 而 其 他 设计 有 两 个 或 三 个 . 因此 , 设计 
O 使 得 定义 关系 中 长 度 最 短 的 字 的 个 数 最 少 . 我 们 称 这 种 设计 为 最 小 低 阶 混杂 设计 (minimum 
aberration design). 在 一 个 分 辨 度 为 R 的 设计 中 , 像 差 最 小 的 设计 保证 了 设计 中 与 R 一 1 阶 交 
互 作用 有 别名 的 主 效应 个 数 最 少 , 与 R- 2 阶 交互 作用 有 别名 的 二 因子 交互 作用 个 数 最 少 , 等 
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等 . 要 了 解 更 多 细节 , 参见 Fries and Hunter(1980). 
X k « 11 个 因子 且 最 多 n < 128 个 试验 , 表 8.14 列 出 了 207” 分 式 析 因 设计 的 选取 方法 
此 表 建 议 取 的 生成 元 可 使 设计 有 最 大 可 能 的 分 辨 度 . 这 些 也 是 最 小 低 阶 混杂 设计 . 
表 8.14 29-Р 分 式 析 因 设计 的 选取 


ТАТ 分 式 析 试验 ”设计 的 因子 分 
个 数 ,上 因 设计 个 数 。 生成 元 个 数 , к 因 设 计 个 数 ”生成 元 
3 2905 16 Е-ЖАВС 


个 数 ,上 因 设 计 ЗЕ — 生成 元 


4 12 212-18 16 
5 
6 10 210-3 
210-4 
И 13 21359 16 
т 
395 
әуре 
14 2477916 
8 
п aU 
27% 15: am "5 16 
9 
ai 
当 n < 64 Bf, 表 8.14 的 所 有 设计 的 别名 关系 列 于 附录 的 表 X (a — w). 此 表 中 列 出 的 别 
名 关系 着 重 于 主 效应 、 二 因子 交互 作用 , 以 及 三 因子 交互 作用 . 对 于 每 一 设计 给 出 了 完全 定义 关 


系 . 此 附录 表 使 我 们 非常 容易 选 出 一 个 有 足够 分 辨 度 的 设计 , 以 确保 任意 一 个 可 能 感 兴趣 的 交互 
作用 能 够 估计 出 来 . 
例 8.5 为 了 说 明 表 8.14 的 用 法 , 假定 我 们 有 7 个 因子 , 并 感 兴趣 于 7 个 主 效应 的 估计 以 及 关于 二 因 
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子 交 互 作 用 的 某 些 信息 . 假定 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 , 这 些 信息 提示 分 辨 度 为 ly 的 设 
计 会 是 合适 的 . 

表 8.14 表明 , 有 两 个 可 用 的 分 辨 度 为 以 的 分 式 设计 ; 有 32 个 试验 的 277 和 有 16 个 试验 的 2103. 
附录 的 表 X 中 有 这 两 个 设计 的 完全 别名 关系 . 有 16 个 试验 的 27y 设计 的 别名 列 于 附录 的 表 X (1). 所 有 7 
个 主 效应 的 别名 是 三 因子 交互 作用 ， 二 因子 交互 作用 的 别名 还 是 二 因子 交互 作用 , 它们 3 个 一 组 . 因此 , 此 
设计 符合 我 们 的 目标 , 也 就 是 说 , 可 以 估计 主 效应 , 并 且 给 出 一 些 二 因子 交互 作用 的 信息 . 没有 必要 再 进行 有 
32 个 试验 的 2777 设计 了 . 从 附录 的 表 X (1) 看 到 , 此 设计 可 以 估计 出 所 有 7 个 主 效应 , H 21 KENTE 
互 作用 中 的 15 个 可 单独 地 估计 出 来 (三 因子 及 更 高 阶 的 交互 作用 被 忽略 了 )， 这 比 所 需要 的 关于 交互 作用 
的 信息 更 多 . 完整 的 设计 见 表 8.15. 构造 方法 是 , 先 写 出 A, B, C, D 的 有 16 次 试验 的 基本 设计 , 然后 加 上 
ZJ E = АВС,Е = BCD,G = ACD. 生成 元 是 1= ABCE,I = BCDF,I = ACDG (Ж 8.14). 完 
全 定义 关系 是 I = ABCE = BCDF = ADEF = ACDG = BDEG = СЕЕС = АВЕС. 

表 8.15 ”2753 分 式 析 因 设计 


基本 设计 


试验 E=ABC F-BCD G- ACD 
A B c D 

1 5 zm " - 2 
2 - - * - 十 
3 - + H + e 
4 * - * + 
5 + - + + + 
6 + - + 
7 - + + - + 
8 + + + - 
9 - - - * - * 十 

10 * * E 

п + + + + 

12 + + - + - 

13 z 3 + + + 

14 + - + + - E + 

15 = + + + - + 

16 + + + + + + + 


вал 28-р 分 式 析 因 设计 的 分 析 
有 许多 计算 程序 可 用 来 分 析 2*7? 分 式 析 因 设计 . 例如 , 第 6 章 所 说 的 Design-Expert 就 有 
这 种 功能 . 
该 设计 也 可 以 根据 第 一 原则 来 分 析 , 第 i 个 效应 可 用 
g- 200%) 二 对 照 ; 
| N N 
其 中 对 照 ， 是 用 第 ; 列 的 加 号 与 减 号 得 到 ，N = 257? JONG S C 257 分 式 设计 允许 估 
计 2*7? — 1 个 效应 (以 及 它们 的 别名 ). 
25-P 分 式 析 因 设计 的 投影 
2*7» 设计 可 压缩 为 由 原来 因子 的 任意 ”< 大 一 p 个 子 集 构成 的 完全 析 因 设 计 或 分 式 析 因 设 
计 . 那些 构成 分 式 析 因 设计 的 因子 子 集 应 是 完全 定义 关系 的 词 中 字母 的 子 集 , 在 筛选 实验 中 , 当 
我 们 在 进行 实验 之 初 就 推测 原来 的 多 数 因子 只 有 较 小 的 效应 时 , 这 类 设计 特别 有 用 . 这 样 , 原来 
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的 2 ?分 式 析 因 设计 就 可 在 最 感 兴趣 的 因子 上 投影 为 完全 析 因 设计 . 此 类 设计 所 得 的 结论 应 认 
为 是 暂时 的 , 须 再 进一步 分 析 . 有 可 能 得 出 涉及 更 高 阶 交互 作用 的 数据 的 其 他 解释 . 

作为 例子 , 考虑 例 8.5 的 207? 设计 . 这 是 涉及 7 个 因子 有 16 个 试验 的 设计 . 它 可 以 在 原来 
7 个 因子 的 任意 4 个 因子 上 投影 为 完全 析 因 设计 , RER 4 个 因子 不 是 定义 关系 的 词 就 行 . 有 
35 个 四 因子 的 子 集 , 其 中 有 7 个 出 现在 完全 定义 关系 中 ( 见 表 8.15). 这 样 一 来 , 还 有 28 个 四 
因子 子 集 可 构成 2! 设计 . 审查 一 下 表 8.15, 易 见 一 种 组 合 就 是 4, В,С,Р. 

为 说 明 此 投影 性 质 的 用 途 ， 假定 我 们 进行 一 个 实验 来 改善 球磨 机 的 效率 , 7 个 因子 是 : (1) 电 
动机 速度 ; (2) 增益 (gain); (3) 进 料 方式 ; (4) 进 料 尺寸 ; (5) 材料 类 型 ; (6) 第 网 角 ; (7) 第 网 振动 
KF. 我 们 相当 肯定 电动 机 速度 、 进 料 方 式 、 进 料 尺 寸 、 材料 类 型 会 影响 效率 而 且 这 些 因 子 有 交 
互 作用 . 其 他 3 个 因子 的 作用 知道 的 很 少 , 但 很 可 能 是 可 忽略 的 . 一 个 合理 的 策略 是 , 在 表 815 
中 分 别 指定 电动 机 速度 、 进 料 方式 、 进 料 尺寸 和 材料 类 型 为 列 A,B,C, D. W4, ы. М 
振动 水 平分 别 安排 在 列 E, Е, G， 如 果 我 们 是 对 的 , 并 且 «ЛЕВЕ, FG 可 被 忽略 , 我 们 就 会 
留 下 一 个 关键 过 程 变量 中 的 完全 24 设计 . 

8.4.3 ”分 式 析 因 设 计 的 区 组 化 


EB, 分 式 析 因 设计 需要 做 很 多 试验 , 这 些 试验 又 不 能 在 相同 的 条 件 下 做 , 此 时 , 分 式 析 因 
可 能 和 区 组 相 混 , 对 于 表 8.14 中 的 许多 分 式 析 因 设 计 , 在 附录 的 表 X 中 都 有 推荐 的 区 组 化 安排 . 
对 这 些 设计 的 最 小 区 组 大 小 是 8. 

为 说 明 一 般 方法 ,考虑 2072 分 式 析 因 设 计 ， 其 定义 关系 为 I = ABCE = BCDF = 
ADEF, 见 表 8.10， 此 分 式 设计 含有 16 个 处 理 组 合 . 假定 我 们 想 把 设计 的 试验 分 为 两 个 区 组 ， 
每 个 区 组 有 8 种 处 理 组 合 , 在 选取 与 区 组 相 混 的 交互 作用 时 , 查 一 下 附录 表 X (f) 的 别名 结构 ， 
注意 到 仅 涉及 三 因子 交互 作用 的 有 两 个 别名 组 ， 表 中 建议 取 ABD (及 其 别名 ) 与 区 组 相 混 . 这 
就 得 出 如 图 8.18 所 示 的 两 个 区 组 . 主 区 组 包含 的 处 理 组 合 有 偶数 个 字母 与 ABD 相同 . 这 些 也 
就 是 使 上 = zl + zz + 4 = 0(mod 2) 的 处 理 组 合 . 

例 8.6 一 台 五 灿 数 控 机 床 用 来 生产 用 于 喷气 涡轮 机 的 叶轮 . 叶 
片 的 外 形 是 一 项 重要 的 质量 指标 . 特别 地 ,叶片 外 形 和 设计 外 形 的 偏 
差 倍 受 注意 ,做 个 实验 来 确定 哪些 加 工 参数 会 影响 外 形 偏差 ， 设 计 选 
取 的 8 个 因子 如 下 ; 


因 сд 低 水 平 (一 ) 高 水 平 (十 ) 


区 组 1 区 组 2 


A = z 轴 偏 移 (0.001 英寸) 0 15 

B = y 轴 偏 移 (0.001 英寸) 0 15 

C = z 轴 偏 移 (0.001 英寸 ) 0 15 

р= 刀具 卖主 1 2 

E = a 轴 偏 移 (0.001 Ж) 0 30 

F = 主轴 速度 (90) 90 110 

图 8.18 ABD 被 混杂 的 二 区 G = 夹具 高 度 (0.001 英寸 ) 0 15 
fa 2572 ah H = 进 料 速度 (90) 90 110 


在 每 个 零件 上 选 一 叶片 用 来 检查 ， 剖 面 偏差 用 坐标 测量 仪 测量 ， 实际 剖面 和 指定 前 面 之 差 的 标准 差 为 
响应 变量 
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机 床 有 а 根 主轴 因为 主轴 间 可 能 会 有 差异 , 工程 师 把 主轴 作为 区 组 来 处 理 ， 

工程 师 相信 , 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 不 太 重要 , 但 他 们 不 愿意 忽略 二 因子 交互 作用 . 查 表 
8.14, 有 两 种 初 看 合适 的 设计 ; 有 16 个 试验 的 2524 设计 和 有 32 个 试验 的 2573 设计 . 附录 的 表 X (1) 表 
9j, 如 果 用 有 16 个 试验 的 设计 , 有 许多 二 因子 交互 作用 互 为 别名 ， 还 有 , 这 个 设计 不 可 能 实施 在 这 样 4 个 
区 组 中 : 使 4 个 二 因子 交互 作用 不 与 区 组 混杂 , 因此 , 实验 者 决定 用 4 个 区 组 的 250? 设计 , 将 一 个 三 因子 
交互 作用 别名 链 与 一 个 二 因子 交互 作用 (ЕН) 及 其 三 因子 交互 作用 别名 与 区 组 相 混 ， EH 交互 作用 是 a 轴 
偏 移 和 进 料 速 度 之 间 的 交互 作用 , 工程 师 认为 , 这 两 个 变量 之 间 不 会 有 交互 作用 (WR E 与 H 在 这 种 安排 
下 并 不 满意 ,人们 常常 安排 其 他 的 不 会 有 交互 作用 的 两 个 因子 作为 这 里 的 Е Б H). 

表 8.16 列 出 了 此 设计 以 及 用 标准 差 x103 英寸 表示 的 响应 变量 ， 因为 响应 变量 是 标准 差 ， 进行 分 
析 时 最 好 使 用 对 数 变换 . 效应 估计 显示 在 表 8.17 中 ， 图 8.19 是 效应 估计 量 的 正 态 概率 图 ， 用 In( 标 准 差 
x103) 作为 响应 变量 . 较 大 的 效应 只 有 A = c 轴 偏 移 , D = y 轴 偏 移 , 以 及 别名 链 AD--BG. AD 是 т 轴 偏 


表 8.16. 018.6 的 四 区 组 25-9 设计 


试验 aun F-ABC G-ABD Н-всов 区 组 З 标准 关 
A B C D E 验 顺序 (хі03іп) 
1 - - - - - * 3 18 2.76 
2 + - - * 十 十 2 16 
3 - + - - 十 十 - 4 29 
4++- - - 1 4 
5 - - %- - - 1 6 
6 + -+ e 3 * = E 26 
7 -++ - * + 2 14 
8 Lok ox 十 - 十 3 22 
9-- -+ - - 十 1 8 
10 4 - - ж - 十 E 4 32 
u -+ + + : 十 2 15 
12 + + + - + + 3 19 
13 - - + + * * 十 3 24 
14 + - ++- + 2 11 
15 - + + +- - - - 4 27 
16 + + ++- + + 1 3 
PEO om Go a oh - 2 10 
18 +- - -+ * * 3 21 
18. mcum ел * 十 十 1 7 
20 8 4-0 o4 3 s * 4 28 
2 - -+ - + * - 十 4 30 
2 +- + -+ - + + 1 2 
23 -+ + -+ " 中 = 3 17 
а +++- + - 2 13 
25 =- - - + + = * 十 4 25 
26 + - - + + + è * H 1 
2 - +- + + + - - 3 23 
28 x qo oppo - * 2 12 
29 - - + ++ + + E 2 9 
30 + - + + + z = = 3 20 
31 - + + + + 25 = + 1 5 
2 + + + + + + + + 4 31 
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表 8.17 Bi 8.6 的 效应 估计 、 回 归 系数 以 及 平方 和 


变量 名 称 一 1 水 平 +1 水 平 
A EET 9 15 
в 0 15 
e 0 15 
D 1 2 
E 0 30 
F 90 110 
G 0 15 
H 90 110 
变量 * 效应 估计 平方 和 
总 平均 1.280 07 
A 0.145 13 0.290 26 0.674 020 
B -0.100 27 0.200 54 0.321 729 
[o] -0.012 88 -0.025 76 0.005 310 
D 0.054 07 0.108 13 0.093 540 
E -2.531E-04 5.063E-04 2.050E-06 
F -0.019 36 -0.038 71 0.011 988 
G 0.058 04 0.116 08 0.107 799 
H 0.007 08 0.014 17 0.001 606 
AB- CF 4 DG -0.002 94 0.005 88 2.767Е-04 
AC +BF -0.031 03 -0.062 06 0.030 815 
AD+BG -0.187 06 0.374 12 1.119 705 
AE 0.004 02 0.008 04 5.170E-04 
AF+BC -0.022 51 -0.045 02 0.016 214 
AG 4 BD 0.026 44 0.052 88 0.022 370 
AH -0.025 21 0.050 42 0.020 339 
BE 0.049 25 0.098 51 0.077 627 
BH 0.006 54 0.013 09 0.001 371 
CD 4 FG 0.017 26 0.034 52 0.009 535 
CE 0.019 91 0.039 82 0.012 685 
CG- DF -0.007 33 -0.014 67 0.001 721 
сн 0.030 40 0.060 80 0.029 568 
DE 0.008 54 0.017 08 0.002 334 
DH 0.007 84 0.015 69 0.001 969 
EF -0.009 04 0.018 08 0.002 616 
EG -0.026 85 -0.053 71 0.023 078 
ЕН -0.017 67 -0.035 34 0.009 993 
ЕН -0.014 04 -0.028 08 0.006 308 
GH 0.002 45 0.004 89 1.914E-04 
ABE 0.016 65 0.033 31 0.008 874 
ABH -0.006 31 -0.012 61 0.001 273 
ACD -0.027 17 -0.054 33 0.023 617 


* 只 有 主 效应 与 二 因子 交互 作用 . 
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1 А 499 
D 95 
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[50 50 x 
“17% 30 
x 50 20 
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-040 030—020 -U010 0 010 0270 030 


效应 估计 
图 8.19 例 8.6 效应 估计 的 正 态 概率 图 


移 -刀具 卖主 的 交互 作用 ，BG 是 y 轴 偏 移 - 夹 具 高 度 的 交互 作用 , 因为 两 个 交互 作用 是 混杂 的 , 不 可 能 根据 
当前 实验 数据 来 区 分 它们 .又 因为 两 个 交互 作用 各 自 都 包含 一 个 大 的 主 效应 ， 也 难以 用 任何 “显然 的 ”简单 
逻辑 来 处 理 这 种 情况 ， 若 某 种 工程 知识 或 工序 知识 对 此 有 帮助 , 也 许可 以 在 这 两 个 交互 作用 之 间 进行 选择 ; 
否则 , 需要 更 多 的 数据 来 区 分 这 两 个 效应 (给 分 式 析 因 设计 增加 试验 来 分 离 交 互 作用 别名 的 问题 将 在 8.5 节 
与 8.6 节 中 讨论 ). 

假定 工序 知识 指出 合适 的 交互 作用 可 能 是 AD. 表 8.18 是 这 一 模型 用 因子 A, B, D, AD (包含 因子 D 
是 为 了 遵循 分 层 原则 ) 的 方差 分 析 结果 . 区 组 效应 显得 较 小 , 因此 可 认为 机 床 主轴 没有 大 的 差异 . 


3818 968.6 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P 4k 

A 0.674 0 1 0.674 0 39.42 « 0.000 1 
B 0.321 7 1 0.321 7 18.81 0.000 2 
D 0.093 5 1 0.093 5 5.47 0.028 0 
AD 11197 1 11197 65.48 « 0.000 1 

区 组 0.020 1 3 0.006 7 

误差 0.409 9 24 0.017 1 

总 和 2.638 9 31 


图 8.20 是 此 实验 中 残 差 的 正 态 概率 图 ， 此 图 比 正 态 尾部 稍 重 , 所 以 , 可 能 要 考虑 其 他 变换 . 图 8.21 是 


0 25 
pm 0.2: 
图 8.20 例 8.6 残 差 的 正 态 概率 图 


264 第 8 章 二 水 平分 式 析 因 设计 


4.825 


D 


对 数 标 准 差 x107 
S 


D 


0.75 


L 
Я 0 Fis 
ы c RES (A) s A, с 


B 8.21 例 8.6 中 AD 交互 作用 的 图 形 图 8.22 Bi 8.6 中 的 2057? 设计 在 因子 A, B,D 
的 有 4 次 重复 的 23 设计 上 的 投影 


AD 交互 作用 图 . 刀具 卖主 (D) 和 z MKWE (А) 量 深刻 地 影响 到 叶片 剖面 与 指定 前 面 之 间 的 变异 性 ,做 
实验 时 , Ф 4 处 于 低 水 平 (SERES) 并 从 卖主 1 处 购买 刀具 ,将 会 得 到 最 好 的 结果 . 图 8.22 是 此 zx 
计 在 因子 A, B, D 的 有 а 次 重复 的 29 设计 中 的 投影 操作 条 件 的 最 好 组 合 是 4 处 于 低 水 平 (0 ЖЕ). B 
处 于 高 水 平 (0.015 英寸 偏 移 )、D 处 于 低 水 平 (卖主 1 的 刀具 ). 


8.5 ЭША 


8.5.1 分辨 度 为 三 的 设计 的 构造 


如 早先 指出 的 , 序 贯 地 使 用 分 式 析 因 设计 非常 有 用 ， 通常 能 够 大 大 节省 实验 费用 和 提高 实验 
Жж. 分 式 析 因 设计 的 这 种 应 用 在 纯粹 的 因子 筛选 场合 经 常 出 现 ， BI, 有 相对 较 多 因子 但 其 中 只 
有 很 少 一 些 可 能 是 重要 的 . 分 辩 度 为 的 设计 在 这 些 场合 中 非常 有 用 . 

对 只 有 N 个 试验 和 最 多 可 有 k=N 一 1 个 因子 的 情况 ， 有 可 能 构造 分 辨 度 为 册 的 设计 , 其 
"PON 是 4 的 倍数 . 这 些 设计 常用 在 工业 实验 中 . N 是 2 ВОЕНО ТЬ, 可 以 用 本 章 前 面 介绍 的 
方法 构造 出 来 , 不 过 , 这 类 方法 是 最 先 介绍 的 . 特别 重要 的 设计 是 最 多 为 3 个 因子 但 只 要 4 个 试 
验 的 设计 , 最 多 为 7 个 因子 但 只 要 8 个 试验 的 设计 , 最 多 为 15 个 因子 但 只 要 16 个 试验 的 设计 . 
а= №1, 分 式 析 因 设计 叫做 饱和 的 . 

用 于 分 析 至 多 3 个 因子 4 个 试验 的 设计 是 原先 8.2 节 中 介绍 过 的 2h 设计 , 另 一 个 十 分 有 
用 的 饱和 分 式 析 因 设计 是 研究 有 7 个 因子 8 个 试验 的 设计 , 即 2714 设计 . 此 设计 是 27 的 1/16 分 
式 . 其 构造 方法 是 , 作为 基本 设计 , 先 写 A, B,C 完全 23 设计 的 加 号 水 平和 减 号 水 平 ,然后 加 进 4 
个 附加 因子 的 水 平 , 此 4 个 因子 是 原来 3 个 因子 的 交互 作用 , 具体 如 下 : D = ABE 4C, 下 = 
ВО,С = ABC. FÈ, 这 一 设计 的 生成 元 是 = 4BD,T = ACE, I = ВСВ, = ABCG. 此 
设计 见 表 8.19. 

此 设计 的 完全 定义 关系 , 是 通过 将 4 个 生成 元 ABD. АСЕ. ВСЕ. ABCG 两 两 相 乘 、 
三 相 乘 、 四 四 相 乘 而 求 得 , 具体 是 


Ш 
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I = ABD = ACE = BCF = ABCG = BCDE = ACDF = CDG 
= ABEF- ВЕС = AFG- DEF- АРЕС = СЕЕС = BDFG- ABCDEFG 


表 8.19 ”生成 元 为 I= ABD. I= ACE. I= BCF., I = ABCG ff 214 设计 


试验 areh D-AB Е-АС  F-BC  G-ABC 
A B C 
1 - - - * * * = def 
2 十 - - = ы + + afg 
3 - * = 5 + = + beg 
4 + + i * - > abd 
5 - - c * - = + cdg 
6 + - + - * - - ace 
7 2 + + T Е + 5 bef 
8 + + + + * * 十 abcdefg 


为 找 出 任 一 效应 的 别名 , 只 需 将 定义 关系 中 的 每 个 词 乘 该 效应 即 可 . 例如 , В 的 别名 是 


B = Ар = ABCE = CF = ACG = CDE = ABCDF = BCDG = AEF = EG 
= ABFG = BDEF = ABDEG = BCEFG = DFG = ACDEFG 


此 设计 是 1/16 分 式 设计 , 因为 所 选 的 生成 元 取 正 号 , 所 以 是 主 分 式 . 它 又 是 分 辨 度 为 的 ， 
因为 它 的 定义 关系 中 任 一 词 的 字母 最 小 个 数 是 3， 此 族 16 个 不 同 的 21; 设计 中 的 任 一 设计 ， 
都 可 以 用 生成 元 [= £ABD. I = EACE. I = £BCF. І = £ABCG 中 符号 的 16 种 可 能 的 
排列 之 一 构造 出 来 . 

该 设计 的 7 个 自由 度 可 用 来 估计 7 个 主 效应 . 这 些 效应 中 的 每 一 个 都 有 15 个 别名 , 不过， 
如 果 假 定 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 , 则 别名 结构 将 大 大 简化 . 用 此 假定 , 与 
此 设计 的 7 个 主 效应 有 关 的 每 个 线性 组 合 , 实际 上 估计 了 主 效应 和 3 个 二 因子 交互 作用 : 


[А] > А+ BD+CE+FG [E] > E + AC + BG + DF 
[B] > B-- AD- CF + EG [F] ^ F + BO + AG + DE 1 
[C] ^ С+АЕ+ВЕ+ DG [G] ^ G-- CD + BE + AF ў 


[D] > D + AB + CG + EF 


这 些 别名 可 在 附录 的 表 X (h) 中 查 得 , 略 去 了 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 . 

表 8.19 的 饱和 274 设计 可 用 来 求 出 分 辨 度 为 厅 的 少 于 7 个 因子 的 8 个 试验 的 设计 . 例如 ， 
要 生成 一 个 6 个 因子 8 个 试验 的 设计 , 只 要 简单 地 删 去 表 8.19 中 的 任 一 列 就 行 , 例如 , 列 С. 所 
得 的 设计 见 表 8.20. 

容易 证 明 , 此 设计 也 是 分 辨 度 为 II 的 . 实际 上 , 它 是 一 个 20° AR 28 设计 的 1/8 分 式 
设计 , 2523 设计 的 定义 关系 等 于 从 原来 的 Ar 设计 的 定义 关系 中 删 去 那些 含有 字母 С 的 词 后 
留 下 来 的 词 , 这 样 一 来 , 新 设计 的 定义 关系 是 


І = ABD = АСЕ = ВСЕ = BCDE = ACDF = ABEF = DEF 


一 般 说 来 . 删 去 d 个 因子 后 所 得 的 新 设计 , 其 新 的 定义 关系 只 要 从 原来 的 定义 关系 中 删 去 含有 
被 删 字母 的 那些 词 即 可 求 得 . 在 用 这 一 方法 构造 设计 时 , 要 小 心地 操作 以 求 得 最 好 可 能 的 排列 方 
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Ж. 如 果 从 表 819 中 删 去 列 B, D, FG 时 , 则 会 得 出 一 个 三 因子 8 个 试验 的 设计 . 不 过 , 该 处 
理 组 合 对 应 于 2071 设计 的 两 次 重复 , 实验 者 可 能 更 愿意 做 4, C, E 的 完全 23 设计 . 


表 8.20 ”生成 元 为 1= ABD, I= ACE. I= ВСЕ 的 205? 设计 


试验 基本 设计 D-—AB Е = АС Е = ВС 
А B 
1 - - * * def 
2 * - - - - * af 
3 - * 十 - be 
4 * 十 十 - - abd 
5 - - * 十 - - cd 
6 * - 十 - 十 ace 
了 十 + Е - * bcf 
8 十 十 十 十 十 十 abcdef 


也 可 求 得 至 多 15 个 因子 的 16 个 试验 的 分 辩 度 为 上 的 设计 . 先生 成 饱和 的 2 s 设计 , 方 
法 是 , 先 写 出 有 16 个 处 理 组 合 的 A, B,C, D 的 24 设计 , 然后 加 进 11 个 新 的 因子 , 它们 是 原来 
的 4 个 因子 的 二 因子 交互 作用 、 三 因子 交互 作用 、 四 因子 交互 作用 . 在 此 设计 中 , 15 个 主 效应 
的 每 个 的 别名 是 7 个 二 因子 交互 作用 . 用 同样 的 方法 求 得 239279. 设计 , 它 允 许 在 32 次 试验 中 
最 多 研究 31 个 因子 . 

8.5.2” 折 又 分 辨 度 为 JI 的 分 式 设计 以 分 离别 名 效应 

利用 把 有 某 些 符号 变换 后 的 分 式 析 因 设计 组 合 起 来 的 方法 , 可 以 系统 地 把 所 感 兴趣 的 效应 
隅 离开 来 . 这 种 序 贯 实验 称 为 原先 设计 的 折 叙 (fold over). 在 原来 的 分 式 设计 的 别名 结构 中 , 对 
某 一 恰当 的 因子 改变 它 的 符号 , 就 可 以 求 得 有 一 个 或 多 个 因子 为 反 号 的 分 式 设计 的 别名 结构 ， 

考虑 表 8.19 62114 设计 , 在 这 一 主 分 式 设计 中 , 使 因子 D 的 列 取 反 号 , 就 得 出 第 二 个 分 
式 设计 . 也 就 是 说 , 第 二 个 分 式 结构 的 D 列 是 

一 十 十 一 一 十 十 一 
从 第 一 个 分 式 设计 , 效应 可 用 (8.1) 式 来 估计 . 假定 三 因子 交互 作用 与 更 高 阶 交互 作用 不 显著 ， 
则 由 第 二 个 分 式 设计 得 


[Al > A- BD4 CE 4 FG [- D' > -D + AB + CG ЕР 
[B] — B- AD + CF + EG [E]! — E + AC + BG- DF өз 
[C] — € + AE + BF - DG [FJ > F + BC + AG- DE i 
[Dj ^ D- AB- CG - EF IG — G- CD4 BE AF 
现在 , 由 两 个 效应 的 线性 组 合 (li + li) 和 Ll- i), 可 以 求 得 
i н 209 +197) т ii] — [/) 
A A+CE+FG BD 
B B+CF+EG AD 
c C+AE+BF DG 
D D AB+CG+EF 
E E+AC+BG DF 
F F-4 BC AG DE 
G G+BE+AF CD 
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这 样 一 来 , 我 们 就 把 主 效应 以 及 它 的 所 有 二 因子 交互 作用 分 离 出 来 . 一 般 说 来 , 如 果 对 
一 个 分 辨 度 为 JI[ 的 分 式 析 因 设 计 或 更 高 级 的 分 式 设计 , 加 进 与 它 的 单 因子 符号 相反 的 设计 , 则 组 
合 的 设计 可 求 得 那个 因子 的 主 效应 及 其 二 因子 交互 作用 的 估计 量 ， 这 种 设计 有 时 被 称 为 单 因 子 
жаза. 

现在 , 假定 我 们 对 一 个 分 辨 度 为 耻 的 分 式 析 因 设 计 加 进 第 二 个 分 式 设计 , 此 设计 的 所 有 因子 
都 取 原 设计 的 相反 符号 . AANE (有 时 称 为 完全 折 径 , 或 反射 ) 会 打破 主 效应 和 二 因子 交互 作 
用 之 间 的 别名 联系 . 即 , 我 们 可 以 用 组 合 的 设计 来 估计 与 任何 二 因子 交互 作用 脱离 开 来 的 所 有 主 
效应 . 下 面 的 例子 说 明 这 一 完全 折 肥 方法 . 

例 8.7 一 位 人 类 行为 分 析 师 进 行 一 项 实验 来 研究 眼睛 聚焦 时 间 ， 并 设计 了 一 种 仪器 ， 在 测试 时 ， AJL 
个 因子 可 以 控制 . 他 原来 认为 重要 的 因子 是 : 分 辨 能 力 或 视觉 敏锐 度 (A), 目标 至 眼睛 的 距离 (B), 目标 形 
Ж (C), 照明 度 水 平 (D), 目标 大 小 (E), 目标 密度 (F) 以 及 试验 对 象 (G). 每 个 因子 考虑 两 个 水 平 ， 他 扒 
测 这 7 个 因子 中 仅 有 少数 几 个 最 为 重要 ， 并 且 因子 之 间 的 高 阶 交互 作用 可 被 忽略 . 根据 这 一 假定 , 分 析 师 决 
定 进行 筛选 实验 以 便 识别 出 最 重要 的 因子 ,然后 进一步 集中 研究 这 些 因子 . ORT P 7 个 因子 . 他 用 如 表 
8.19 所 示 的 2774 设计 , 依 随机 顺序 对 处 理 组 合 进行 试验 , 得 出 以 微 秒 为 单位 的 聚焦 时 间 如 表 8.21 BER. 

表 8.21 ”眼睛 聚焦 时 间 实验 的 2714 设计 


uh — ERE — 5 45 B=AC F=BC G-ABC 时 间 
A B C 
1 - - =- * * * - def 85.5 
2 * * 十 afg 75.1 
3 - + - - * 十 beg 93.2 
4 + + - + - abd 145.4 
5 Le €x» ер + = - + cdg 83.7 
6 + + + - ace 77.6 
7 - + + - - + bcf 95.0 
8 * 十 + + 中 十 十 abcde f g 141.8 


用 这 些 数据 可 估计 7 个 主 效应 和 它们 的 别名 ,由 (8.1) 式 可 知 这 些 效应 及 其 别名 为 : 


[4]=2063— A+ BD-- CE + FG [E] = -0.28 — E + AC + BG + DF 
[B] = 38.38 — B + AD + CF + ЕС [F] = -0.63 — F + BC + AG + DE 
[C] = 0.28 2 C + AE + BF + DG [G] = -243 — G + CD + BE + AF 


[D] = 28.88 —^ D + AB + CG + EF 
例如 , A 的 主 效应 和 它 的 别名 是 ， 


1 
[A] = 1085.5 +751 — 93.2 + 145.4 — 83.7 + 77.6 — 95.0 + 141.8) = 20.63 


3 个 最 大 的 效应 是 [4],[B], [D]， 对 这 些 数据 最 简单 的 解释 是 主 效应 A, B, D 都 是 显著 的 . 不 过 , 这 一 解释 
并 不 是 唯一 的 ， 因 为 , 从 逻辑 上 来 说 , 结论 也 可 以 是 A, В, AB 交互 作用 , 或 者 也 许 是 B, D, BD 交互 作用 ， 
或 者 也 许 是 A, D, AD 交互 作用 是 真正 的 效应 . 

ABD 是 此 设计 的 定义 关系 中 的 一 个 词 . 因此 , 3x— 2114 设计 不 能 投影 到 ABD 的 完全 23 析 因 设计 
中 去 , 而 是 投影 到 有 两 次 重复 的 23-! 设计 中 去 , 如 图 8.23 所 示 的 那样 . 因为 23-1 分 式 设计 是 分 辨 度 为 中 
的 设计 , A 的 别名 是 BD, B 的 别名 是 AD, 的 别名 是 AB, 所 以 , 交互 作用 不 能 与 主 效应 分 离 . 此 处 , 实 
验 者 并 不 走运 ， 如果 他 分 派 照明 度 水 平 给 C 而 不 是 D 的 话 , 则 设计 可 投影 到 完全 23 设计 中 , 解释 就 可 以 
更 简单 些 . 
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为 把 主 效应 和 二 因子 交互 作用 分 离开 来 ， 可 以 用 完全 折 
Bri, 做 第 二 个 所 有 符号 都 相反 的 分 式 设计 . CEU E 
计 及 其 响应 变量 观测 值 如 表 8.22 所 示 . ARIES 
分 辨 度 为 [I 的 设计 时 ， 我 们 ( 依 效 应 的 意义 ) 改变 了 有 奇数 个 
字母 的 生成 元 的 符号 . 用 此 分 式 设计 估计 的 效应 是 

[A] = -17.68 ^ A- BD - CE - FG 
[8] = 37.73 — B - AD - CF — EG 
[0] = -3.33 — C — AE- BF - DG 
[Ш] = 29.88 — D- AB- CG— EF 
[Е] = 0.53 2 E- AC - BG рғ 
图 8.23 2114 设计 投影 到 A, B,D [F] = 1.63 > F— BC - AG DE 
"2 设计 两 次 重复 中 16] =2.68 — G- CD — BE — AF 


3 8.22 ”眼睛 聚焦 实验 的 一 个 2755 мн 


试验 基本 设计 D--AB E--AC Р--ВС С-АВС 时 间 
A B С 

1 Tox o4 = - $ abg 913 
> Lu dk + + = bede 136.7 
Be Ее" + + acdf — 824 
4 - 十 - 十 + + cefg 73.4 
5 + + - - + + - abf — 941 
6 - * + - % 十 bdfg 143.8 
7 + + + + adeg 87,3 
8 


将 第 二 个 分 式 设计 和 原来 的 分 式 设计 组 合 起 来 ,就 求 得 下 面 的 效应 估计 量 ， 


i EA 5 iqi-m 

A A = 1.48 Вр +CE + FG = 19.15 
B 38.05 AD CF + EG = 0.33 
c 一 1.80 AE + BF + DG = 1.53 
D 29.38 AB * CG + EF = —0.50 
E 0.13 AC + BG + DF = —0.40 
F 0.50 BC + AG + DE = —1.53 
G С-013 CD + BE + AF = —2.55 


两 个 最 大 的 效应 是 B 和 DD, 而 第 三 大 效应 是 BD + CE FG, 因此 把 它 归 之 于 BD 交互 作用 看 来 
是 合理 的 . 在 随后 的 实验 中 , 实验 者 用 距离 (B) ЯШАУ (D) 这 两 个 因子 , 而 将 其 他 因子 4, C, E, F 
定 在 标准 状态 ,所 得 的 结果 证 实 了 上 面 的 分 析 . 为 不 忽视 潜在 的 对 象 效应 ， 他 决定 在 新 的 一 轮 实 验 中 把 试验 
对 象 作为 区 组 ， 因 为 需要 几 个 不 同 的 对 象 来 完成 这 个 实验 


1 折 重 设计 的 定义 关系 


如 例 8.7 所 示 , 通过 折 直 将 分 式 析 因 设计 组 合 的 方法 是 十 分 有 用 的 . 通常 需要 了 解 组 合 设计 
的 定义 关系 . 这 很 容易 确定 . 各 个 分 式 设计 都 有 LU 个 词 用 作 生成 元 : L 个 符号 相同 的 词 , U 
个 符号 不 同 的 词 . 组 合 起 来 的 设计 将 有 LU 一 1 个 词 作为 生成 元 . 其 中 L 个 词 符号 相同 , 而 
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另外 的 U — 1 个 词 的 构成 方法 是 , 取 符 号 不 相同 的 那些 词 中 的 偶数 个 相 乘 所 得 出 的 独立 词 ( 偶 
数 个 相 乘 的 意思 是 一 次 取 两 个 词 相 乘 , 一 次 取 4 个 词 相 乘 , 等 等 ). 
为 说 明 这 一 方法 , 考虑 例 8.7 的 设计 . 第 一 个 分 式 设计 的 生成 元 是 


I= АВр,1 = ACE,I = BCF,I = ABCG 
第 二 个 分 式 设计 的 生成 元 是 
I = -4BD,T= -АСЕ,1 = -BCF,I = ABCG 


注意 , 在 第 二 个 分 式 设计 中 , 已 经 把 奇数 个 字母 的 生成 元 的 符号 转换 了 . 现在 , LU -143-4. 
组 合 的 设计 将 有 了 = 4BCG (相同 符号 的 词 ) 作为 一 个 生成 元 , 以 及 独立 的 由 不 同 符号 的 偶数 
个 词 相 乘 得 的 两 个 词 , 例如 , 取 了 = ABD M I= АСЕ, N I = (АВР)(АСЕ) = BCDE 是 
组 合 的 设计 的 一 个 生成 元 . 还 有 , WRI = ABD 和 I 了 = BCF, W I= (4BD)(BCP) = ACDF 
也 是 组 合 的 设计 的 一 个 生成 元 . 组 合 的 设计 的 完全 定义 关系 是 


I = АВСС = BCDE = ACDF = ADEG = BDFG = ABEF = CEFG 


2. Ar deii 6 E Ande 

ARIETE PR AIT ТАЈ B SED. 在 最 初 的 分 式 设计 之 后 , ИН HE 
设计 一 般 会 花费 一 些 时 间 ， 然后 才 实施 第 二 组 试验 , 通常 在 另 一 天 , 或 另 一 班次 , 或 用 不 同 的 操 
ЖА, 或 使 用 不 同 来 源 的 材料 , 因此 需要 用 区 组 化 消除 两 个 时 段 间 潜在 的 讨厌 效应 . 幸运 的 是 ， 
组 合 实验 中 的 区 组 化 是 很 容易 完成 的 . 

以 例 8.7 的 折 登 设计 来 说 明 . 在 表 8.21 所 列 的 最 初 8 次 试验 中 , 生成 元 是 О AB,E— AC, 
F = BC,G = АВС. ЖЖ 8.22 ЖИНА e Herb, 有 3 个 生成 元 的 符号 改变 , 使 得 
D = -AB, E = -4C, F = —BC. 这样, 最初 的 8 次 试验 中 , 效应 ABD. АСЕ, ВСЕ 
的 符号 都 是 正 的 ; 而 在 后 面 的 8 次 试验 中 , 效应 ABD. ACE. ВСЕ 的 符号 都 是 负 的 ， 因 
此 ,这些 效 应 与 区 组 混杂 ， 实 际 上 ， 这 是 一 个 单 自由 度 的 别名 链 与 区 组 混杂 (因为 只 有 两 个 区 
组 , 所 以 必须 有 一 个 自由 度 用 于 区 组 ), 且 别 名 链 中 的 效应 ， 可 以 根据 设计 的 定义 关系 , 通过 乘 以 
АВР. ACE. ВСЕ 中 的 任意 一 个 来 得 到 . 求 得 : 


ABD= CDG = ACE = BCF = BEG = AFG = DEF = ABCDEFG 


是 所 有 与 区 组 混杂 的 效应 . 一 般 而 言 , 一 个 完全 的 折 登 实验 总 会 形成 两 个 区 组 , 车 有 效应 (以 及 
它们 的 别名 ) 在 一 个 区 组 中 符号 为 正 且 在 另 一 个 区 组 中 符号 为 负 , 则 它们 会 与 区 组 混杂 . 这 些 效 
应 总 可 以 由 那些 改变 符号 而 形成 折 受 的 生成 元 来 确定 . 


8.5.3 Plackett-Burman 设计 


Plackett and Burman (1946) 提出 的 这 些 设计 , 是 为 在 N 次 试验 中 研究 k= N _ 1 个 变 
量 的 二 水 平分 式 析 因 设计 , 其 中 N 是 4 的 倍数 . 如 果 N 是 2 NUR, 这 些 设计 就 是 本 节 前 面 出 
现 过 的 设计 . 但 是 , 当 N = 12、20、24、28 和 36 时 , 就 会 对 Plackett-Burman 设计 感 兴趣 了 . 
因为 这 些 设计 不 能 表示 为 立方 体 , 所 以 它们 有 时 被 称 为 非 几 何 设计 (nongeometric design). 
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Ж 8.23 上 半 部 分 列 出 了 各 加 减 符号 的 行 ， 它 们 用 于 构造 N = 12. 20. 24 和 36 时 的 
Plackett-Burman 设计 ， 而 表 的 下 半 部 分 分 块 列 出 的 加 减 符号 是 为 N = 28 时 构造 设计 用 的 . 
N = 12. 20. 24 和 36 的 设计 的 求法 , 是 将 表 8.23 中 相应 的 一 行 写 为 一 列 (或 行 ), 然后 生成 第 
二 列 (或 行 ), 方法 是 将 第 一 列 ( 行 ) 中 的 元 素 每 个 下 移 (或 右 移 ) 一 个 位 置 , 将 最 后 一 个 元 素 移 至 
第 一 个 位 置 . 第 三 列 (或 行 ) 用 同样 的 方法 由 第 二 列 (RT) 求 得 , 直到 生成 上 列 (或 行 ) 为 止 , 然 
后 加 进 一 行 减 号 , 完成 这 一 设计 . 对 N = 28, 3 个 区 组 X, Y 和 2 写 为 如 下 次 序 ， 

XY 2 
2 ХҮ 
Y zx 


并 在 这 27 行 下 加 进 一 行 减 号 . N = 12 个 试验 和 k = 11 个 因子 的 设计 见 表 8.24. 
Ж 8.23 Plackett-Burman 设计 的 加 减 符号 


大 = 11,N=12+ 十 一 + 十 十 一 一 一 十 一 
k=19N=20++--++++-+-+----++ 
k=23,N=24+++++-+-++--++--+-+---- 
kz35N—-36-t--tkk--—4 4 k-RR--4----4-4«-44--4— 
к-27,М-28 
十 一 十 十 十 十 一 一 一 十 十 一 十 一 十 十 一 十 
++-+++--- 一 十 十 二 十 一 十 十 一 
一 十 十 十 十 十 一 一 一 %---4--ж- 十 一 十 一 十 十 一 十 十 
一 一 一 十 一 十 十 + 十 --+-+---+ 十 一 十 十 十 一 十 一 十 
十 十 一 十 十 十 +----++-- ++--++++- 
一 一 一 一 十 十 十 十 十 -+-+---+- 一 十 十 十 一 十 一 十 十 


十 十 十 一 一 一 十 一 十 十 一 十 十 一 十 十 十 一 


十 十 一 + 十 一 一 十 十 


一 十 十 一 十 十 十 一 十 
一 -~ aa -++-+++-+ И 


Ж8.24 关于 N=12,k = 11 的 Plackett-Burman 设计 


试验 A B c D E F G H I J K 
1 * - * - - - + + + е + 
2 + + - 十 - - * * 十 - 
3 - * * - * - - * * * 
4 十 十 * т * - - 2 * * 
5 * * - * * = + - = E * 
6 * * * - * * = + - - 
7 - + + + + + - * - - 
8 - - * * * - * * - * $ 
9 - - + + + - + + ы + 

10 + - - - * * 十 十 十 
п - - - - 十 十 2 + + 


12 - - - - 


N = 12, 20. 24. 28 ЖІ 36 的 Plackett-Burman 设计 的 别名 结构 十 分 凌乱 . 例如 , 在 12 个 
试验 的 设计 中 ， 每 一 个 主 效应 部 分 地 与 每 个 不 涉及 它 本 身 的 二 因子 交互 作用 有 别名 关系 . 例如 ， 
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AB 交互 作用 与 9 个 主 效应 C, D,… ,天 有 部 分 别名 关系 . 而 且 , 每 个 主 效应 与 45 个 二 因子 交 
互 作用 有 部 分 别名 关系 . 在 较 大 的 设计 中 , 情况 更 为 复杂 . 我 们 建议 实验 者 , 用 这 些 设计 时 要 非 
常 小 心 . 

非 几何 Plackett-Burman 设计 的 投影 性 质 是 有 趣 的 , 在 有 些 时 候 也 很 有 用 . 例如 , 考虑 表 
8.24 的 12 个 试验 的 设计 . 此 设计 会 投影 为 原来 11 个 因子 中 任意 两 个 因子 的 有 3 次 重复 的 
完全 2? 设计 . 但 是 , 在 三 因子 中 , 投影 设计 是 一 完全 23 析 因 设计 加 一 个 2 污 ! 分 式 析 因 设计 
(AE 8.24a)， 从 而 , ЭЯ ШО Plackett-Burman 设计 有 投影 性 З, 这 是 指 它 能 拆 解 成 任意 
三 因子 的 完全 析 因 设计 . 而 251? 设计 则 只 有 投影 性 2. 4 维 投影 见 图 8.24b. 这 些 四 因子 投影 都 
不 是 平衡 设计 . 


(а) 投影 为 三 因子 (0) 投影 为 四 因子 
图 8.24 12 个 试验 的 Plackett-Burman 设计 投影 为 三 因子 设计 和 四 因子 设计 


例 в.в 我 人 用 11 个 变量 12 个 试验 的 设计 以 及 一 组 模拟 数据 ,来 说 明 与 Plackett-Burman 设计 有 
类 的 一 些 难点 ， 假 定 过 程 有 3 个 显著 的 主 效应 (A, B, D) 和 两 个 显著 的 二 因子 交互 作用 (4B 和 AD). (8 
ГУ) 

y = 200 + 81, + 103 + 124 — 122122 49124 + € 

其 中 每 个 mi 都 是 定义 在 -1 到 1 区 间 上 的 规范 变量 ，e 是 NID(0,9) 的 随机 误差 项 . X, k 11 个 因子 
中 有 3 个 是 大 的 ， 二 因子 交互 作用 中 有 两 个 是 大 的 ， 这 种 情况 是 合理 的 . 

表 8.25 给 出 12 次 的 Plackett-Burman 设计 和 模拟 响应 值 .此 设计 看 起 来 与 表 8.24 中 的 12 次 设计 
不 同 ,是 因为 它 用 表 823 中 k= 11, N = 12 的 行 的 符号 作为 表 8.25 的 一 行 ， 表 8.26 列 出 了 效应 的 估计 ， 


Ж 8.25 018.8 的 Plackett-Burman 设计 


WR А B C D E F G H I J K 响应 值 
1 Tot 中 中 - * - 231 
2 - + + c + + + - - + 207 
3 + - * 十 - * * 十 - - 230 
4 - * 十 十 - * 十 十 - - 217 
5 - - 十 - * * - * 十 十 - 175 
6 - - + - + + - + + + 176 
7 + - - - + - + + - + + 183 
8 + - = = + - P + - + 185 
9 + + + - - - + + 4 - 181 

10 + + + - - - + - + + 220 
п + + + - - - + - + 229 


S 
1 
1 
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Ж 8.26 例 8.8 的 效应 估计 、 回归 系数 以 及 平方 和 
变量 * 回归 系数 ”效应 估计 平方 和 | 变量 * ”回归 系数 ”效应 估计 平方 和 


总 平均 值 200.167 Е 0.500 1.000 3.000 
А 6.333 12.667 481.333 с -1.167 —2.333 16.333 
B 6.667 13.333 533.333 H 1.500 3.000 27.000 
с 6.833 12.667 560.333 J —6.333 —12.667 481.333 
D 17.000 34.000 3 468.000 K —5.833 —11.667 408.333 
E 6.833 13.667 560.333 L —0.167 -0.333 0.333 


* 每 个 主 效 应 与 45 个 二 因子 交互 作用 有 部 分 别名 关系 


可 以 看 到 有 7 个 大 的 效应 ; A, B,C, D, E, J, K (SA, 还 要 包括 它们 的 别名 ). 但 不 能 立即 看 出 
其 中 哪些 效应 可 能 是 交互 作用 . 其 中 有 些 混杂 可 以 通过 折 又 设计 来 区 分 , 这 种 做 法 可 以 区 分 主 
效应 , 但 一 般 实 验 者 对 交互 作用 效应 仍 无 法 确定 . 

上 面 例子 所 指出 的 Plackett-Burman 设计 在 解释 中 的 困难 , 在 实际 中 经 常 出 现 ， 带 有 16 
次 试验 的 几何 的 20 ”设计 与 一 个 12 次 试验 的 可 能 需要 折 麦 (这 样 就 要 24 次 ) 的 Plackett- 
Burman 设计 相 比较 , 几何 设计 也 许 是 较 好 的 选择 . 更 多 内 容 见 Montgomery, Brror and Stanley 
(1997-1998). 在 某 些 情况 下 , 可 以 用 回归 建 模 技术 处 理 非 几 何 的 Plackett-Burman 设计 中 的 混 
杂 . Hamada and Wu(1992) 对 此 有 过 讨论 


8.6 ЭМУ 的 设计 


8.6.1 分辨 度 为 V 的 设计 


当主 效应 和 二 因子 交互 作用 是 纯净 的 , 且 某 些 二 因子 交互 作用 互 为 别名 时 , 277. 分 式 析 因 
设计 的 分 辨 度 为 V， 于 是 , 当 删 子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 时 , 在 25)» 设计 中 就 可 
以 直接 估计 主 效应 , K 8.10 的 277 设计 就 是 一 例 , 还 有 , 例 8.7 中 两 个 组 合 的 2774 分 式 设计 
生成 一 个 21? 设计 . 分 辨 度 为 以 的 设计 常 广 泛 用 于 第 选 实验 . 8 次 试验 的 24-1 设计 , 以 及 有 6 
个 因子 、7 个 因子 或 8 个 因子 的 16 次 试验 的 分 式 设计 最 为 常用 . 

任 一 2ty? 设计 至 少 含有 2k 次 试验 . 正好 包含 2k 次 试验 分 辨 度 为 以 的 设计 叫做 最 小 设计 
(minimal design)， 分 辩 度 为 IV 的 设计 可 以 由 分 辩 度 为 由 的 设计 用 折 侠 方法 求 得 . BA n 
设计 , 就 是 简单 地 把 取 反 号 的 第 二 个 分 式 设计 和 原来 的 分 式 设计 相 加 . 于 是 ， 在 第 一 个 分 式 设计 
中 的 单位 列 工 的 加 号 在 第 二 个 分 式 设计 中 就 变 号 了 , 而 且 第 大 + 1 个 因子 与 此 列 相 联系 ， 这 样 得 
到 一 个 2t ?分 式 析 因 设计 . 对 23! 设计 , 可 用 表 8.27 说 明 这 一 方法 . 容易 证 明 , 得 出 的 设 
计 是 定义 关系 为 了 = ABCD 的 217: 设计 . 

R 8.28 简要 概括 了 N = 4、8、16 和 32 个 试验 的 2*7? 分 式 析 因 设计 . 可 以 看 到 尽管 16 
个 试验 分 辨 度 为 以 的 设计 可 用 于 6 < k < 8 个 因子 , HHA 9 个 或 更 多 的 因子 , 在 297» 类 型 的 
设计 中 分 辨 度 为 V 的 最 小 设计 为 22-4, 也 需要 32 个 试验 . 因为 这 试验 次 数 较 多 , 所 以 许多 实验 
者 想 要 更 少 的 设计 . 考虑 到 分 辨 度 为 IV 的 设计 至 少 要 有 2k 个 试验 ， 所 以 一 个 九 因子 分 辨 度 为 JV 
的 设计 至 少 有 18 个 试验 . AHA N = 18 个 试验 的 设计 可 以 用 构造 最 优 设 计 的 算法 来 建立 , 表 
8.29 列 出 的 设计 是 用 这 种 算法 与 D 最 优 设计 准则 构造 的 . 此 准则 选择 设计 点 使 得 相应 的 回归 
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模型 系数 的 方差 最 小 . (最 优 设计 与 最 优 设计 标准 将 在 第 11 章 更 详细 地 进行 讨论 .) 表 8.29 中 设 
计 的 别名 关系 (只 针对 主 效应 与 二 因子 交互 作用 ) 是 : 


表 8.27 ”一 个 由 折 双 得 到 的 2 和 1 设计 


D 
I A B c 
初始 的 25:1 = ABC 
* Е E * 
* * - - 
* - * - 
+ + + * 
ЖЕЗ EXE HE 
- Y 十 - 
- - * * 
- * - 十 


[4 
АВ 


АС] 


АР) 


AE) 


AF] 


AG] 


АН 


=A, [B] = B, [C] = ©, [D] = D, |E] = E, [F] = F, [G] = G, [H] = H, (J) = J 

-АВ-0429ВС - 0.429BD - 0429ВЕ + 0.429BF – 0.143BG + 0.429B H 
—0429BJ + 0.571CG — 0.571CH + 0.571DG + 0.571DJ — 0.571EF', 
十 0.571BG ~ 0.571FG — 0.571GH + 0.571GJ 

=4C - 0.143BC — 0.143BD — 0.143BE + 0.143BF + 0.286BG — 0.857BH 
一 0.143BJ ~ 0.143CG + 0.143CH + DF – 0.143DG — 0.143DJ + 0.143EF 
-= 0.143EG — EJ + 0.143FG — 0.857GH — 0.143GJ 

=Ар — 0.143BC - 0.143BD ~ 0.143BE + 0.143BF + 0.286BG + 0.143BH 
+ 0.857BJ + CF — 0.143CG + 0.143CH — 0.143DG — 0.143DJ + 0.143EF 
— 0.143EG + EH + 0.143FG + 0.143GH + 0.857GJ 

—AE — 0.143BC — 0.143BD — 0.143BE — 0.857BF + 0.286BG + 0.143BH 
—0.143BJ — 0.143CG + 0.143CH — CJ — 0.143DG + DH — 0.143DJ 
+ 0.143EF — 0.143ЕС — 0.857FG + 0.143GH ~ 0.14367 

—AF + 0.143BC + 0.143BD — 0.857ВЕ — 0.143ВЕ — 0.286ВС —0.143BH. 
十 0143BJ + CD + 0.143CG — 0.143€ H + 0.143DG 4- 0.143DJ — ОЛАЗЕР 
一 0.857BG — 0.143FG — 0.143GH + 0.143GJ — HJ 

=АС + 0571 BC + 0.571BD + 0.571BE — O.571 BF — 0.143BG — 0.571BH 
+0.571BJ — 0.42909 — 0.571CH — 0.429DG + 0.571DJ — 0.571EF 
— 0.429EG + 0.429FG + 0.429GH — 0.429G J 

-АН - 0.857ВС + 0.143BD + 0.143BE —0.143BF — 0.286BG — 0143ВН 
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+ 0.143BJ — 0.857CG — 0.143CH + DE + 0.143DG + 0.14307 — 0.143EF 


+ 0.143EG - 0.143FG — FJ 


- 0.143GH + 0.143GJ 


[AJ] 2AJ — 0.143BC + 0.857BD — 0.143BE + 0.143BF + 0.286BG + 0.143BH 


- 0.143BJ — CE — 0.143CG. 
—0.143EG + 0.143FG — ЕН 


+ 0.143CH + 0.857DG — 0.143DJ + 0.143EF 
+ 0.143GH — 0.143GJ. 


表 8.28 25-P 系统 中 的 实用 析 因 与 分 式 析 因 设计 ， 表 中 的 数 是 实验 中 的 因子 个 数 


实验 个 数 
em 4 8 16 32 
完全 析 因 2 3 4 5 
去 分 式 3 4 5 6 
分 辨 度 为 以 的 分 式 4 68 75216 
分 辨 度 为 册 的 分 式 3 5-7 9715 17 ~ 31 
Ж 8.29 ”一 个 有 k=9 个 因子 18 个 试验 分 辨 度 为 IV 的 最 小 设计 
4 B |2) D E F G H. J 
- - 十 - * - * 十 
十 十 + + - + + - 十 
- * + + + - * 
* * * * 
* 十 * * 十 + Е 
А + 9 十 = 
十 十 十 - + 
+ + + + - + 
+ + - + - + - 
- + + + + + + 
- - + - - * 
- * * + + + = 
+ - + + + 
v + В + > ES 
十 * * 十 十 十 * 
- 十 * * - = + + > 
- - 十 十 * * - 十 
十 - - * - - - 


可 以 看 出 , 在 任 一 个 分 辨 度 为 以 的 设计 


中 , 可 以 估计 出 不 受制 于 任意 二 因子 交互 作用 的 主 效 


应 , 且 二 因子 交互 作用 互 为 别名 , 不 过 , 二 因子 交互 作用 效应 有 部 分 混杂 (例如 , BC 在 不 止 一 个 
别名 链 中 出 现 ). 18 次 试验 的 设计 中 , 二 因子 交互 作用 间 的 别名 关系 远 比 标准 32 次 试验 的 29-4 


设计 中 的 别名 关系 复杂 [根据 附录 表 X (p) 


ӨШІН, 主 效应 与 交互 作用 的 回归 模型 系数 的 标准 误 


是 0.240, 而 在 标准 32 次 试验 的 29 设计 中 是 0.180, 所 以 在 参数 估计 方面 , 18 次 设计 给 出 的 


精度 不 如 标准 32 次 设计 . 最 后 , 标准 29-4 


设计 是 正 交 设 计 , 而 18 次 设计 不 是 正 交 设计 . 这 使 


得 18 次 设计 的 模型 系数 间 有 相关 性 , 从 而 增 大 模型 系数 的 标准 误 . 
当 因 子 有 = 6 或 7 个 时 , 也 想 要 构造 分 辨 度 为 IV 的 最 小 设计 来 替代 标准 分 辨 度 为 以 的 设 
计 . 表 8.30 中 列 出 6 因子 12 个 试验 的 分 辨 度 为 IV 的 最 小 设计 . 该 设计 的 别名 关系 为 (忽略 三 因 


子 及 更 高 阶 交互 作用 ): 
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[А] = А, [8]= В, (СІ-С, [D]=D, (E]- E, (Е-Е 
АВ) -AB — 02BC + 0.6BD — 0.2BE – 0.6BF +0.4CD – 0.8CE — 04CF 
+0.4DE —0.4DF — 0.4EF 
AC) =AC + 0.2BC + 0.4BD — 0.8BE — 0.4BF + 0.6CD — 0.2CE — 0.60 F 
—0.4DE + 0.4рЕ +0.4EF 
AD) -AD +04ВС —0.2BD + 0.4BE — 0.8BF + 0.2CD — 0.4CE + 0.8CF 
+0.2DE —0.2DF + 0.8EF 
AE) -AE — 0.8BC + 0.4BD + 0.2BE — 0.4BF — 0.4CD – 0.2CE + 0.4CF 
+0.6DE + 0ADF — 0.6EF 
AF] =AF - 04BC — 0.8BD — 0.4BE — 0.2BF + 0.8CD + 0.4CE +0.2CF 
+0.8DE +0.2DF + 0.2ЕЕ 


Ж 8.30 一 个 有 大 = 6 个 因子 12 个 试验 分 辨 度 为 IV 的 最 小 设计 


A B С D E F 
n Е 
+ - 十 
十 十 十 + 
+ + - - + 
- - + * 
十 - 十 - 
十 + + + 
- : 十 + + 
+ + + 
+ - + + + + 
+ + + + 
- 十 - * * 


仍 要 注意 , 为 了 将 试验 次 数 从 16 次 降 为 12 次 , 实验 者 要 将 二 因子 交互 作用 的 别名 关系 更 
加 复杂 化 , 相对 于 标准 设计 而 言 , 在 模型 系数 估计 的 精度 方面 也 有 损失 . 

这 些 分 辨 度 以 的 最 小 设计 是 非 正 规 分 式 析 因 设计 的 一 些 例子 .Design-Expert 包含 了 因子 
个 数 5 < k < 30 的 一 系列 这 类 设计 . 在 主 效应 最 受 关注 而 二 因子 交互 作用 不 能 完全 忽略 的 筛选 
问题 中 , 这 些 设计 是 标准 25)? 析 因 设计 的 非常 有 用 的 替代 . 若 二 因子 交互 作用 是 重要 的 , 为 了 
确定 哪些 交互 作用 是 重要 的 , 则 必须 追加 实验 , 


8.6.2 “分辨 度 为 [的 设计 的 序 贯 实验 


因为 分 辨 度 为 IV 的 设计 常用 于 筛选 实验 , 在 实施 与 分 析 了 最 初 的 实验 后 , 经 常 需要 用 追加 实 
验 来 完全 分 辨 所 有 效应 . 我 们 在 8.5.2 节 中 讨论 了 分 辨 度 为 1l[ 的 设计 的 情况 , 并 引入 了 折 双 作为 
序 贯 实验 的 方案 , 在 分 辨 度 为 III 的 场合 , 主 效应 与 二 因子 交互 作用 混杂 , 所 以 折合 的 目的 是 将 主 
效应 与 二 因子 交互 作用 分 离 ， 也 有 可 能 通过 折合 分 辨 度 为 IV 的 设计 来 分 离 相互 混杂 的 二 因子 交 
互 作用 . 
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Montgomery and Runger(1996) 注意 到 实验 者 折 营 分 辨 度 为 IV 的 设计 时 的 儿 个 目标 , 就 是 

(1) 将 尽 可 能 多 的 二 因子 交互 作用 别名 链 打破 ; 

(2) 打破 某 个 特殊 的 二 因子 交互 作用 别名 链 , 或 

(3) 打破 与 某 个 特殊 因子 有 关 的 二 因子 交互 作用 别名 链 . 
然而 , 折合 分 辩 度 为 IV 的 设计 时 必须 要 小 心 . 我 们 用 于 分 辨 度 了 的 设计 时 的 完全 折叠 规则 , 即 简 
单 地 实施 全 体 符号 都 取 相 反 号 的 另 一 个 分 式 设计 ,对 于 分 辨 度 为 的 设计 就 不 奏效 了 . 若 该 规则 
用 于 分 辨 度 为 IV 的 设计 , 结果 会 得 到 与 原先 设计 完全 一 样 只 是 试验 排序 不 同 的 设计 . 试 试看 ! 用 
表 8.9 中 的 257? 设计 , 你 把 试验 矩阵 中 的 符号 取 相反 号 后 , 看 看 会 发 生 什么 ? 

折 重 分 辨 度 为 IV 的 设计 的 最 简单 的 方法 是 转换 原先 设计 中 某 个 变量 的 符号 . 这 种 单 因子 折 
胎 使 得 所 有 包含 该 因子 的 二 因子 交互 作用 的 符号 也 发 生 转换 , 从 而 被 分 离 , 这 样 完成 了 上 述 的 第 
3 个 目标 . 

为 了 说 明 如 何 完成 分 辨 度 为 IV 的 设计 的 单 因子 折 县 , 考虑 表 8.31 中 的 262 设计 (试验 按 
标准 顺序 排列 , 并 非 按 实施 时 的 顺序 ). 此 实验 用 于 研究 关于 硅 晶 片 光 阻 皱 层 厚度 的 6 个 因子 的 
效应 . 设计 因子 是 A= 旋转 速度 ,B= 加 速度 , C= 所 用 光 阻 剂 的 体积 , D= 旋转 时 间 , E= 光 阻 
ЖЖ, F= 排 气 率 . 此 设计 的 别名 关系 见 表 8.8. 效应 的 半 正 态 概率 图 见 图 8.25. 可 以 看 到 最 大 
的 效应 是 A, B, O, Е, 因为 这 些 效应 与 三 因子 交互 作用 或 更 高 阶 的 交互 作用 混杂 , 所 以 假定 这 些 
效应 是 实际 效应 是 合 平 馆 辑 的 . 然而 , 关于 AB + CE 别名 链 的 效应 估计 也 偏 大 , 除非 还 有 其 他 
工序 知识 或 工程 信息 可 提供 , 要 不 然 我 们 不 知道 这 究竟 是 交互 作用 效应 AB, CE 还 是 两 个 都 是 . 
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A B c D E F 

速度 (RPM) 加 速度 体积 (сс) 时 间 (Sec) 光 阻 剂 黏度 排 气 率 厚度 (Mil) 
- - 4 524 
* - - + - 4 657 
- * - + + 4 293 
+ + = + + 4 516 
- - * 十 十 4 508 
* - * - 十 4 432 
- 十 十 - - - 4197 
* * * - 十 - 4515 
- - - 十 十 4521 
" ИР К + + + 4610 
zi * - 十 十 - 4 295 
* + = + - - 4 560 
E 十 T 十 Е 4 487 
+ - 十 十 4 485 
ы * * 十 * 4 195 
+ + + + + + 4 510 


通过 建立 一 个 新 的 202 分 式 析 因 设计 , 并 改变 因子 A 的 符号 ， A Eu eser. 加 
上 了 折 登 试验 后 的 完全 设计 被 列 在 ( 按 标准 顺序 ) 表 8.30 中 . 可 以 看 到 试验 分 成 两 个 区 组 , 来 自 
原先 表 8.31 2fv ”设计 的 试验 在 区 组 1 中 , HARRERA 2 中 . 从 组 合 试验 得 到 的 效应 估计 
(忽略 三 因子 交互 作用 或 更 多 因子 的 交互 作用 ): 
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可 以 看 到 , 现在 所 有 包含 因子 4 的 


[AE] = AE 
[АЕ] = AF 
[BC] - BC + DF 
[BD]- BD4- CF 
[BE] = BE 
[BF] - BF +CD 
[CE] -CE 
[DE] - DE 
[EF] = EF 


因子 交互 作用 与 其 他 二 因子 交互 作用 分 离 了 . ПА, AB 也 


不 再 与 CE 混杂 了 . 从 组 合 的 设计 得 到 的 效应 的 半 正 态 概率 图 画 在 图 8.26 中 ， 显 然 交 互 作 用 


CE 是 显著 的 . 


半 正 态 概率 /(%) 


1- 1. 
0.00 38.20 


1 -L 
7641 114.61 — 159.81 


| 效应 | 


图 8.25 8.31 中 硅 蝇 片 光 阻 镇 层 实验 原先 的 效应 的 半 正太 概率 图 


容易 证 明 , Ж 8.32 中 的 完全 折 仅 设计 可 以 估计 前 面 列 出 的 6 个 主 效应 和 12 个 二 因子 交互 
作用 别名 链 , 以 及 其 他 12 个 包括 高 阶 交互 作用 与 区 组 效应 的 别名 链 . 原先 分 式 设计 的 生成 元 是 


E = ABC 和 F = BCD, 因为 我 们 改变 了 А 列 的 符号 来 建立 折 得 设计 


H 所 以 关于 第 二 组 16 个 


试验 生成 元 是 E= -ABC 和 Р = ВОР. 因为 只 有 一 个 单词 是 一 样 的 (L =1,U - 1), ftl 


组 合 的 设计 只 有 一 个 生成 元 ( 它 是 一 个 1/2 分 式 设计 ), 组 合 的 设计 的 和 


成 元 是 F = BCD. 而 


H, 因为 ABCE 在 区 组 1 中 为 正 , 在 区 组 2 中 为 负 , 所 以 ABCE 加 上 它 的 别名 ADEF 都 与 


区 组 混杂 . 
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表 8.82. 硅 晶片 光 阻 镀层 实验 的 整个 折 又 设计 
B g D E F 


标准 顺序 “区 组 “速度 ( 转 /分 ) 加 速度 ”体积 (cc) ВНЕ (ве) ЖЕЛЕ HR ERE (mil) 
- е. - 4 524 
4 657 
4 293 
4 516 
4 508 
4 432 
4 197 
* - 4515 
* 4521 

* * 4 610 

+ - 4 295 

Ф 


> 


ЕЗ 


1 十 十 十 十 1 


++ ОФФ 


4 560 

4 487 

4 485 

$: 4195 

* ғ 4510 
4615 

n d 4 445 
i 
$ 


Ааа ааа 


opa 
1 十 十 十 十 1 11 1 十 十 十 十 


+ 4 475 
+ 4 285 
+ 
+ 


Жіті жі EI BIB XI 


4 610 

4325 

4 330 

Ж 4 425 
+ 4 655 

ж + 4 525 
+ й 4 485 
4310 
* 4 620 
4 335 
+ 4 345 
4 305 


32 + + + 
一 一- ~- + + + 435 

检查 包含 原先 16 个 试验 的 设计 中 二 因子 交互 作用 的 别名 链 , 以 及 整个 折 避 设计 的 二 因子 交 
互 作 用 的 别名 链 , 可 以 发 现 一 些 麻 烦 的 信息 . 在 原先 分 辨 度 为 IV 的 分 式 设计 中 , 6 个 别名 链 中 每 
个 二 因子 交互 作用 都 与 其 他 二 因子 交互 作用 混杂 , 且 其 中 的 一 个 别名 链 中 有 3 个 二 因子 交互 作 
用 (根据 表 8.8). 因 此, 7 个 自由 度 可 用 于 估计 二 因子 交互 作用 . 在 完全 折 登 设计 中 , 有 9 个 二 
因子 交互 作用 估计 时 与 其 他 二 因子 交互 作用 独立 , 而 且 有 三 个 包含 两 个 二 因子 交互 作用 的 别名 
链 , 这 使 得 12 个 自由 度 可 用 于 估计 二 因子 交互 作用 . 换 种 说 法 , 我 们 增加 了 16 次 试验 , 却 只 增 
加 了 5 个 自由 度 用 于 估计 二 因子 交互 作用 . 这 样 就 没有 充分 利用 实验 资源 

幸运 的 是 , 还 有 不 同 于 完全 折 又 的 其 他 方案 . RHB EREE), 我 们 只 采用 完全 折 
惨 的 一 半 试验 次 数 , 对 于 旋转 镀层 实验 来 讲 只 需要 8 个 试验 . 进行 部 分 折 驮 设计 的 步骤 如 下 

(1) 用 通常 的 办 法 根据 原 设计 构造 一 个 单 因子 折 台 设计 , 即 改变 感 兴趣 的 二 因子 交互 作用 的 
任 一 因子 的 符号 . 

(2) 选取 被 选 因 子 取 高 水 平 或 低 水 平 的 那些 试验 , 选 出 折叠 设 计 的 一 半 试 验 . 选择 你 认为 能 
得 到 最 理想 响应 值 的 那个 水 平 , 通常 是 个 好 主意 


boooboboobooooooorrrrrrrrrrrrrn 
+ 1 十 1 十 1+1 十 
* * 
十 十 十 十 
十 十 十 十 十 十 十 


十 十 
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78 
Ав 
95 LE 
S o» Bce 
Ei "c 
ж Br 
X sot 
hd 
Ы тр 
ж 
E 
зор 
20} 
19} 
让 
[| 
0.00 38.20 7641 — 11461 15281 
| 效应 | 


图 8.26 288.32 中 硅 唱 片 光 阻 镀层 实验 的 部 分 折 吉 设计 效应 的 半 正 态 概率 图 
K 8.33 是 关于 旋转 镀层 实验 的 部 分 折 登 设计 , 注意 我 们 选择 4 是 低 水 平 的 那些 试验 , 这 是 
表 8.83. 硅 晶片 光 阻 镀层 实验 的 部 分 折 全 设计 


A B c D E F 
标准 顺序 ”区 组 ”速度 ( 转 / 分 ) 加 速度 ”体积 (cc) 时 间 (sec) ЖНЖ HOR ЛҒ (mil) 
1 1 - - - - 4524 
2 1 十 » 十 4 657 
3 1 * = + + 4 293 
4 1 * * = = - * 4 516 
5 1 + * * 4 508 
6 1 * - 十 = + 4432 
7 1 - + + Е = 4197 
8 1 * * * - * " 4515 
9 1 = = S * * 4521 
10 1 * = + + + 4610 
п 1 - T * * 4 295 
12 1 * * = + = 4 560 
13 1 - Е + + + 4 487 
14 1 + = * * 5 - 4 485 
15 1 - * * * = * 4 195 
16 1 * * * * + + 4510 
17 2 - = - * - 4 445 
18 2 * Е = 5 + 4 285 
19 2 - = * - = + 4 325 
20 2 py + + ш * q 4425 
21 2 Бі = = + + + 4 525 
22 2 2 + E * = = 4310 
23 2 2. > 十 十 = es 4 335 
24 2 - + + + + + 4 305 
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因为 在 原先 的 16 次 试验 中 (X 8.31), A 取 低 水 平时 得 到 了 较 菏 的 光 阻 镀层 (这 是 该 实验 需要 
的 ). (在 对 原先 16 次 试验 的 分 析 中 , А 的 效应 估计 是 正 的 , 这 也 表明 А 取 低 水 平时 产生 所 需要 


的 结果 .) 
部 分 折叠 产 生 的 别名 关系 (忽略 三 因子 交互 作用 或 更 多 因子 的 交互 作用 ) 是 : 
(А-А [AE] = AE 
[8]=в [AF] = AF 
Ic] -c [BC] = BO + DF 
[D]=D [BD]=BD + CF 
(Е-Е ІВЕ|-ВЕ 
[F|- F [BF] = BF +CD 


[AB|-AB | [CE]- CE 
[AC]-AC | [DE]- DE 
[AD]-AD [ЕЕ|= БЕ 

可 以 看 到 , 有 12 个 自由 度 能 用 于 估计 二 因子 交互 作用 ， ЗЕ. ПІН, AB 不 再 与 


СЕ 混杂 . 通过 部 分 折 肥 得 到 的 效应 的 半 正 态 概率 图 见 图 8.27. 和 完全 折 难 设计 一 样 , 认为 CE 
是 显著 的 二 因子 交互 作用 . 


Аш 


LI 


ЖЕФІКЖ/(4) 


0.00 39.53 79.06 118.59 158.13 
| 效应 | 


图 8.27 3t 8.32 中 硅 晶片 光 阻 镀层 实验 的 效应 的 半 正 态 概率 图 


部 分 折 登 技术 对 分 辨 度 为 以 的 设计 非常 有 用 ， 通常 能 够 有 效 使 用 实验 资源 . 分 辨 度 为 [V 的 设 
计 总 是 可 以 给 出 主 效应 好 的 估计 (假定 三 因子 交互 作用 被 忽略 ), 而 且 需 要 分 离 的 二 因子 交互 作 
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用 的 个 数 并 不 很 大 . 对 分 辨 度 为 V 的 设计 的 部 分 折 蛋 能 够 估计 二 因子 交互 作用 的 个 数 与 完全 折 
各 时 相等 . 部 分 折 登 的 一 个 缺点 在 于 它 是 非 正规 的 分 式 设计 , 因此 不 是 正 交 设计 . 这 导致 参数 估 
计 是 相关 的 , 并 使 得 效应 或 回归 模型 系数 的 标准 误 增 大 . 例如 , 在 旋转 镀层 实验 的 部 分 折 蛋 设计 
中 , 回归 模型 系数 的 标准 误 从 0.200 增加 到 0.250, 而 采用 完全 折叠 设 计 , 它 是 正 交 的 , 模型 系 
数 的 标准 误 为 0.18c. 关于 部 分 折 登 的 更 多 内 容 , 参见 Mee and Peralta(2000) 以 及 本 章 的 补充 
材料 . 


8.6.3 DREA V 的 设计 


分 辩 度 为 V 的 设计 是 这 样 的 分 式 析 因 设计 , 它 的 主 效应 与 二 因子 交互 作用 不 能 以 另外 的 主 
效应 和 二 因子 交互 作用 作为 它 的 别名 . 因此 , 这 些 设计 是 非常 强 的 设计 , 当 三 因子 交互 作用 和 更 
高 阶 的 交互 作用 被 忽略 时 , 这 些 设计 可 以 单独 地 估计 出 所 有 的 主 效应 与 二 因子 交互 作用 , 一 个 分 
PEA V 的 设计 的 定义 关系 中 最 短 的 词 必须 有 5 个 字母 ,生成 关系 为 = ABCDE 的 2571 i 
计 可 能 是 应 用 最 广 的 分 辨 度 为 V 的 设计 . ERA 16 次 试验 , 就 能 研究 5 个 因子 , 并 估计 所 有 5 
个 主 效应 和 10 个 二 因子 交互 作用 . 我 们 在 例 8.2 中 曾 说 明 过 这 种 设计 的 使 用 . 

HAFA k= 6 时 ,分辨 度 至 少 为 V 的 最 小 设计 是 有 32 次 试验 的 2! 设计 , 它 的 分 辨 
度 为 VI， 当 因子 个 数 = 7 时 , 最 小 设计 则 是 ба 次 试验 的 277 设计 , 它 的 分 辨 度 为 WI， 因子 
个 数 k = 8 时 , 最 小 设计 则 是 64 次 试验 的 2% 2? 设计 . 对 于 因子 个 数 k > 9 时 , 所 有 这 类 设 
计 都 至 少 需 要 128 次 试验 ， 这些 都 是 非常 大 的 设计 , 所 以 统计 学 家 一 直 想 要 找 出 能 达到 所 需 分 
辨 度 较 小 的 替代 设计 . Mee(2004) 给 出 这 个 课题 的 综述 ， 非 正规 分 式 设计 非常 有 用 . Ж 8.34 是 
因子 个 数 上 = 6 且 试 验 次 数 N = 22 的 非 正规 二 水 平分 式 设计 , 此 设计 与 2V7， 设 计 一 样 能 估 


Жаза ”因子 个 数 k= 6 分 辨 度 为 鄙 的 二 水 平分 式 设计 


A B с D E Е 
十 + - 
+ - + - + + 
Ы т x А E 
Е Е + + 
+ + Е + + + 
+ + - + = + 
+ - - * 5 + 
+ + = = = + 
ü Б 4 + Е 
+ - * * 十 - 
B 十 2 2 + Е 
+ + + + - * 
* - * - - - 
- = + = = + 
+ + = + - - 
- - * * 十 十 
Е E $ + 2 
- * = + 2 * 
+ + + - + - 
- * * * * - 
- 十 十 = + 十 
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计 所 有 主 效应 与 二 因子 交互 作用 , 但 减少 了 10 KRE. RER 8.34 中 的 设计 不 是 正 交 的 , 而 
且 这 也 影响 了 对 效应 与 回归 系数 估计 的 精度 . 对 于 表 8.34 中 的 设计 , 回归 模型 系数 的 标准 误 从 


0.26 增加 到 0.290, 而 在 2011 设计 中 , 相应 的 标准 误 为 0.180. 


作为 最 后 的 例子 , 表 8.35 给 出 了 因子 个 数 = 8 且 试验 次 数 N = 38 的 非 正规 二 水 平分 式 
设计 . 此 设计 与 29? 设计 一 样 能 估计 所 有 主 效 应 与 二 因子 交互 作用 , 但 少 了 26 次 试验 . 然而 此 
设计 的 非 正 交 性 影响 了 对 效应 与 回归 系数 估计 的 精度 , 对 于 表 8.35 中 的 设计 , 回归 模型 系数 的 


标准 误 从 0.180 增加 到 0.260, 而 在 28-2 设计 中 , 相应 的 标准 误 为 0.13c。 
R835 ПУЛЕ k=8 分 辩 度 为 V 的 二 水 平分 式 设计 


4 B с D E F G H 
- + - + - + - 
+ + - + + - + 
- + + + - - 
- - - - 十 
十 十 十 - 十 
十 - 十 十 十 十 十 - 
- * 十 十 - 
* - * + 
- 十 十 十 十 
十 十 十 十 十 
十 十 十 - * - * 
* * 十 - 十 十 
> + + + + - 
+ + 十 
+ + - + + + + - 
* : : * * * 
* - 十 十 十 - - 
十 * - 十 * E 
E: : 4 5 2 
十 * 十 - 十 十 十 
* 十 - - 十 十 
- 十 十 * * 
* * 十 十 - - + 
+ + - + + 
+ - * * - 十 十 
* - * - - - 
* 2 * - * 十 十 
* 十 - - * * - * 
* * * 十 * 十 十 
十 十 = - = - - 
E * * - 十 十 Е 
- - - - * * * - 
- - * - - - 十 
十 - 十 十 十 十 - * 
* * * * 十 十 - - 
- - * * * - - * 
- - - * - - * 
- + - + - + - - 
尽管 损失 了 估计 的 精度 , 当 实 验资 源 非常 缺乏 的 时 候 ， 这 些 非 正 规 设计 仍然 非常 有 用 .Design- 


Expert 包含 了 因子 个 数 6 < k< 


小 分 辨 度 为 以 的 最 小 


设计 的 相同 方法 构造 的 . 


30 的 一 系列 这 类 设计 . 这 些 设 计 是 采用 前 面 讨论 过 的 关于 最 
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8.7 超 饱和 设计 


饱和 设计 的 定义 是 : 试验 次 数 为 N, 且 因 子 或 实验 变量 的 个 数 为 大 = N 一 1 的 分 式 析 因 设 
ib. 最 近 几 年 , 有 相当 多 的 兴趣 是 关注 于 超 饱和 设计 的 构造 及 其 在 利 选 实验 中 的 应 用 . 在 超 饱和 
设计 中 , 变量 个 数 k > N — 1, 而且 这 些 设计 一 般 包含 了 比试 验 次 数 多 得 多 的 变量 .应 用 超 饮 
和 设计 的 想法 最 初 是 由 Satterthwaite(1959) 提出 的 , 他 建议 随机 生成 这 些 设计 . 在 对 此 文 的 广 
泛 讨 论 中 , 当时 实验 设计 方面 的 一 些 权威 , 包括 Jack Youden, George Box, J. Stuart Hunter, 
William Cochran, John Tukey, Oscar Kempthorne 和 Frank Anscombe, 都 批评 了 随机 平衡 
设计 , 结果 , 超 饱和 设计 在 随后 30 年 里 很 少 受到 注意 . 有 一 个 例外 是 Booth and Cox(1962) 提 
出 的 系统 超 饱和 设计 . 他 们 的 设计 不 是 随机 生成 的 , 这 一 点 明显 不 同 于 Satterthwaite(1959) 所 
提出 的 , Booth 和 Cox 用 基本 的 计算 机 搜索 方法 产生 他 们 的 设计 . 他 们 还 建立 了 评价 超 饱 和 设 
计 的 基本 原则 . 

Lin(1993) 再 次 研究 了 超 饱 和 设计 概念 , 引发 了 关于 此 课题 的 更 多 研究 . 许多 作者 也 提出 了 
构造 超 饱 和 设计 的 方法 . Lin(2000) 中 有 很 好 的 综述 , 大 多 数 构造 设计 的 方法 局 限于 简单 的 计算 
机 搜索 程序 [ 见 Lin(1995), Li and Wu(1995), Holcomb, and Carlyle(2002)]. 其 他 人 还 提出 了 
基于 最 优 设计 构造 技术 的 方法 (在 第 11 章 我 们 将 讨论 最 优 设计 )， 

另 一 种 构造 超 饱 和 设计 的 方法 是 基于 现 有 的 正 交 设计 的 框架 . 包括 采用 1/2 的 Hadamard 
矩阵 [Lin(1993)], 以 及 计算 某 些 Hadamard 矩阵 的 二 因子 交互 作用 [Wu(1995)]. Hadamard Ж 
阵 是 一 种 元 素 为 -1 或 1 的 正 交 方 阵 . 当 实验 中 因子 的 个 数 超过 了 试验 次 数 , 设计 和 矩阵 就 不 可 
能 是 正 交 的 . 因此 , 因子 效应 的 估计 就 不 独立 . 具有 支配 性 因子 的 实验 可 能 会 影响 或 焉 曲 另 一 个 
因子 的 作用 , 构造 超 饱和 设计 是 为 了 最 小 化 因子 间 的 非 正 交 性 . 

基于 Hadamard 和 矩阵 1/2 分 式 的 超 饱 和 设计 很 容易 构造 . 表 8.36 是 有 11 个 因子 和 12 次 
试验 的 Plackett-Burman 设计 . 它 也 是 一 个 Hadamard 矩阵 设计 . 该 表 中 , 设计 已 按 最 后 一 列 
(因子 11 或 因子 L) HERE. 有 时 称 此 列 为 分 支 列 . 现 只 保留 该 设计 中 L 列 取 正 号 的 那些 试验 , 并 
在 这 些 试验 中 删 去 L 5). 得 到 的 设计 是 有 此 = 10 个 因子 和 6 次 试验 的 超 饱 和 设计 . 我 们 也 可 
以 用 工 列 取 负 号 的 那些 试验 . 这 种 方法 总 可 以 得 到 有 上 = NN — 2 个 因子 和 М/2 次 试验 的 超 饱 


表 8.36 ”由 12 次 试验 的 Hadamard 矩阵 (Plackett-Burman) 设计 得 到 的 超 饱 和 设计 
因子 因子 因子 因子 因子 因子 因子 因子 因子 HT 因子 


试验 I (а) XB) 3(C) a(p) 5(E) 6(F) WG) 8(H) 9(J) 10(K) 11(L) 
1 + 十 十 十 - 十 十 * - - 
2 + - = = - Э - - - 
з + + - - - + + + + + - 
4 + + + + - * * - * - 
5 二 + 十 + - + + - + - - - 
6 + + + + - + + * - 
T + - 十 * - * - Е + + + 
8 + + + - * * * - - - 十 
9 + + 5 十 = = 十 十 十 = + 
10 十 十 - * 十 - * - - - * * 
u + - - + + + - * * - * 
12 十 - + - - 十 十 十 - 十 十 
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和 设计 . 若 感 兴趣 的 因子 不 足 N - 2 个 , 则 可 从 完全 设计 中 去 掉 一 些 列 . 

超 饱 和 设计 通常 用 回归 模型 拟 合 的 方法 进行 分 析 , 例如 向 前 选择 ( 见 第 10 章 ). 这 种 方法 中 ， 
变量 一 次 一 个 地 被 选 入 模型 直到 没有 其 他 变量 对 解释 响应 有 明显 作用 为 止 . Abraham, Chipman 
and Vijayan(1999) 以 及 Holcomb, Montgomery, and Carlyle(2003) 已 研 究 了 超 饱 和 设计 的 分 
析 方 法 . 一 般 来 讲 , 这 些 设计 可 以 经 受 大 的 第 | 类 和 第 11 类 错误 , 但 有 些 分 析 方 法 主要 强调 第 [ 
类 错误 , 从 而 第 11 类 错误 率 会 是 中 等 的 . 在 因子 筛选 时 ， 比 起 把 不 积极 的 因子 误 认为 是 积极 因子 
来 讲 , 不 漏 掉 积极 的 因子 通常 更 为 重要 . 所 以 第 [ 类 错误 不 如 第 11 类 错误 更 关键 . 然而 , 因为 两 
种 错误 率 可 能 都 比较 大 ， 应 用 超 饱 和 设计 的 原则 应 该 是 剔除 大 部 分 的 不 积极 的 因子 , 而 并 不 需要 
清楚 识别 出 那些 少数 重要 的 或 积极 的 因子 . Holcomb, Montgomery, and Carlyle(2003) 发 现 某 
些 超 饱 和 设计 在 第 | 类 和 第 [| 类 错误 方面 比 其 他 超 饱和 设计 有 更 好 的 表现 . 一 般 地 , 由 搜索 算法 
得 到 的 超 饱和 设计 要 优 于 那些 由 标准 正 交 设 计 构造 的 超 饱 和 设计 . 

超 饱和 设计 还 没有 被 广泛 使 用 . 不 过 ， 当 实 验 所 研究 的 系统 有 很 多 变量 但 其 中 只 有 极 少 数 会 
有 大 的 效应 时 , 超 饱 和 设计 是 有 趣 而 且 有 用 的 方法 . 


8.8 小 结 


本 章 引 进 了 257? 分 式 析 因 设计 . 我 们 已 经 强调 了 在 筛选 实验 中 使 用 这 些 设计 , 以 便 快 速 而 
有 效 地 识别 出 积极 的 因子 子 集 , 并 且 提供 关于 交互 作用 的 一 些 信 息 . 这 些 设计 的 投影 性 质 , 在 大 
多 数 情况 下 使 得 它 能 够 更 为 详尽 地 检测 那些 积极 因子 . 对 在 实验 中 识别 为 可 能 重要 的 交互 作用 ， 
可 通过 非常 有 效 的 折 又 法 把 设计 序 贯 地 组 装 起 来 ， 以 求 得 关于 交互 作用 的 附加 信息 . 

在 实践 中 , N = 4、8、16 和 32 个 试验 的 2-77 分 式 析 因 设计 有 很 高 的 使 用 价值 . 表 8.28 列 
出 了 这 些 设计 , 指出 了 : 做 各 类 筛选 实验 时 ， 按照 有 多 少 个 因子 应 使 用 哪 一 个 设计 . 例如 , 做 16 
个 试验 的 设计 , 四 因子 的 应 是 完全 析 因 设计 , 五 因子 的 是 1/2 分 式 设计 , 6~8 个 因子 的 是 分 辨 度 
为 以 的 分 式 设计 , 9 ~ 15 因子 的 是 分 辨 度 为 [I 的 设计 . 所 有 这 些 设计 都 可 以 用 本 章 讨论 的 方法 
来 构造, 而 且 其 中 许多 设计 的 别名 结构 已 列 在 附录 的 表 X 中 ， 
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应 , 需 附加 什么 试验 ? 在 组 合 的 设计 中 , 别名 关系 是 什么 ? 

86 R. D. Snee (“Experimenting with a Large Number of Variables", Ezperiment in Industry: Design, 
Analysis and Interpretation of Results, R. D. Snee, L. B. Hare and J. В. Trout, Editors, ASQC, 


89 = 考题 285 


8.7 


8.8 


1985) 描述 了 一 个 实验 , 是 = ABCDE 的 25-1 设计 , 用 来 研究 5 个 因子 对 一 种 化 学 产品 的 颜色 
的 效应 . 这 5 个 因子 是 : A= 溶剂 /反应 物 、 B= 催化剂 /反应 物 、 C= 温度 、D= 试剂 纯度 、 忆 = 试 
剂 的 PH 值 . 所 得 结果 如 下 . 
e=-0.63 d=6.79 a—251 ade=5.47 b=-2.68 bde=3.45 abe= 1.66 
abd=5.68 c=2.06 cde=65.22 ace=1.22 acd=4.38 ісе = —2.09 
Ьсі = 4.30 abc=1.93 abcde = 4.05 
(а) 画 出 效应 的 正 态 概率 图 ， 哪些 效应 是 积极 的 ? 
(b) 计算 残 差 . 画 出 残 差 的 正 态 概率 图 以 及 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 . 评论 这 些 图 形 . 
(c) 如 果 有 因子 可 忽略 , 把 25-! 设计 压缩 成 只 是 关于 积极 因子 的 完全 析 因 设计 . 评论 所 得 的 设计 并 
解释 结果 . 
在 Journal of Quality Technology (Vol. 17, 1985, pp.198~206) 上 , Pignatiello 和 Ramberg 的 
一 篇 论文 描述 了 有 重复 的 分 式 析 因 设计 , 研究 5 个 因子 对 汽车 使 用 的 簧 片 自由 高 度 的 效应 , 这 些 因 子 
为 : A= 炉 温 、B= 加 热 时 间 、C= 传递 时 间 、D= 保持 时 间 、 E= 济 火 油 温 , 得 到 的 数据 如 下 : 


A B с D E 自由 高 度 
x n a Е - 7.78 7.78 7.81 
2 Е 2 + 8.15 818 7.88 
рі $ E + 7.50 7.56 7.50 
十 4 7.59 7.56 7.75 
ў + E 7.54 8.00 7.88 
n + - 7.69 8.09 8.06 
2 d: E - 7.56 7.52 744 
* 十 + + 7.56 7.81 7.69 
E - + 7.50 7.35 742 
n * 4 7.88 7.88 7.44 
v 十 - * * T.50 7.56 7.50 
十 十 - - * 7.63 715 7.56 
$ + + + 7.32 7.44 7.44 
+ * - * 7.56 7.69 7.62 
- 十 十 - * 718 718 7.25 
十 十 十 十 十 7.81 7.50 7.59 


(a) 写 出 这 个 设计 的 别名 结构 ， 这 个 设计 的 分 辨 度 是 几 ? 
(b) 分 析 这 些 数据 .是 什么 因子 影响 了 平均 自由 高 度 ? 
(c) 对 每 个 试验 计算 自由 高 度 的 极 差 和 标准 差 . 有 迹象 表明 这 些 因子 中 的 哪些 因子 影响 自由 高 度 的 变 
异性 吗 ? 
(d) 分 析 此 实验 的 残 差 , 并 评论 你 的 发 现 . 
(e) 这 是 一 个 有 5 个 因子 16 个 试验 的 最 好 设计 吗 ? 具体 说 就 是 , 你 能 否 找 出 一 个 有 5 个 因子 16 个 
试验 的 分 式 设计 比 这 一 设计 具有 更 高 的 分 辨 度 ? 
在 Industrial and. Engineering Chemistry 上 的 一 篇 论文 ("More on Planning Experiments to 
Increase Research Efficiency", 1970, рр. 60-65) 中 , 用 25-2 设计 研究 A= 冷凝 温度 “日 = 材料 
1 的 量 、C= 溶剂 量 、D= 凝结 时 间 以 及 E= 材料 2 的 量 等 因子 对 产量 的 影响 . 结果 如 下 
e=23.2 ad=16.9 cd=23.8 bde = 16.8 
ab=15.5 bc— 16.2 асе = 23.4 abcde = 18.1 
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8.10 


8.11 


8.12 


8.13 


8.14 


8.15 


8.16 


8.17 


8.18 


8.19 


8.20 


8.21 


8.22 


8.23 


(a) 证 实 设计 所 用 的 生成 元 是 了 = ACE RH 1 = BDE. 

(b) 写 出 这 个 设计 的 完全 定义 关系 和 别名 . 

(c) 估计 主 效应 . 

(d) 写 出 方差 分 析 表 . 证 明 AB 和 AD 交互 作用 可 用 作 误 差 . 

(е) 画 出 残 差 对 拟 合 值 的 图 形 ， 并 面 出 残 差 的 正 态 概率 图 .评论 这 些 结果 . 

考虑 思考 题 8.7 的 簧 片 实验 ， 假 设 在 制造 移 片 时 因子 E (RKA) 非常 难于 控制 . 为 了 尽量 减少 自 

由 高 度 的 变异 性 ,不管 使 用 什么 淳 火 油 温 ， 你 将 怎样 设置 因子 A, B,C, D 的 水 平 ? 

选取 两 个 四 因子 交互 作用 作为 独立 生成 元 构造 一 个 27-2 设计 . 写 出 此 设计 的 完全 别名 结构 ， 列 出 方 

差分 析 表 . 这 个 设计 的 分 辨 度 是 几 ? 

考虑 思考 题 6.24 中 的 25 设计 . 假定 只 能 做 1/2 分 式 设计 实验 , ПІН, 取得 16 个 观测 值 需要 两 天 , 这 

就 需 用 二 区 组 的 2571 混 区 设计 . 构造 此 设计 并 分 析 这 些 数据 . 

分 析 思 考题 6.26 中 的 数据 , 把 它 作为 来 自 一 个 T = 4BCD 的 2 入: 设计 . 把 此 设计 投影 到 一 个 原先 

四 因子 的 显著 因子 子 集 的 完全 析 因 设计 中 ， 

M I= -ABCD 重 做 思考 题 8.12. 用 备 选 分 式 设计 是 否 改变 了 你 对 数据 的 解释 ? 

将 例 8.1 中 的 217! 设计 投影 为 因子 A 和 B 的 一 个 有 两 次 重复 的 22 设计 . 分 析 数 据 并 写 出 结论 . 

构造 一 个 20,7 设计 ,如果 实施 了 此 设计 的 完全 折 肥 设计 , 确定 可 被 估计 的 效应 . 

构造 一 个 2019 设计 , 如 果实 施 了 此 设计 的 完全 折 登 设计， 确定 可 被 估计 的 效应 , 

考虑 思考 题 8.15 中 的 25: 设计 , 车 此 设计 的 第 二 个 分 式 设计 是 取 因 子 A 的 反 号 试验 , 确定 可 被 估 

ERAN. 

HER 8.19 中 的 217 设计 得 到 一 个 八 因子 设计 . 证实 所 得 设计 是 一 个 2874 设计 , 这 是 最 小 的 设 

计 吗 ? 

HRA 201” 设 计 得 到 一 个 六 因子 设计 证实 所 得 设计 是 一 个 262 设计 . 将 此 设计 和 表 8.10 的 

207? 设计 进行 比较 . 

一 个 工业 工程 师 用 库存 系统 的 蒙特 卡 罗 模 拟 模型 进行 了 一 次 实验 ， 她 的 模型 的 独立 变量 是 订货 最 (A). 

再 订购 点 (B). MORE (C)、 预 订货 价 (D). Witt (E). 为 了 节省 计算 机 的 时 间 ， 她 决定 用 

T= ABD 和 了 = ВСЕ 的 2 和 52 设计 来 研究 这 些 因 子 ， 记 得 结果 为 ; de = 95, ае = 134, b = 158, 

abd = 190, cd = 92, ac = 187, bce = 155, abede = 185. 

(а) 证 实 给 出 的 处 理 组 合 是 正确 的 ， 假定 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 ， 估计 这 些 效 
DA 

(b) 假定 和 第 一 个 分 式 设计 相 加 的 第 二 个 分 式 设计 是 ，ade = 136, e — 93, ab = 187, bd — 153, 
acd = 139, c = 99, abce = 191, bede = 150. 这 第 二 个 分 式 设 计 是 怎样 求 得 的 ? 将 这 些 数据 添 
加 到 原来 的 分 式 设计 中 ,估计 效应 . 

(c) 假定 进行 了 试验 的 分 式 设计 是 абс = 189, ce = 96, bcd = 154, acde = 135, abe = 193, 
bde = 152, ad = 137, (1) = 98. 怎样 求 得 这 一 分 式 设计 ? 将 这 些 数据 添加 到 原来 的 分 式 设计 中 ， 
估计 效应 . 

构造 一 个 25-1 Wi. 说 明 此 设计 是 怎样 实施 在 两 个 区 组 中 的 , 每 区 组 有 8 个 试验 , 有 主 效应 或 二 因 

子 交 互 作用 与 区 组 相 泥 杂 蚂 ? 

构造 一 个 27-? 设计 , 说 明 此 设计 是 怎样 实施 在 а 个 区 组 中 的 , 每 区 组 有 8 个 试验 , 有 主 效应 或 二 因 

子 交 互 作 用 与 区 组 相 混杂 吗 ? 

2* 的 非 正 规 分 式 设计 [John(1971)]， 考虑 一 个 24 设计 . 必须 估计 4 个 主 效应 和 6 个 二 因子 交互 作 

№, 但 不 能 进行 完全 24 析 因 设计 实验 . 最 大 可 能 的 区 组 大 小 含有 12 个 试验 ， 这 12 个 试验 可 以 由 

I = £AB = £ACD = +ВСр 定义 的 , 由 4 个 1/4 分 式 设计 中 的 a 个 (去掉 主 分 式 ) 来 完成 假 

定 可 忽略 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 交互 作用 ， 为 了 估计 所 需 的 效应 ,应 该 怎样 把 除去 主 分 式 设计 后 


8.24 


8.25 


留 下 的 3 个 24-2 分 式 设计 组 合 起 来 ? 这 设计 可 看 作为 一 个 3/4 分 式 设计 . 

精炼 过 程 使 用 的 碳 阳 极 在 环形 炉 内 被 烘 烤 , 在 炉 内 进行 一 项 实验 来 确定 哪些 因子 影响 烘 烤 后 粘 在 阳极 
上 的 粘贴 材料 的 重量 ,考虑 6 个 变量 , 每 个 有 两 个 水 平 A= 树脂 / 细 石 比 (0.45, 0.55), B= ЖММ 
料 类 型 (1, 2), C= 粘贴 材料 温度 (室温 , 325), D= 导 气 管 位 置 (内 部 , 外 部 ), E= Hif (室温 , 195), 
下 = 粘贴 前 的 搁置 时 间 (0, 24 ММ). 做 一 个 297 设计 , 在 每 一 设计 点 做 3 次 重复 . 粘 在 阳极 的 粘贴 
材料 的 重量 用 克 为 单位 测量 ， 依 实验 顺序 所 得 的 数据 如 下 . 


abd = (984, 826,936); abcdef = (1 275,976, 1 457); be = (1 217,1 201,890); 
af = (1 474,1 164,1 541); def = (1 320,1 156,913); cd = (765, 705, 821); 


ace = (1 338,1 254,1 294); bef = (1 325,1 299,1 253) 


我 们 希望 粘 附 的 粘贴 材料 重量 最 小 . 

(a) 证 明 此 8 次 试验 对 应 于 一 个 201° 设计 , 别名 结构 是 什么 ? 

(b) 用 平均 重量 作为 一 个 响应 , 哪些 因子 是 有 影响 的 ? 

(c) 用 重量 的 极 差 作为 一 个 响应 , 哪些 因子 是 有 影响 的 ? 

(d) 你 会 向 工程 师 建议 些 什 么 ? 

一 半导体 制造 厂 进行 有 16 个 试验 的 实验 , 用 来 研究 6 个 因子 对 所 生产 的 基层 设备 弯曲 度 的 效应 . 这 
6 个 变量 及 其 水 平 如 下 : 


试验 层 压 温度 层 压 时 间 层 压 压力 燃烧 温度 燃烧 周期 燃烧 露点 
1 55 10 5 1580 17.5 20 
2 75 10 5 1580 29 26 
3 55 25 5 1580 29 20 
4 75 25 5 1580 17.5 26 
5 55 10 10 1580 29 26 
6 75 10 10 1580 17.5 20 
7 55 25 10 1 580 17.5 26 
8 75 25 10 1 580 29 20 
9 55 10 5 1 620 17.5 26 
10 75 10 5 1 620 29 20 
п 55 25 5 1 620 29 26 
12 75 25 5 1620 17.5 20 
13 55 10 10 1620 29 20 
14 75 10 10 1620 17.5 26 
15 55 25 10 1620 17.5 20 
16 75 25 10 1620 29 26 


每 个 试验 重复 做 4 次 , 测量 基层 的 弯曲 度 , 数据 如 下 : 

(a) 本 实验 用 了 哪 一 类 设计 ? 

(b) 此 设计 的 别名 关系 是 什么 ? 

(с) 哪些 过 程 变量 影响 平均 弯曲 度 ? 

(d) 哪些 过 程 变量 影响 弯曲 度 的 变异 性 ? 

(e) 如 果 尽 可 能 减 小 弯曲 度 是 重要 的 ， 你 会 提出 什么 建议 ? 


um Li BA 均值 та 
1 2 3 4 (10-“іш/іп) ^ (107^in/in) 

1 0.016 7 0.0128 0.0149 0.018 5 629 157.25 24.418 

2 0.006 2 0.006 6 0.004 4 0.002 0 192 48.00 20.976 

8 0.004 1 0.004 3 0.004 2 0.005 0 176 44.00 4.083 

4 0.007 3 0.008 1 0.003 9 0.003 0 223 55.75 25.025 
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(&) 
试验 LLLI Ei Б 
1 2 3 4 (10-“іп/іп) (10-“іп/іп) 
5 0.004 7 0.004 7 0.004 0 0.008 9 223 55.75 22.410 
6 0.021 9 0.025 8 0.014 7 0.029 6 920 230.00 63.639 
了 0.012 1 0.009 0 0.009 2 0.008 6 389 97.25 16.029 
8 0.025 5 0.025 0 0.022 6 0.016 9 900 225.00 39.42 
9 0.003 2 0.002 3 0.007 7 0.006 9. 201 50.25 26.725 
10 0.007 8 0.015 8 0.006 0 0.004 5 341 85.25 50.341 
1l 0.004 3 0.002 7 0.002 8 0.002 8 126 31.50 7.681 
12 0.018 6 0.013 7 0.015 8 0.015 9 640 160.00 20.083 
13 0.0110 0.008 6 0.010 1 0.015 8 455 113.75 31.12 
14 0.006 5 0.0109 0.0126 0.0071 371 92.75 29.51 
15 0.015 5 0.015 8 0.014 5 0.014 5 603 150.75 6.75 
16 0.009 3 0.0124 0.0110 0.013 3 460 115.00 17.45 


8.26 用 匀 胶 机 把 光 刻 胶 涂 在 裸 硅 片上 ， 这 是 在 早期 的 半导体 制造 过 程 中 常用 的 工艺 , 平均 涂 层 厚度 和 涂 层 
厚度 的 变异 性 对 下 一 道生 产 工序 有 重要 的 影响 . 该 实验 有 6 个 变量 , 这 些 变量 和 及 其 高 低 水 平 如 下 ， 


T 低 水 平 高 水 平 
最 终 自 旋 速度 7 350 转 /分 6 650 转 /分 
加 速度 5 20 
所 用 保护 材料 的 体积 3 ec 5 ec 
自 旋 时 间 148 6s 
保护 膜 材料 的 批 次 批 1 批 2 
排 气 压强 Ж mt 


实验 者 决定 用 2971 设计 , 并 在 每 一 片 硅 片 上 读 取 3 个 涂 层 厚度 数据 , 这 些 数据 如 表 8.37 MR: 
(a) 证 实 这 是 一 个 26-1 设计 , 讨论 此 设计 的 别名 关系 . 
(b) 是 什么 因子 影响 平均 涂 层 厚度 ? 
(с) 因为 使 用 保护 材料 的 体积 对 平均 厚度 的 影响 很 小 ， 这 对 生产 工程 师 来 说 是 否 有 重要 的 实践 意义 ? 
(9) 将 该 设计 投影 到 仅 关于 显著 性 因子 的 较 小 设计 中 , 用 图 形 显示 这 些 结果 ， 这 有 助 于 说 明 问题 吗 ? 
(е) 用 涂 层 厚度 的 极 差 作为 响应 变量 .是 否 显示 出 有 因子 影响 涂 层 厚度 的 变异 性 ? 
(б 你 给 工程 师 推荐 什么 条 件 来 进行 生产 ? 
Ж 8.37 BM 8.26 的 数据 


A B C D E F 涂 层 厚度 
试验 最 Ж 时 间 速度 加 速度 № 左 中 间 Ж 平均 RÉ 
1 5 Ж2 14 7350 5 ЖШ 4531 4631 4515 45257 16 
2 5 ЖІ 6 7350 5 жй 4446 4464 4428 4446 36 
3 3 #1 6 660 5 ЖШ 4452 4490 4452 44647 38 
4 3 #2 14 7350 20 ЖШ 4316 4328 4308 431723 20 
5 3 ШІ 14 7350 5 ЖШ 4307 4205 4289 4297 18 
6 5 ШІ 6 660 20 ЖШ 4470 4492 4405 44857 25 
7 3 ШІ 6 7350 5 ЖЕ 4496 4502 4482 44933 20 
8 5 #2 М 660 20 ЖШ 4542 4547 4538 45423 9 
9 5 Жі 14 660 5 ЖШ 4620 4643 4613 46257 30 
10 3 ЖІ 14 660 5 ЖЕ 4653 4670 4645 4656 25 
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dit 2 6 6 650 20 Е 4465 4496 4463 44747 33 
fit 2 14 6 650 5 ME 4653 4685 4665 4667.7 32 


32 3 批 2 14 6650 5 ЖІ, 4683 4712 4677 4690.7 35 
一 -一 4607 5 


8.27 作者 的 两 个 朋友 Harry 和 Judy Peterson-Nedry 在 俄 勒 网 的 Newberg A — MMi ЖІ -个 酿酒 厂 . 
他 们 种 植 了 几 种 不 同 的 苟 萄 并 酿造 莉 萄 酒 . 他 们 在 柄 酒 生产 中 将 析 因 设 计 用 于 生产 工艺 和 产品 的 改进 . 
本 问题 描述 了 对 他 们 的 1985 年 黑 比 诺 葡 萄 所 做 的 实验 ， 在 这 个 实验 中 最 初 用 到 了 8 个 变量 ， 变 量 
ATE. 


(%) 
A B С D E F 涂 层 厚 度 
试验 а ж ны 速度 加 速度 й Ж 中 间 Ж жы dx 
11 3 Ш2 14 660 20 ЖЕ 4480 4486 4470 44787 16 
12 з ЖІ 6 7350 20 ЖШ 4221 4233 4217 42237 16 
13 5 ШІ 6 660 5 ЖЕ 4620 4641 4619 46267 22 
14 3 Жі 6 6650 20 ЖЕ 4455 4480 4466 4467 25 
15 5 #2 14 7350 20 ÑE 4255 4288 4243 4262 45 
16 5 #2 6 7350 5 ЖЕ 4490 4534 4523 45157 44 
17 3 t2 14 7350 5 ЖЕ 4514 4551 4540 4535 37 
18 3 #1 14 660 20 ЖШ 4494 4503 4496 44977 9 
19 5 №2 6 7350 20 ЖШ 4293 4306 4302 43003 13 
20 з #2 6 7350 5 ЖШ 4534 4545 4512 45303 33 
21 5 #1 14 665 20 ШЕ 4460 4457 4436 4451 24 
22 з №2 6 6650 5 ЖЕ 4650 4688 4656 46647 38 
23 5 Жі 14 7350 20 ЖШ 4231 4944 4230 4235 14 
24 3 №2 6 7350 20 ЖЕ 4225 4228 4208 42203 20 
25 5 Жі 14 7350 5 ЖЕ 4381 4391 4376 43827 15 
26 3 #2 6 660 20 ЖШ 4533 4520 451 452.7 22 
27 3 Жі 14 7350 20 ЖЕ 4104 4230 4172 41987 58 
28 5 #2 6 660 5 ЖШ 4666 4695 4672 4677.7 29 
29 5 Ші 6 7350 20 ЖЕ 4180 4213 4197 41967 33 
5 
5 
3 


жон 低 水 平 (一 ) 高 水 平 (十 ) 
A= 黑 比 诺 无 性 系 玻 玛 (Pommard) 威 登 斯 维尔 (Wadenswil) 
B= 橡木 类 型 阿里 耶 型 特 朗 赛 型 
C= 桶 龄 陈 新 
D= ЖЕН МІН / rial 香槟 酒 类 蒙特 拉 酒 类 
Е= № 无 全 部 
F= 桶 的 烘 烤 轻 度 中 度 
G- 整 串 无 10% 
H= 发 酵 温 度 低 (最 高 75°F) 高 (最 高 92°F) 


他 们 决定 用 16 次 试验 的 2771 设计 . 葡萄 酒 由 一 个 专家 组 在 1986 年 3 月 8 号 进行 品尝 检测 . 
每 位 专家 将 所 品尝 的 16 个 葡萄 酒 样本 排序 , 序号 为 1 的 酒 是 最 好 的 此 设计 和 品尝 专家 小 组 的 结论 
见 表 8.38. 
(a) Harry 和 Judy 选用 的 设计 的 别名 关系 是 什么 ? 
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(b) 用 平均 序号 (g) 作为 响应 变量 , 分 析 这 些 数据 并 得 出 的 结果 ， 你 会 发 现 , 检查 效应 估计 量 的 正 态 


概率 图 是 有 帮助 的 . 


(с) 用 序号 的 标准 差 (或 某 一 恰当 的 变换 , 例如 ljn s) 作为 响应 变量 关于 8 个 变量 对 葡萄 酒 质量 的 


变异 性 的 效应 , 可 以 得 到 什么 结论 ? 


(a) 看 过 结果 后 , 他 们 认为 专家 组 中 有 一 成 员 (DOM) 对 啤酒 懂得 的 要 比 葡萄 酒 多 ， 所 以 他 们 决定 去 


挤 他 的 评定 结果 . 这 样 做 会 对 (b) 和 (с) 所 得 的 结果 与 结论 产生 什么 影响 ? 


(е) 假设 在 实验 刚 开 始 前 ，Harry 和 Judy 发 现在 法 国 订购 的 用 来 做 实验 的 8 只 新 桶 没有 按时 到 达 ， 


所 有 16 个 试验 都 只 好 用 旧 桶 做 实验 , 如 果 他 们 就 从 设计 中 去 掉 列 с, 这 一 点 会 对 设计 的 别名 关 
系 有 怎样 影响 ? 他 们 需要 从 头 开始 并 构造 新 的 设计 吗 ? 


(f) Harry 和 Judy 根据 经 验 知道 , 某 些 处 理 组 合 不 可 能 产生 好 的 结果 . 例如 , 让 8 个 变量 都 处 于 高 


水 平 来 做 实验 时 ,一般 会 得 到 低 度 的 葡萄 酒 , 这 一 点 在 1986 年 3 月 8 日 的 品尝 实验 中 得 到 证 实 . 
他 们 想 用 这 相同 的 8 个 变量 对 1986 的 黑 比 诺 葡萄 做 了 一 个 新 的 设计 , 但 是 他 们 不 想 要 8 个 因 


子 都 处 于 高 水 平 的 那个 试验 ， 你 会 建议 用 什么 设计 呢 ? 
Ж 8.38 ”葡萄酒 品尝 实验 的 设计 与 数据 


试验 5 Ж 专家 小 组 排序 统计 指标 
ABCDEFGH HPN_JPN_CAL DCM RGB y e 

1 m - 12 6 13 10 T 9.6 3.05 
2 + - E: +++ 10 T 14 14 9 10.8 3.11 
3 - + + ++ 14 13 10 ii- 15 12.6 2.07 
4 十 二 ++ - 9 9 7 9 1 9.2 1.79 
5 + +++ 8 8 nu 8 10 9.0 1.41 
6 + + + 十 16 12 15 16 16 15.0 1.73 
7 ++ + + 5 6 5 3 5.0 1.22 
8 + 十 十 十 15 16 16 15 м 15.2 0.84 
9 е" + 1 2 з 3 2 2.2 0.84 
10 + -++- +- 22 4 7 6 7.0 2.55 
п + + + 十 13 3 8 12 8 88 3.96 
12 十 + 十 - * 3 1 5 1 4 28 1.79 
8 - -++ - + + 2 10 2 4 5 4.6 3.29 
14 4 十 十 十 = 4 4 1 2 1 2.4 1.52 
1-4. lxx 5 15 9 боп 92 4.02 
16 十 十 十 十 十 十 十 十 1 — 14 12 13 13 126 114 


8.28 在 Quality Engineering 杂志 的 一 篇 论文 (“An Application of Fractional Factorial Experimental 
Designs", 1988, Vol.1, pp. 19-23) “В, M. B. Kilgo 描述 了 一 个 实验 , 该 实验 用 于 确定 CO2 压强 
(А). CO2 温度 (B). 花生 的 湿度 (C). CO» 的 流速 (D) 和 花生 的 粒度 (E) 对 每 批 花生 中 油 的 总 产 


ЖК (y) 的 影响 . 她 使 用 的 因子 水 平 列 在 表 8.39 中 . 下 面 是 她 做 的 16 个 试验 的 分 式 析 因 实验 ， 
(а) 所 用 是 什么 类 型 的 设计 ? 确定 该 设计 的 定义 关系 和 别名 关系 . 
(b) 估计 因子 的 效应 , 并 用 正 态 概率 图 初步 识别 出 重要 因子 . 


(c) 用 恰当 的 统计 分 析 方 法 , 对 (b) 中 所 找 出 的 对 花生 油 总 产 率 有 显著 性 影响 的 因子 ， 并 进行 假设 检 


ж. 
(d) 以 识别 出 的 重要 因子 为 回归 项 , 拟 合 一 个 可 以 预测 花生 油 总 产 率 的 模型 
(e) 分 析 此 实验 的 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 
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Ж 8.39 868 8.28 的 实验 的 因子 水 平 


A B с D E 
规范 水 平 ”压强 (105 帕 ) ”温度 (C) ”湿度 (重量 百分比 ) ”流速 ( 升 /分 钟 ) 粒度 (mm) 
-1 415 25 5 40 1.98 
1 550 95 15 60 4.05 


8.29 福特 汽车 公司 的 埃 塞 克 斯 铝 厂 的 工程 师 进行 了 一 个 关于 内 燃 机 排 气管 的 砂 型 铸造 实验 ， 实 验 采 用 10 
个 因子 16 次 试验 的 分 式 析 因 设计 , D. Becknell 的 论文 “Evaporative Cast Process 3.0 Liter Intake 
Manifold Poor Sandfill Study" (Fourth Symposium on Taguchi Methods, American Supplier 
Institue, Dearborn, МІ, 1986, pp. 120130) 描述 了 该 实验 .实验 目的 就 是 确定 10 个 因子 中 哪些 
因子 对 铸件 的 次 品 率 有 影响 , 这 个 设计 和 各 个 试验 观测 到 的 合格 铸件 比例 户 列 在 表 8.40 rp. 这 是 一 个 
分 辨 度 为 几 的 分 式 设计 , 生成 元 为 E = CD, F = Вр, G = ВС, H = AC, J = AB, K = ABC. 
假设 在 设计 的 每 个 试验 中 生产 的 铸件 数目 都 为 1 000. 


表 840 _ 砂 型 铸造 实验 


АЮ A B C D E сн ЈК P arcsin Vp F&T 的 改进 
1 ox ook o 0.958 1.364 1.363 
2 + - - + ++ - + 100 1.571 1.555 
3 es 十 - + + 0977 1.419 1.417 
4 + + - +- - -+ - 0775 107 1.076 
和 - + - - + + 0958 1.364 1.363 
6 +-+- -+-+ - 0.958 1.364 1.363 
7 -++-- - 4 - - - QBS 114 1.123 
8 + ++ - - + + + + 096 1259 1.259 
ELA S o ы + + + - 0679 0.969 0.968 
10 + - + - + - + 0.781 1.081 1.083 
u - + sp oe T SP, eme = + 1.000 1.571 1.556 
12 4 xoc 4o + - + - 086 1241 1.242 
13 - - + + + e = + + 0958 1.364 1.363 
а xpo р + - - 0818 1130 1.130 
15 С 46 axe WS A om 0.841 — 1.161 1.160 
16 + + + + ++ + + + + 095 1.357 1.856 


(а) 找 出 这 个 设计 的 定义 关系 和 别名 关系 . 
(b) 估计 因子 的 效应 , 并 用 正 态 概率 图 初步 识别 出 重要 因子 . 
(c) 用 上 面 (b) 中 所 识别 出 的 因子 拟 合 恰当 的 模型 . 
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(d) 画 出 模型 关于 预测 铸件 合格 率 的 残 差 图 ， 并 画 出 残 差 的 正 态 概率 图 评价 模型 适合 性 
(e) Æ (d) 中 你 应 该 注意 到 响应 的 方差 并 非常 数 这 一 信息 . (考虑 到 响应 是 比例 值 , 你 也 应 该 能 估计 到 
这 点 .) 先前 的 表格 也 列 出 了 的 一 个 变换 一 一 arcsin 的 平方 根 变换 , 它 是 一 个 广泛 用 于 比例 数 
据 的 稳定 方差 变换 (参见 第 3 章 中 关于 稳定 方差 的 讨论 ). 用 这 种 变换 后 的 响应 , 重 做 上 述 的 (а) 
到 (d), 并 评论 你 得 到 的 结果 . 特别 是 , 残 差 图 被 改进 了 吗 ? 
有 一 种 修改 的 反正 弦 平 方 根 变换 , 它 是 由 Freeman 和 Tukey 提出 的 (“Transformations Related 
to the Angular and the Square Root. " Annals of Mathematical Statistics, Vol. 21, 1950, 
рр. 607~611), 它 改进 了 关于 尾部 的 性 质 _F&T 的 修改 为 : 

[arcsin /nf/(n + 1) + arcsin y (np + 1)/(n + 1)]/2 
用 这 个 变换 重 做 (a) 到 (а), 并 评论 你 得 到 的 结果 . (要 知 关于 此 实验 的 一 个 有 趣 的 讨论 与 分 析 ， 
参见 S. Bisgaard ЖІ Н. T. Fuller 的 “Analysis of Factorial Experiments with Defects or 
Defectives as the Response", Quality Engineering, Vol. 7, 1994-1995, pp. 429~443.) 
克莱斯勒 汽车 公司 的 工程 师 进行 了 一 个 有 9 个 因子 16 次 试验 的 分 式 析 因 实验 , P. I. Hsieh 和 D. E. 
Goodwin 的 文章 “Sheet Molded Compound Process Improvement” (Fourth Symposium on 
Taguchi Methods, American Supplier Institue, Dearborn, MI, 1986, рр. 13-21) 描述 了 这 个 
实验 ， 实 验 目的 就 是 减少 可 开 式 模压 护 杨 板 的 末 道 漆 的 缺陷 数 。 这 个 设计 ， 以 及 各 次 试验 中 观测 到 
的 缺陷 数 c, 列 在 表 8.41 中 ， 这 是 一 个 分 辨 度 为 III 的 分 式 设计 ， 生 成 元 为 : E = BD, F = BCD, 
G — AC, H = ACD, J = AB. 


Ж 8.41_ 护 棚 缺 陷 实 验 
试验 A B C D E Е с H J c VE F&T 的 改进 


(f, 


i^ в E + - + 5 748 7.52 
3g - + - + - 17 412 418 
теа + + - 2 141 1.57 
АА, 3902 E» rds + + 4 200 242 
5 - - + + + -o 838 із 1.87 
6 + + + + + c - 4 20 242 
Wy nml dA. ші ome ems ie e + = 50 707 7.12 
ВАА Ы ea EA un “Ж + 2 14 1.57 
[S - + c + + + + 1 10 121 

0 + - -+ -+ - о op 0.50 

Ho- Roc 45-44-04 іт 1.87 

12 € ^ -  * - - - 4 1) 346 3.54 

в - - 4^ ££ -- - - 4 3 iim 1.87 

м+ж 43 - - o - 4 20 2.12 

15 + + + + + - - - 0 00 0.50 

бъ + o 542 2 43 4 0 00 0.50 


(а) 找 出 这 个 设计 的 定义 关系 和 别名 关系 . 

(b) 估计 因子 的 效应 , 并 用 正太 概率 图 初步 识别 出 重要 因子 . 

(c) 用 上 面 (b) 中 所 识别 出 的 因子 拟 合 恰当 的 模型 

(d) 画 出 关于 模型 预测 缺陷 数 的 残 差 图 ， 并 画 出 残 差 的 正 态 概 率 图 . 评价 模型 的 适合 

(е) 在 (d) 中 你 应 该 注意 到 响应 的 方差 并 非常 数 这 一 信息 . (考虑 到 响应 是 计数 型 变量 , 你 也 应 该 能 估 
计 到 这 点 .) 先前 的 表格 也 列 出 了 c 的 一 个 变换 - 平方 根 变换 , 它 被 广泛 用 于 计数 型 数据 的 
方差 稳定 变换 (参见 第 3 章 中 关于 稳定 方差 的 讨论 ). 用 这 变换 后 的 响应 , 重 做 上 述 的 (a) 到 (d), 
并 评论 你 得 到 的 结果 . 特别 是 , 残 差 图 被 改进 了 吗 ? 

有 一 种 修改 的 平方 根 变换 , 它 是 由 Freeman 和 Tukey 提出 的 (“Transformations Related to 
the Angular and the Square Root,” Annals of Mathematical Statistics, Vol. 21, 1950, pp. 


(f 
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607611), 它 改进 了 原先 的 性 能 . FET 对 平方 根 变换 的 修改 为 : 
[Ve vc 1]/2 


用 这 个 变换 重 做 (а) 到 (d)， 并 评论 你 的 结果 (要 知 关 于 此 实验 的 一 个 有 趣 的 讨论 与 分 析 ， 请 
参见 S. Bisgaard 和 H. T. Fuller 的 “Analysis of Factorial Experiments with Defects or 
Defectives as the Response", Quality Engineering, Vol. 7, 1994-1995, pp. 42977443.) 
8.31 为 了 研究 6 个 因子 对 于 晶体 管 增益 的 影响 ,一 个 半导体 工厂 进行 了 一 个 实验 该 实验 选择 的 设计 是 下 
面 的 26-2 设计 : 


标准 序号 试验 序号 A B [ D E F 增益 
1 2 - - - - - - 1455 
8 * - - - * - 151 

3 5 - 十 - - * 十 1 487 
4 9 * 十 - - - 十 1596 
5 3 = - + - + + 1430 
6 14 * - * - - 十 1 481 
了 n - * * - - - 1458 
8 10 * * + - + - 1549 
9 15 - - 十 - 十 1 454 
10 13 * - 十 + + 1517 
п 1 - + - + + - 1 487 
12 6 + + - + - 1596 
13 12 - - 十 十 十 - 1 446 
14 4 * - 十 + 1473 
15 7 + + + + 1461 
16 16 + + + 十 * 十 1563 


(а) 用 效应 的 正 态 概率 图 识别 显著 的 因子 . 
(b) 对 (а) 中 识别 出 的 显著 因子 作 合适 的 统计 检验 . 
(c) 分 析 残 差 并 评论 你 的 发 现 . 
(d) 你 能 找 出 一 组 使 产品 增益 在 1 50025 内 的 运行 条 件 吗 ? 

8.32 热处理 常用 于 碳化 金属 零件 ,如 齿轮 . 碳化 层 的 厚度 是 该 工序 的 关键 输出 变量 ， 它 通常 对 齿轮 的 齿 距 
(齿轮 的 齿 尖 ) 进行 碳 分 析 来 测量 ， 此 287 2 设计 要 研究 6 ANAF: A= 炉 温 ， B= 循环 时 间 , C= 碳 
RIE, D= 碳化 持续 时 间 , E= 扩散 循环 的 碳 浓 度 ，F= 扩散 循环 的 持续 时 间 ， 实 验 结果 如 表 中 所 列 . 


标准 序号 试验 序号 A B с D E F LL 
1 5 - - - - - - 74 
2 7 * - - - * - 190 
3 8 - * - - * * 133 
4 2 * * - - - * 127 
5 10 = + = + + 115 
6 12 + - * - - * 101 
7 16 - 十 十 - - - 54 
8 1 * * * = + = 144 
9 6 - - = + - + 121 

10 9 + - - * * * 188 
11 14 - 十 - * * - 135 
12 13 * 十 - * - - 170 
13 1 - 十 十 十 - 126 
14 3 + - + + - - 175 
15 15 - 十 十 十 - * 126 
16 4 十 十 十 十 + + 193 
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8.34 


8.35 
8.36 


8.37 


(a) 估计 因子 效应 并 画 出 它们 的 正太 概率 图 ， 选择 一 个 初始 模型 . 

(o) 对 这 个 模型 进行 恰当 的 统计 检验 . 

(c) 分析 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 . 

(9) 解释 该 实验 的 结果 , 假定 需要 的 碳化 层 的 厚度 在 140 至 160 之 间 . 

L. B. Hare 的 一 篇 文章 (“Іп the Soup: A Case Study to Identify Contributors to Filling Vari- 
ability", Journal of Quality Technology, Vol. 20, pp. 367-43) 里 描述 了 一 个 用 于 研究 干 汤 料 包 的 
装填 重量 变异 性 的 析 因 实验 ， 因 子 是 ，A= 蔬菜 油 的 加 料 口 个 数 (1, 2), B= 混合 物 的 环境 温度 (9, 
Ж), C= 混合 时 间 (60 E», 80 #), D= 批 的 重量 (1 5001b, 2 000 1b), E= 混合 与 包装 的 间隔 天 
数 (1, 7). 设计 的 每 个 试验 中 , 8 小 时 内 被 抽取 的 汤 料 包 数 量 在 125 到 150 之 间 , 汤 料 包 重量 的 标准 
差 作为 响应 变量 .设计 与 所 得 的 结果 见 下 表 . 


标准 序号 A B с D E y 
Sena 温度 时 间 批 的 重量 搁置 时 间 标准 差 
1 E 5 Ес = - 143 
2 * - - - * 1.25 
3 - * - - * 0.97 
4 * + - - 17 
5 d * - * 147 
6 十 十 - - 1.28 
7 - * * - 1.18 
8 + + + + 0.98 
9 - + + 0.78 
10 * - + 2 1.36 
п - + + - 1.85 
12 + + + + 0.62 
13 + + - 1.09 
14 + + + + 11 
15 Е + + + nr 0.76 
十 十 + - 2.1 


16 + 5 
<n + + - ?1 
(a) 这 个 估计 的 生成 元 是 什么 ? 

(b) 这 个 设计 的 分 辨 度 是 什么 ? 

(c) 估计 各 因子 效应 , 哪些 效应 是 大 的 ? 

(d) 残 差分 析 是 否 表 明了 采用 的 假定 有 问题 ? 

(e) 对 这 个 装填 工序 能 得 到 什么 结论 ? 

考虑 2072 设计 

(a) 假设 通过 改变 列 B 的 符号 取代 改变 列 4 的 符号 , ORT RH, 则 该 组 合 的 设计 估计 的 效应 会 
有 什么 改变 ? 

(b) 假设 通过 改变 列 E 的 符号 取代 改变 列 А 的 符号 , 折 耸 了 此 设计 ， 则 该 组 合 的 设计 估计 的 效应 会 
有 什么 改变 ? 

考虑 215? 设计 . 若 通过 改变 列 А 的 符号 折 友 此 设计 , 确定 该 组 合 的 设计 的 别名 关系 . 

考虑 思考 题 8.34 中 的 273 设计 . 

(а) 车 通过 改变 列 B МЕРЕКЕДЕН, 确定 该 组 合 的 设计 的 别名 关系 . 

(b) 比较 这 个 组 合 的 设计 与 问题 8.35 中 得 到 的 组 合 的 设计 的 别名 ， 改变 不 同 列 的 符号 会 导致 什么 不 
同 的 结果 ? 
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(а) НТН АЈА А (只 取 正 号 ) 得 到 , 决定 组 合 的 设计 的 别名 关系 . 
(b) ЖИА 的 负 号 来 定义 部 分 折 登 ， 重 做 上 述 (a). 用 不 同 符号 定义 部 分 折 直 是否 有 所 不 同 ? 

8.88 考虑 2872 的 一 个 部 分 折叠. 假设 这 个 设计 的 部 分 折 到 是 取 列 4 的 相反 符号 得 到 , 但 保留 的 8 个 试验 
是 列 C 取 正 号 的 那些 试验 , 确定 该 组 合 设计 别名 关系 . 

8.39 考虑 271“ 的 部 分 折合 假设 这 个 设计 的 部 分 折 丰 是 由 列 А (RRES) 构造 的 ， 确 定 该 组 合 设计 的 
别名 关系 . 

840 考虑 2512 HRANE. 假设 这 个 设计 的 部 分 折 登 是 由 列 А (只 取 正 号 ) 构造 的 ， 确 定 该 组 合 设计 的 
别名 关系 . 

8.41 重新 考虑 例 8.1 的 217! 设计 . 显著 因子 为 ， 4, C, D, AC + BD, AD + BC， 找 出 能 使 交互 作用 
AC, BD, AD, BC 可 被 估计 的 部 分 折 登 设计 . 
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与 分 式 析 因 设计 
本 章 纲要 
91 3* 析 因 设计 93 3* 析 因 设计 的 分 式 重复 
9.1.1 3* 设计 的 记号 和 引进 动机 өза 3* 析 因 设计 的 1 分 式 设计 
9.1.2 32 设计 9.32 其 他 的 3k-P 分 式 析 因 设计 
9.1.3 33 设计 94 ”混合 水 平 的 析 因 设计 
9.1.4 一 般 的 3* 设计 941 二 水 平和 三 水 平 的 因子 
92 3* 析 因 设计 的 混 区 设计 942 二 水 平和 四 水 平 的 因子 
9.2.1 三 区 组 的 3* 析 因 设计 第 9 章 补充 材料 
9.2.2 九 区 组 的 3k 析 因 设计 S9.1 3* 设计 的 Yates 算法 
9.23 3» 个 区 组 的 3* 析 因 设计 592 三 水 平和 泥 合 水 平 设计 中 的 别名 


第 6 章 至 第 8 章 讨论 的 二 水 平 析 因 设 计 和 分 式 析 因 设计 系列 广泛 应 用 于 工业 研究 与 开发 , 
有 时 会 使 用 这 些 设计 的 某 些 推广 和 变形 , 例如 所 有 因子 都 为 三 水 平 的 设计 . 本 章 将 讨论 这 些 3 
设计 . 我 们 还 将 考虑 某 些 因子 为 二 水 平 , 另 一 些 因子 为 三 水 平 或 四 水 平 的 设计 . 
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现在 讨论 3* 析 因 设计 , 也 就 是 , 有 大 个 因子 、 每 个 因子 有 3 个 水 平 的 析 因 设计 . 因子 和 交 
互 作用 将 用 大 写字 母 表示 . 我 们 把 因子 的 3 个 水 平 看 作 低 、 中 、 高 . 这 些 因 子 水 平 可 用 几 种 不 同 
的 记号 表达 , 其 中 之 一 是 以 数字 0( 低 )、1( 中 )、 2( 高 ) 表示 因子 各 水 平 , 3* 设计 的 每 个 处 理 组 合 
用 上 个 数字 表示 , 其 中 第 1 个 数字 表示 因子 A 的 水 平 , 第 2 个 数字 表示 因子 В 的 水 平 , …, 第 
个 数字 表示 因子 K 的 水 平 . 例如 , 在 3? 设计 中 , 00 表示 对 应 于 A 和 B 都 处 于 低 水 平 的 处 理 

合 , 01 表示 对 应 于 A 处 于 低 水 平 、B 处 于 中 水 平 的 处 理 组 合 . 图 9.1 和 图 9.2 用 这 种 记号 分 
别 给 出 了 З? 和 33 设计 的 几何 表达 . 

这 一 记号 系统 也 可 用 于 前 面 介绍 的 2* 设计 , 只 要 分 别 用 0 和 1 代替 -1 和 +1 即 可 . 在 2* 
设计 中 , 我 们 宁愿 用 士 1 记号 ， 因为 它 使 设计 的 几何 观点 变 得 更 为 方便 , 而 且 它 可 以 直接 应 用 于 
回归 模型 、 区 组 化 以 及 分 式 析 因 设计 的 建构 . 

在 3* 设计 系统 中 , 对 于 定量 因子 ， 我 们 常 把 它们 的 低 、 中 、 高 水 平分 别 记 为 —1,0, +1. 这 
便于 拟 合 响应 关于 因子 水 平 的 回归 模型 (regression model). 例如 , 考虑 图 9.1 中 的 3? 设计 , 设 
mi 表示 因子 A, z2 表示 因子 B. 响应 y 关于 zl іт) 的 回归 模型 可 记 为 


Y = Во + Віті ava + Вуотіто + Piz? + бәт? + € (9.1) 
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注意 , 增加 因子 的 第 3 个 水 平 就 容许 响应 和 设计 因子 之 间 的 关系 用 二 次 函数 模拟 . 


022 122 222 


1 
因子 4 因子 4 
图 9.1 3? 设计 的 处 理 组 合 图 9.2 33 设计 的 处 理 组 合 


3* 设计 的 确 是 关心 响应 函数 弯曲 性 的 实验 者 的 一 个 可 能 选择 . 不 过 , 有 两 点 必须 考虑 : 

(1) 3* 设计 不 是 模拟 二 次 关系 最 有 效 的 方法 . 第 11 章 讨论 的 响应 曲面 设计 是 更 好 的 方法 . 

(2) 如 第 6 章 所 讨论 的 , 添加 中 心 点 的 2* 设计 是 得 到 弯曲 性 特征 的 极 好 方法 ， 它 容许 人 
们 把 设计 的 大 小 和 复杂 性 保持 在 低 的 程度 上 , 并 同时 得 出 一 些 针 对 弯曲 性 的 保护 措施 . 因此 , 如 
果 弯 曲 性 很 重要 , 就 可 以 如 图 6.37 所 示 , 在 二 水 平 设计 的 基础 上 增加 若干 轴 点 上 的 试验 (axial 
run) 来 获得 中 心 复合 设计 . 这 种 实验 的 序 贯 方法 比 带 有 定量 因子 的 3* 设计 的 效率 高 得 多 
9.1.2 3? 设计 

3* 系统 中 最 简单 的 设计 是 32 设计 , 它 有 两 个 因子 , 每 个 因子 有 3 个 水 平 . 此 设计 的 处 理 组 
合 见 图 9.1. 因为 有 3? = 9 个 处 理 组 合 , 所 以 这 些 处 理 组合 间 有 8 个 自由 度 . 4 和 В 的 主 效应 
各 有 两 个 自由 度 , AB 交互 作用 有 4 个 自由 度 . 如 果 有 n 次 重复 , 则 有 32n — 1 个 总 的 自由 度 和 
32(n - 1) 个 误差 自由 度 , 

A, B, AB 的 平方 和 可 用 第 5 章 讨论 的 关于 析 因 设计 的 通常 方法 来 计算 , 如 (9.1) 式 所 示 ， 
每 个 主 效应 可 表达 为 一 个 线性 分 量 和 一 个 二 次 分 量 , 每 一 分 量 都 是 单 自 由 度 的 . 当然 , 这 只 在 因 
子 是 定量 的 时 候 才 有 意义 . 

二 因子 交互 作用 AB 可 用 两 种 方法 分 解 . 第 一 种 方法 是 把 AB 分 为 4 个 单 自 由 度 的 分 量 
ABLxL, 4Brxe, ABexL, АВахо. 这 些 分 量 分 别 可 通过 拟 合 项 Blaziza, Blazziz3, P2223, 
Bi1227?z3 得 到 , 并 已 在 例 5.5 中 作 了 具体 说 明 , 对 于 刀具 寿命 数据 , 可 以 得 出 554в, х, = 8.00, 
S54BLxg = 42.67, S54poxi = 2.67, 55лва,а = 8.00， 因 为 这 是 AB 的 正 交 分 解 , 所 以 
3546 = SSAB,,, 十 934Brxg + SSABoxL 十 S94paxa = 61.34. 

第 二 种 方法 基于 正 交 拉丁 方 . 考虑 例 5.5 中 各 处 理 组 合 下 数据 的 和 , 这 些 和 列 于 图 9.3 Ф, 
ЖОРЖ, 两 个 因子 A 和 В 分 别 对 应 于 某 一 3x3 拉丁 方 的 行 和 列 . 图 9.3 是 两 
个 特定 的 、 又 加 了 单元 和 的 3x3 拉丁 方 . 

这 两 个 拉丁 方 是 正 交 的 , 也 就 是 说 , 如 果 将 一 个 拉丁 方程 在 另 一 拉丁 方 之 上 , 则 第 一 个 拉丁 
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方 的 每 一 个 字母 和 第 二 个 拉丁 方 的 每 一 个 字母 在 一 起 只 出 现 一 次 ， 拉 丁 方 (a) 的 字母 站 和 是 
Q = 18, R = -2 5 = 8, 其 平方 和 是 [18? + (-2)* + 8?]/(3)(2) — [242/(9)(2)] = 33.34, 有 
两 个 自由 度 . 同 理 , 拉丁 方 (b) 的 字母 总 和 是 Q = 0, R 6, 5 = 18, 其 平方 和 是 [0 + 6? 十 
18?]/(3)(2) — [242/(9)(2)] = 28.00, 有 两 个 自由 度 . 这 两 个 分 量 的 和 是 

33.34 + 28.00 = 61.34 = 9945 


有 2+2=4 个 自由 度 . 
жж) 因子 了 


G| 5 
R 4 Q E 
LOLOLO| OlG 
(а) (b) 
图 9.3 例 5.5 处 理 组 合 内 的 和 县 加 在 两 个 正 交 的 拉丁 方 上 
一 般 地 , 由 拉丁 方 (a) 算得 的 平方 和 叫做 交互 作用 的 АВ 分 量 , 由 拉丁 方 (b) 算得 的 平方 
和 叫做 交互 作用 的 AB? 分 量 . 分 量 4 和 AB? 各 有 两 个 自由 度 . 之 所 以 使 用 这 一 专门 名 词 ， 


是 因为 , 如 果 分 别 用 ті 和 zs 记 4 和 В 的 水 平 (0, 1,2) ， 则 会 发 现 单元 上 的 字母 服从 如 下 
规律 : 


ати 
© 


© 
© 
OO Or 


拉丁 方 (a) 拉丁 方 (b) 
Q: zı + 22 = 0 (mod 3) Q : zı + 222 = 0 (mod 3) 
R: s +g = 1 (mod 3) S : £1 + 212 = 1 (mod 3) 
S : z1 22 = 2 (mod 3) R: zı d 222 = 2 (mod 3) 


例如 , 在 拉丁 方 (b) 中 , 中 间 单 元 对 应 于 z1 = 1 和 x2 = 1, 于 是 zl +222 = 1 + (2)(1) = 3 = 
0(mod 3), 从 而 Q 占据 正中 央 单元 , 当 考 虑 形 如 A? B? 的 表达 式 时 , 为 方便 起 见 , 只 允许 第 一 
个 字母 的 指数 是 1. 如 果 第 一 个 字母 的 指数 不 是 1 的 话 , 则 将 整个 表达 式 平方 , 然后 将 指数 按 模 
数 为 3 化 简 . д, A*B 和 AB? 相同 , 因为 


AB = (А2В)? = A'B? = AB? 


AB 交互 作用 的 分 量 AB 和 分 量 AB? 没有 实际 意义 ， 通常 也 不 在 方差 分 析 表 中 显示 出 来 . 
不 过 , 在 构造 更 为 复杂 的 设计 时 , 把 AB 交互 作用 分 解 为 两 个 正 交 的 二 自由 度 的 分 量 是 很 有 用 
的 . 还 有 , 交互 作用 的 分 量 АВ 和 分 量 АВ? 和 ABLx i， ABLxQ, АВохі, АВохо 的 平方 和 
之 间 没有 关系 . 

交互 作用 的 分 量 АВ 和 分 量 АВ? 可 以 用 另外 的 方法 计算 . 考虑 图 9.3 拉丁 方 的 各 处 理 组 
合 的 和 , 如 果 把 从 左上 到 右 下 的 对 角 线 的 数 加 起 来 , 就 得 到 和 数 _3 二 4 一 1 二 0,-3+ 10-1 = 
6,5+11+2=18. 这 些 和 数 之 间 的 平方 和 是 28.00(4B?). 同 理 ， 从 右上 到 左下 对 角 线 上 的 和 数 
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是 5 二 4 一 1=8, 一 3 十 2 一 1 = 一 2, 一 3 十 11 十 10 = 18. 这 些 和 数 之 间 的 平方 和 是 33.34(4B). 
Yates 称 交互 作用 的 这 些 分 量 为 交互 作用 的 了 分量 和 J 分 量 . 交替 使 用 这 两 种 记号 , 也 就 是 ， 


I(AB) = AB?, J(AB) = AB 


9.1.3 33 设计 

现在 假定 有 3 个 因子 (A, B, С) 要 研究 , 每 个 因子 有 3 “ЖҰ, 安排 析 因 设计 实验 . 这 是 
一 个 33 析 因 设计 , 实验 的 安排 和 处 理 组 合 的 记号 见 图 9.2. 27 个 处 理 组 合 有 26 个 自由 度 . 每 个 
主 效 应 有 2 个 自由 度 , 每 个 二 因子 交互 作用 有 4 个 自由 度 , 三 因子 交互 作用 有 8 个 自由 度 . 如 果 
Tin 次 重复 , 则 有 33n - 1 个 总 自由 度 和 3? (n 一 1) 个 误差 自由 度 . 

平方 和 可 用 析 因 设计 的 标准 方法 计算 , 此 外 , 如 果 因子 是 定量 的 , 则 主 效 应 可 分 解 为 单 自由 
度 的 线性 分 量 和 二 次 分 量 , 二 因子 交互 作用 可 分 解 为 线性 x 线性 、 线 性 x 二 次 、 二 次 x 线性 
以 及 二 次 x 二 次 的 效应 . 最 后 , 三 因子 交互 作用 可 分 解 为 8 个 单 自由 度 的 分 量 , 对 应 于 线性 x 
线性 x 线性 、 线性 x 线性 x 二 次 , 等 等 . 三 因子 交互 作用 的 这 种 分 解 一 般 说 来 不 大 有 用 . 

也 可 以 把 二 因子 交互 作用 分 解 为 它 的 了 分 量 和 J 分量 . 这 些 分 量 记 为 AB, АВ?, AC, AC?, 
BO, BC?, 每 个 分 量 有 两 个 自由 度 , 和 32 设计 一 样 , 这 些 分 量 没有 具体 意义 . 

三 因子 交互 作用 ABO 可 分 解 为 4 个 正 交 的 二 自由 度 分 量 , 通常 叫做 交互 作用 的 W, X, Y, 
2 ЯЖ, 也 可 以 分 别 记 为 ABC 交互 作用 的 AB"C?, АВ?С, ABC?, ABC 分 量 . 两 种 记号 交 
ЖИЕНІ, 也 就 是 ， 


W(ABOC) = AB?C?, Х(АВС)- AB?O, 
Ұ(АВС)- АВС, 2(АВС) = ABC 
注意 第 一 个 字母 的 指数 不 能 异 于 1， 和 了 分 量 与 J 分 量 相同 , W, X, Y, 2 分 量 没有 实际 意义 . 
不 过 , 它们 可 用 于 构造 更 为 复杂 的 设计 . 
例 9.1 一 台 机 器 用 来 把 软饮料 糖浆 灌注 在 5 加 仑 的 金属 容器 内 感 兴趣 的 变量 是 由 起 泡沫 引起 的 糖 
浆 损失 量 ， 设 想 影 响起 泡沫 的 有 3 个 因子 ， 喷 路 设计 (A), MERE (B) 和 操作 压强 (C)， 选 取 3 种 喷 
Mi. 3 种 灌注 速度 和 3 种 操作 压强 进行 有 两 次 重复 的 33 析 因 实 验 .规范 数据 见 表 9.1. 


表 9.1 例 9.1 的 糖浆 损失 数据 (单位 , 立方 厘米 —70) 


喷嘴 类 型 (A) 
压强 (psi) 1 2 3 
(с) 速度 ( 转 /分 )(B) 
100 120 140 100 120 140 100 120 140 
-35 -45 -40 17 -65 20 -39 -55 15 
10 25 -60 15 24 一 58 4 -35 -67 30 
110 -10 80 55 一 55 110 90 -28 110 
15 75 30 54 120 -44 44 113 -26 135 
4 -40 81 23 -64 -20 -30 -61 54 
2 5 -30 36 -5 -62 -31 -55 -52 4 


糖浆 损失 数据 的 方差 分 析 见 表 9.2. 用 通常 的 方法 计算 平方 和 . 我 们 看 到 灌注 速度 和 操作 压强 在 统计 意 
义 上 是 显著 的 . 所 有 3 个 二 因子 交互 作用 都 是 显著 的 ， 二 因子 交互 作用 的 图 解 分 析 见 图 9.4. 中 等 水 平 的 束 
度 效果 最 好 , 喷嘴 类 型 2 和 类 型 3、 低 压强 (10 psi) 或 高 压强 (20 psi) 对 减少 糖浆 损失 看 来 最 有 效 . 
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Bl 9.1 说 明了 三 水 平 设计 经 常 应 用 的 情况 : 一 个 或 多 个 因子 是 定性 的 , 自然 地 取 3 个 水 平 , 其 余 因 子 
是 定量 的 ， 本 例 中 假设 只 对 3 种 喷嘴 设计 有 兴趣 ， 显 然 它 是 具有 所 需 的 有 3 个 水 平 的 定性 因子 ， 灌 注 速度 
和 操作 压强 都 是 定量 因子 . 因此 , 可 以 在 喷嘴 因子 的 每 个 水 平 上 , 分 别 拟 合 两 个 因子 (速度 和 压强 ), 如 (9.1) 
式 所 示 的 二 次 模型 . 
表 9.2 糖浆 损失 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Pi 
А, 喷嘴 993.77 2 496.89 117 0.325 6 
В, 速度 61 190.33 2 30 595.17 71.74 « 0.000 1 
C, 压强 69 105.33 2 34 552.67 81.01 « 0.000 1 
AB 6 300.90 4 1575.22 3.69 0.016 0 
AC 7 513.90 4 1878.47 440 0.007 2 
BC 12 854.34 4 3 213.58 7.53 0.000 3 
ABC 4 628.76 8 578.60 1.36 0.258 0 
误差 11 515.50 27 426.50 
总 和 174 102.83 53 
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喷嘴 类 型 (4) 喷嘴 类 型 (4) 速度 ( 转 /分 )(D) 


(а) (b) (ә 
图 9.4 例 9.1 的 二 因子 交互 作用 


表 9.3 列 出 了 这 些 二 次 回归 模型 . 在 这 些 模型 中 , 用 标准 线性 回归 的 计算 机 程序 估计 B. (第 
10 章 将 详细 讨论 最 小 二 乘 回归 法 . ) 在 这 些 模型 中 , 变量 z， 和 cs 像 前 面 一 样 被 规范 为 -1, 0, 
+1, 可 以 对 压强 和 速度 的 自然 水 平 指定 下 列 规范 水 平 ， 


规范 水 平 速度 ( 转 /分 ) 压强 (psi) 


-1 100 10 
0 120 15 
十 1 140 20 


表 9.3 分 别 以 这 些 规范 水 平和 速度 与 压强 的 自然 水 平 给 出 了 相应 的 模型 . 
图 9.5 显示 了 在 每 一 种 喷嘴 类 型 下 , 作为 速度 和 压强 的 函数 的 糖浆 损失 为 常数 时 的 响应 曲 
面 等 高 线 图 . 这些 图 揭示 了 此 灌注 系统 性 能 的 大 量 的 有 用 信息 . 由 于 实验 目标 是 最 小 化 糖浆 损 
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R, 而 所 观测 到 的 最 小 的 等 高 线 (-60) 仅 出 现在 喷嘴 类 型 3 的 等 高 线 图 中 , 所 以 可 以 选用 喷嘴 类 
型 3. 应 该 选 接近 中 间 水 平 120 转 /分 的 灌注 速度 , 以 及 高 水 平 或 低 水 平 的 压强 . 


39.3 009.1 的 回归 模型 

喷嘴 类 型 ті- 速度 (5), z2= 压强 (P) 的 规范 单位 
9 = 22.1+ 3.521 + 16.312 十 51.7z? — 71.822 + 2.92112 

ў = 1217.3 — 31.2565 + 86.017 尸 十 0.129 1752 — 2.873 3P2 + 0.028 755P 
ӯ = 25.6 — 22.811 — 12.312 + 14.122 — 56.922 — 0.70112 
80.1 — 9.4755 + 66.ТБР + 0.03552 — 2.276 7Р2 — 0.007 58Р 
9 = 15.1 十 20.3rl + 5.922 + 75.822 — 94.922 + 10.52122 
ў = 1 940.1 — 46.0585 + 102.48P + 0.189 5852 — 3.796 7Р2 + 0.105SP 


20.00 20 TÉ 
14 NSS ік EXE 
16 SEA 16.67] 
E 15.00) Е 15 中 
13.33| 13 е) 
1. 11.67 
104 2 10.00] SL 


а А ығы 1133 Eg 126.7 133:3 140.0 100.0 106.7 113.3 RE 126.7 133.3 140.0 


(а) WAR 1 (b) RAN 2 


40.00 
20.00 


10.00 қ 
100.0 106.7 1133 1200 1267 T333 140.0 
速度 
(c) 喷嘴 类 型 3 


图 9.5 Жол 中 对 喷嘴 类 型 1, 2, 3, 作为 速度 和 压强 函数 的 糖浆 损失 
(单位 ; cc -70) 为 常数 时 的 等 高 线 图 


对 同时 具有 定量 和 定性 因子 的 实验 构造 等 高 线 图 时 , 通常 会 发 现 , 在 定性 因子 的 不 同 水 平 下 ， 
定量 因子 的 曲面 形状 有 极 大 的 差异 . 图 9.5 在 某 些 程度 上 有 醒目 的 差异 , 喷嘴 类 型 2 的 曲面 形状 
明显 比 喷嘴 类 型 1 与 类 型 3 的 曲面 狭长 . 此 时 , 这 意味 着 在 定性 因子 的 不 同 水 平 下 , 定量 因子 的 
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最 优 操作 条 件 (和 其 他 重要 结论 ) 有 极 大 的 差异 . 

我 们 用 例 9.1 的 数据 来 具体 说 明 ABC 交互 作用 是 如 何 分 解 为 它 的 4 个 正 交 的 二 自由 度 的 
分 量 的 ，Cochran and Cox (1957) 和 Davies (1956) 描述 了 一 般 的 方法 . 首先 , 选取 3 个 因子 
中 的 任意 两 个 , 比方 说 AB, 计算 AB 交互 作用 在 第 3 个 因子 С 的 各 水 平 处 的 工 总 和 与 J 总 
和 . 这 些 计算 如 下 ; 


A 总 和 
e 2 1 2 3 I J 
100 -60 41 74 198 -222 
10 120 -105 -123 -122 -106 -79 
140 -25 24 15 -155 -158 
100 185 175 203 331 238 
15 120 20 -99 -54 255 440 
140 134 154 245 377 285 
100 9 -28 -85 -59 -144 
20 120 -70 -126 113 -74 -40 
140 67 51 58 -206 -155 
一 б - NN 


现在 , (Ав) 与 J(AB) 的 总 和 与 因子 С 一 起 以 双向 表 方式 列 出 , 并 在 这 个 新 显示 方式 表 中 计 
算出 了 和 J 的 对 角 线 总 和 : 


一 
c АВ) E 0 АВ) БЕКІ НЕҢ 
Iy I J 
10 -198 106 155 -149 41 10 -222 -79 -158 63 138 
15 331 255 377 212 19 15 238 440 285 62 4 
20 59 74 206 102 105 20 144 -40 155 40 23 


上 面 算得 的 了 与 的 对 角 和 实际 上 代表 量 TU(AB) x C] = AB?C?, J[I(AB) x C] = AB?C, 
I[J(AB) x C] = ABC? 以 及 JU(AB) x C] = ABC, ABC 的 wW, X, Y, Z 分 量 . 用 通常 
的 方法 求 平 方 和 , 也 就 是 ， 

. (165)? 


HI(B)xC] = ABC? (АВС) 149 + Q12) + qon* S авии 
JII(AB)xC] = AB?C = Х(АВС) = ау жазу + 10s? ЕЧ пв? = 221.77 
I[J(AB)xC] = ABC? = Ү(АВС) = (607 + (G9 + oj 3 d = 18.77 


ЛҚАВхС|- ABC = Z(ABO) = Оза? ау + aa = ges = 58411 


虽然 这 是 SSAnc 的 一 种 正 交 分 解 , 但 我 们 再 次 指出 ， 习惯 上 不 把 它 显示 在 方差 分 析 表 中 . 在 随 
后 各 节 中 , 我 们 有 机 会 讨论 这 些 分 量 的 一 个 或 多 个 计算 法 . 


9.14 ”一般 的 s* 设计 
在 3? 设计 和 33 设计 中 所 用 的 概念 , 可 以 立即 推广 到 有 大 个 因子 、 每 个 因子 有 3 个 水 平 的 
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情况 , 即 3* 析 因 设计 中 去 处 理 组 合用 通常 的 记号 , 所 以 0120 表示 3* 设计 的 一 个 处 理 组 合 ， 
ЖАЯР 处 于 低 水 平 , B 处 于 中 水 平 ,C 处 于 高 水 平 . 共有 3* 个 处 理 组 合 , 它们 之 间 有 3* — 1 
个 自由 度 , 这 些 处 理 组 合 可 以 确定 上 个 二 自由 度 的 主 效应 的 平方 和 ， 个 四 自由 度 的 二 因子 


交互 作用 的 平方 和 , -……, 以 及 一 个 2* 自由 度 的 k 因子 交互 作用 的 平方 和 . 一 般 地 , h 个 因子 交 
互 作用 有 2* 个 自由 度 . 如 果 有 n 次 重复 , 则 有 3*n 一 1 个 总 自由 度 和 3*(n – 1) 个 误差 自由 度 . 

用 通常 对 析 因 设计 使 用 的 方法 计算 效应 和 交互 作用 的 平方 和 . 三 因子 交互 作用 及 更 高 阶 的 
交互 作用 一 般 不 再 进一步 分 解 . 不 过 , 任 一 h 个 因子 的 交互 作用 有 2^7! 个 正 交 的 二 自由 度 分 
Ж. pin, 四 因子 的 交互 作用 ABCD, 有 24-1 = 8 个 正 交 的 二 自由 度 分 量 , 记 为 ABCD?, 
ABC? D, AB*CD, ABCD, ABC?D?, 4B2C2D, AB?CD?, 以 及 AB?C?D?. 在 写 这 些 分 量 
时 , 第 一 个 字母 的 指数 只 能 是 1. 如 果 第 一 个 字母 的 指数 不 是 1, 则 将 整个 式 子平 方 一 下 , 然后 对 
指数 按 模 数 3 简化 . 为 了 表明 这 一 点 , 请 看 


A! BCD = (42BCD)2 = A! C? D? = Ap? c? p? 


这 些 交互 作用 分 量 没有 具体 意义 , 但 在 构造 更 复杂 的 设计 时 会 有 用 . 

设计 的 大 小 随 着 的 增加 而 迅速 增加 . 例如 , З? 设计 每 一 重复 有 27 个 处 理 组 合 , 34 设计 
有 81 个 , З? 设计 有 243 个 , 等 等 . 因此 , 通常 只 考虑 3* 设计 的 单 次 重复 , 并 把 较 高 阶 的 交互 作 
用 组 合 起 来 作为 误差 的 估计 量 ， 作 为 说 明 , 如 果 三 因子 交互 作用 和 更 高 阶 的 交互 作用 可 被 忽略 ， 
Ju З? 设计 的 单 次 重复 有 8 个 误差 自由 度 , 34 设计 有 48 个 误差 自由 度 , 对 k 23 个 因子 说 来 , 这 
些 设计 仍 是 较 大 的 设计 , 因而 不 太 有 用 . 


9.2 3* 析 因 设计 的 混 区 设计 


即使 考虑 3* 设计 的 单 次 重复 , 由 于 设计 需要 做 太 多 的 试验 , 以 至 于 不 大 可 能 使 所 有 的 3^ 
次 试验 都 在 一 致 的 条 件 下 进行 . 这 样 一 来 , 经 常 需要 进行 混 区 设计 . 3* 设计 可 以 被 混杂 在 3? 个 
不 完全 区 组 中 , 其 中 р < k. 于 是 , 这 些 设 计 可 以 混杂 在 3 个 区 组 中 , 9 个 区 组 中 等 . 
9.21 三 区 组 的 35 析 因 设计 


假定 我 们 想 把 3* 设计 混杂 在 3 个 不 完全 区 组 中 . 3 个 区 组 有 两 个 自由 度 , 这 样 , 必须 有 两 个 
自由 度 与 区 组 相 混 . 在 39 析 因 系 列 中 , 每 一 主 效应 都 有 两 个 自由 度 , 每 一 个 二 因子 交互 作用 有 
4 个 自由 度 而 且 可 分 解 为 两 个 二 自由 度 的 交互 作用 分 量 (例如 ,， AB 和 AB?), 每 一 个 三 因子 交 
互 作 用 有 8 个 自由 度 而 且 可 分 解 为 4 个 二 自由 度 的 交互 作用 分 量 (例如 , ABC, АВС?, АВ?С, 
4AB?C?), 等 等 . 因此 , 将 交互 作用 分 量 与 区 组 相 混 是 方便 的 . 

一 般 的 方法 是 , 构造 一 定义 对 照 


L = ола 十 aaza +: атк (9.2) 


其 中 os 代表 在 相 混 的 效应 中 第 i 个 因子 的 指数 , z 是 在 指定 的 处 理 组 合 中 第 i 个 因子 的 水 平 . 
对 于 3* 系列 , ai = 0,1,2, 但 第 一 个 非 零 组 合 的 oi 是 1; ri =0 ( 低 水 平 ), 1 (中 水 平 ), 2 (高 水 
F). 3* 设计 的 处 理 组 合 根据 L (mod З) 的 值 分 派 至 各 区 组 . 因为 L (mod 3) 只 能 取 0, 1,2, 


34 第 9 章 三 水 平和 混合 水 平 析 因 设计 与 分 式 析 因 设计 


所 以 , 3 个 区 组 被 唯一 确定 . WE L= 0 (mod 3) 的 处 理 组 合 组 成 主 区 组 (principal block). 这 
个 区 组 总 是 包含 处 理 组 合 00... 0. 
例如 , 假定 我 们 想 构造 一 个 三 区 组 的 3 析 因 设计 . АВ 交互 作用 的 两 个 分 量 АВ 或 AB? 
都 可 与 区 组 相 混 . 比如 就 取 4AB?, 得 定义 对 照 
L= ті +212 


求 得 每 一 处 理 组 合 的 工 (mod 3) 的 值 如 下 : 


00: 2-(0)%2(0) -0-0(шо49) — 11: Ł=1(1) + 2(1) 2 3 — 0 (mod 3) 
01: L-1(0 +201) =2=2 (пой 3) 21: L— 102) + 2(1) 2 4 — 1 (mod 3) 
02: L=1(0)+2(2)=4=1 (mod 3) 12: L= 1(1) - 2(2) = 5 = 2 (mod 3) 


10: L-1()-2() -1-1(шо43) 22: L= 12) + 2(2) = 6 = 0 (mod 3) 
20: L= 1(2) + 2(0) = 2 = 2 (mod 3) 


各 区 组 见 图 9.6. 
2 
E 
1 
区 组 1 区 组 2 каз 05 
00 10 01 
m 21 12 0 
22 02 20 
3 一 一 
0 1 2 
因子 4 
(0) 分 派 至 各 区 组 的 处 理 组 合 (b) 几何 表达 
图 9.6 5 AB? 混杂 的 三 区 组 32 设计 


主 区 组 中 的 元 素 形成 加 法 模 3 的 一 个 群 . 参见 图 9.6, 可 得 11+11=22, 11-22-00. 另 两 个 
区 组 的 处 理 组 合 , 利用 加 法 模 3， 用 新 区 组 的 任 一 元 素 和 主 区 组 的 元 素 相 加 来 生成 . 这 样 , 对 于 


区 组 2, 使 用 10, 得 
10-00-10 10411-21 10+22=02 


要 生成 区 组 3, 用 01, 得 
01+00=01 01+11=12 01+22=20 


例 9.2 使 用 图 9.6 所 示 的 32 设计 的 单 次 重复 及 所 得 的 下 述 数 据 , 说 明 将 32 设计 分 为 3 个 区 组 的 温 
区 设计 的 统计 分 析 法 
区 组 1 区 组 2 区 组 3 


00= 4 10--2 01= 5 


П--4 2121 12--5 
2-0 Qe 


区 组 总 和 = 0 7 0 
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用 析 因 设计 的 常规 分 析 方 法 , RA SS4 = 131.56 和 S85 = 0.22. 


还 求 得 2 2 2 
58ка = (uS dU ds a 2 e —1089 
然而 , SSK 和 实际 上 等 于 交互 作用 的 AB? 分 量 . 为 解释 这 一 点 , 将 观测 值 写 为 ; 
因子 B 
1 2 
0 1 5 8 
因子 А 1 -2 -4 -5 
2 0 1 0 


根据 9.1.2 5, 将 上 面 的 数 表 按 左 至 右 的 对 角 线 的 数 计算 其 和 的 平方 和 ， 即 可 求 得 АВ 交互 作用 的 了 分 量 
或 AB? Ж. 这 就 得 出 


(0)? + (0)? + (7)? (y 


SS4pa = $ %--юө 


"ЕҢ 55ха ЖІ. 
方差 分 析 见 表 9.4， 因 为 仅 有 一 次 重复 , 所 以 不 能 进行 正规 的 检验 ， 注 意 , 用 交互 作用 的 AB 分 量 作为 
误差 的 估计 量 并 不 是 好 主意 . 


表 9.4 例 9.2 中 数据 的 方差 分 析 
一 -一 -一 -一 


方差 来 源 平方 和 自由 度 
区 组 (AB?) 10.89 2 
A 131.56 2 
B 0.22 2 
AB 2.89 2 
总 和 145.56 8 


现在 , 看 一 个 稍微 复杂 一 点 的 设计 — 3 析 因 设计 分 为 3 个 区 组 , 每 个 区 组 有 9 个 试验 的 
温 区 设计 , 三 因子 交互 作用 的 分 量 AB?C? 用 来 与 区 组 相 混 . 该 定义 的 对 照 是 


І = ту + 202 + 283 
容易 看 到 , 处 理 组 合 000, 012, 101 属于 主 区 组 . 主 区 组 其 余 的 试验 如 下 生成 : 


(1)000 — (4)101--101— 202 (7) 101+021=122 
(2)012 — (5)012--012— 021 (8) 012 + 202 = 211 
(3) 101 (6) 101+012=110 (9) 021 + 202 = 220 


为 生成 另 一 区 组 的 试验 , 注意 到 200 不 在 主 区 组 内 . 于 是 , 区 组 2 的 元 素 是 


(1)200--000— 200 — (4)2004-202—102 (7) 200 + 122 = 022 
(2) 200 +012=212 (5) 200--021- 221 (8) 200+211 = 111 
(3) 200+101=001 (6) 200+110=010 (9) 200 + 220 = 120 


所 有 这 些 试验 都 满足 L = 2 (mod З). 通过 观察 发 现 100 不 属于 区 组 1 2 可 找 出 最 后 一 个 
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区 组 . 像 上 面 一 样 , 使 用 100 得 
(1)100+000=100 (4)100+202=002 (7) 100 + 122 = 222 
(2) 100 + 012 = 112 (5) 100 + 021 = 121 (8) 100 + 211 = 011 
(3) 100 + 101 = 201 (6) 100 + 110 = 210 (9) 100 4- 220 — 020 


这 些 区 组 如 图 9.7 所 示 . 

此 设计 的 方差 分 析 见 表 9.5. 通过 使 用 这 一 混 区 设计 方案 , 可 得 到 关于 所 有 主 效应 和 二 因子 
交互 作用 的 信息 . 三 因子 交互 作用 的 其 余 分 量 (4BC、4B2C 和 ABC?) 组 合成 误差 的 估计 量 . 
这 3 个 分 量 的 平方 和 可 以 用 减法 求 得 . 一 般 来 说 , 对 于 三 区 组 的 3* 混 区 设计 , 总 可 选择 最 高 阶 
交互 作用 的 一 个 分 量 与 区 组 相 混 , 这 一 交互 作用 的 其 余 的 未 相 混 的 分 量 的 平方 和 , 可 用 普通 方法 
计算 出 к 个 因子 的 交互 作用 的 平方 和 , 再 从 中 减 去 区 组 的 平方 和 , 即 可 求 得 . 


区 组 1 区 组 2 区 组 3 
000 200 100 
012 212 112 
101 001 201 
202 102 002 
on 221 121 
по mo 210 
122 022 222 
2 "n ou 
220 120 020 000 
m 
0 1 2 
因子 4 
(н) 分 派克 各 区 组 的 处 理 组 合 ТӘТТІ 


Шөл 5 AB?C? 混杂 的 三 区 组 33 设计 
o5 5 AB^C? 混杂 的 33 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 自由 度 
区 组 (АВ2С3) 2 
A 2 
B 2 
с 2 
AB 4 
AC 4 
BC 4 
Ж (АВС + 4B2C + ABC?) 6 
总 和 26 


9.2.2 ” 九 区 组 的 3* 析 因 设计 

在 有 些 实验 中 , 必须 进行 9 个 区 组 的 3* 设计 的 混 区 设计 . 这 样 一 来 , 就 有 8 个 自由 度 与 区 
AR. 要 构造 出 这 些 设计 , 先 选取 交互 作用 的 两 个 分 量 , 从 而 自动 地 再 得 出 两 个 , 得 出 所 需 的 
8 个 自由 度 . 这 自动 产生 的 两 个 是 原来 所 选 的 两 个 效应 的 广义 交互 作用 , 对 3* 系统 来 说 , 两 个 
效应 (例如 , Р 和 Q) 的 广义 交互 作用 定义 为 PQ 和 РО? (R P?Q). 
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原先 选取 的 交互 作用 的 两 个 分 量 产生 两 个 定义 对 昭 
Li = алта +282 t+ + az = и (mod 3) u=0,1,2 
La = fixi + Baza -- + Bey = h (mod 3) һ-0,1,2 


其 中 (os) 和 {6;} 分 别 是 这 两 个 分 量 的 指数 , 为 方便 起 见 , 第 一 个 非 零 的 a; ЖІ 0; 是 1. (9.3) 
式 的 定义 对 照 隐 含 了 Li 和 Lo 的 值 所 指定 的 9 个 联 立方 程 . 具有 (Li, L2) 的 同一 对 值 的 处 理 
组 合 被 分 派 在 同一 区 组 中 . 

主 区 组 由 满足 Li = L = 0 (mod 3) 的 处 理 组 合 组 成 . 这 个 区 组 的 元 素 关于 加 法 模 3 构成 
一 群 . 这 样 一 来 , 9.2.1 节 给 出 的 方案 就 可 用 来 生成 这 些 区 组 . 

作为 例子 , 考虑 34 析 因 设计 分 为 9 个 区 组 、 每 区 组 进行 9 次 试验 的 混 区 设计 . 假定 选取 
ABC 和 AB?D? 混 区 , 它们 的 广义 交互 作用 

(4BC)(4B2D2) = 42B3CD2 = (42B3CD2)2 = AC?D 
(ABC)(AB? D?! = 43B5CD4 = B2CD = (B'CDY = BC?D* 

亦 与 区 组 相 温 . ABC 和 AB?D? 的 定义 对 照 是 


Іл = а + T2 + T3, La = ті + 222 + 2x4 (9.4) 


(9.3) 


用 定义 对 照 [(9.4) Ж) 和 主 区 组 的 群 论 性质 就 可 构造 出 9 个 区 组 . 此 设计 见 图 9.8. 
区 组 1 区 组 2 киз 区 组 4 区 组 5 区 组 6 区 组 7 mms po 


2000 || o200 | | oozo | | 0010 | | 1000 | | 0100 | | 0002 
2122 | | 0022 | | он? | | 0102 | | 1122 | | 0222 | | 0121 
2211 | | өші | | 0201. | | 0221 1211 | | 0011. | | 0210 
0021 1221 | | 1011 1001 | | 2021 1121 | | 1020 
ono [| 1010 | | 1100 | | 1120 | | 2110. | | 1210 | | 1112 
0202 || 1102 | | 1222 | | 1212 | | 2202 | | 1002 | | 1201 
1012 || 2212 | | 2002 | | 2022 | | 0012. | | 2112 | | 2011 
по | | 2001 | | 2121 | | 2111 | | 0101. | | 2201 | | 2100 
1220 || 2120 | | 2210 | | 2200 | | 0220 | | 2020 | | 2222 


0000 | | 0001 
0122 | | 0120 
0211 | | 0212 
1021 1022 
1i || un 
1202 | | 1200 
2012 | | 2010 
2100. | | 2102 
2220 | | 2221 


(ab)-(00) (3) — (Q2) (20 (ы) (Q6 (ы) (3) (о) 
图 9.8 ABC, AB?D?, AC?D, BC?D? 与 混杂 的 九 区 组 34 设计 


对 于 九 区 组 的 35 混 区 设计 , 有 4 个 交互 作用 分 量 要 被 混 区 . 其 余 未 混 区 的 交互 作用 分 量 可 
以 由 完整 交互 作用 的 平方 和 减 去 混 区 分 量 的 平方 和 来 确定 . 9.1.3 节 所 述 的 方法 可 以 用 来 计算 交 
互 作用 的 分 量 . 


9.2.3 3P 个 区 组 的 зе 析 因 设计 

3* 析 因 设计 可 以 按 3? 个 区 组 、 每 个 区 组 有 3*-? 个 观测 值 进行 混 区 设计 , 其 中 p < Е. 方 
法 是 , 选取 р 个 独立 效应 与 区 组 混 区 . ЖІП, (3? — 2p 一 1)/2 个 其 他 的 效应 即 被 自动 混 区 . 这 些 
效应 是 原来 选取 的 那些 效应 的 广义 交互 作用 . 

作为 说 明 , 考虑 37 设计 按 27 个 区 组 的 混 区 设计 . 因为 p = З, 我 们 选取 3 个 独立 的 交互 作 
用 分 量 和 [3° 一 2(3) — 1]/2 = 10 个 其 他 效应 自动 混 区 , 假定 选取 了 ABC?DG、BCE?F?G 和 
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BDEFG. 由 这 些 效应 构造 3 个 定义 对 照 并 用 前 面 所 讲 的 方法 生成 27 个 区 组 . 其 他 10 个 与 区 
组 混 区 的 效应 是 
(ABC?DG)(BCE?F?G) = AB?DE?F?G? 
(АВС?РС)(ВСЕ?Е?С)? = 4B3C4DB4F4G3 = ACDEF 
(ABC?DG)(BDEFG) = AB?C?D? EFG? 
(ABC?DG)(BDEFG)? = AB*C? D? E? F?G? = AC? E? F? 
(BCE?F*G)(BDEFG) = BCDE? F?G? = BC2D2G 
(ВСЕ?Р?С)(ВрЕЕС)? = BÉCD?E'F*G? — CD?EF 
(ABC?DG)(BCE?F?G)(BDEFG) = AB?C? D?E3F?G? = AD? 
(ABC? DG)?’ (BCE? F*G)(BDEFG) = A? B'C^ D3G4 = AB?CG? 
(ABC?°DG)(BCE?F?G)}?(BDEFG) = ABCDE? F?G 
(ABC?DG)(BCE?F?G)(BDEFG)? = ABC? D'E*F*G* = ABEFG 


这 是 一 个 庞大 的 设计 , 需要 37 = 2 187 个 观测 值 , 分 派 在 27 个 区 组 中 ， 每 个 区 组 中 有 81 个 观 
测 值 . 


9.3 3* 析 因 设计 的 分 式 重复 


分 式 重 复 的 概念 可 推广 至 3* 析 因 设 计 中 , 因为 ЗА 设计 的 完全 重复 即使 对 中 等 的 k 值 也 需 
要 做 很 大 数目 的 试验 , 所 以 , 我 们 感 兴趣 于 这 些 设计 的 分 式 重复 . 然而 , 正如 我 们 将 会 看 到 的 , Ж 
些 这 类 设计 具有 讨厌 的 别名 结构 ， 


9.3.1 35 析 因 设计 的 1/3 分 式 设计 


3* 设计 的 最 大 的 分 式 设计 是 含有 371 个 试验 的 1/3 分 式 设计 . 因此 , 我 们 把 它 称 为 3*-! 
分 式 析 因 设计 . 要 构造 一 个 371 分 式 析 因 设计 , 选择 一 个 2 自由 度 的 交互 作用 (一 般 说 来 , 是 最 
高 阶 的 交互 作用 ) 的 分 量 , 并 把 完全 ЗА 设计 分 解 为 3 个 区 组 . 3 个 区 组 的 每 一 个 都 是 一 个 3*-! 
分 式 设计 , 而 且 任 一 区 组 均 可 被 选用 . 如 果 ABCh... кек 是 用 来 确定 区 组 的 交互 作用 分 量 ， 
Jl 1 = 4B?2C“s 天 ex 叫做 分 式 析 因 设计 的 定义 关系 . 由 34-1 设计 估计 的 每 个 主 效 应 或 交 
互 效应 分 量 有 两 个 别名 , 它们 可 以 用 此 效应 乘 以 了 和 1? 指数 模 3 来 求 得 . 

作为 一 个 例子 , 考虑 3 设计 的 1/3 分 式 设计 . 选取 АВС 交互 作用 的 任 一 分 量 来 构造 这 一 
设计 , 也 就 是 选 ABC. AB"C, ABC? 或 AB? C?, 这 样 , 33 设计 实际 上 有 12 种 不 同 的 1/3 分 
式 设 计 , 它们 由 

ті + 0212 + аҙтз = и (mod 3) 

确定 , 其 中 as = 1 或 2,u 0. 1 8E 2. 假定 我 们 选取 分 量 AB*C?. 所 得 的 每 个 33-1 分 式 设 
计 将 刚好 含有 3 = 9 个 处 理 组 合 , 它们 必须 满足 


Ti + 222 + 273 = и (mod 3) 


其 中 心 = 0. 1 或 2 容易 证 实 , 3 个 1/3 分 式 设计 如 图 9.9 Biz. 
如 果 进 行 了 图 9.9 中 任 一 种 $271 设计 的 实验 , 则 所 得 的 别名 结构 是 
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А = A(AB?C?) = А?В?С? = ABC, А = 4(4B2C2)2 = AS B*C* = ВС 

B = B(4B2C2) = ABC? = AC, В = В(АВ?С?)? = 42B5C4 = ABC? 

C = С(АВ?С?) = AB?C? = АВ?, C = С(АВ?С?)? = A? B'C5 = AB?C 

AB = АВ(АВ?С?) = A? B*C? = АС, AB = АВ(АВ?С?)? = A? B5C* = BC? 


因此 , 设计 的 8 个 自由 度 实际 估计 的 4 个 效应 是 4+ ВС+ АВС. В+ АС? + АВС?. С+ 
AB? +АВ?С 以 及 АВ+ AC + BC?. 此 设计 仅 当 所 有 的 交互 作用 小 于 主 效应 时 才 有 实际 价值 . 
由 于 主 效应 的 别名 是 二 因子 交互 作用 , 这 是 一 个 分 辨 度 为 [1 的 设计 . 注意 , 这 一 设计 的 别名 关系 
很 复杂 . 每 个 主 效应 的 别名 都 是 交互 作用 的 分 量 . 例如 , 如 果 二 因子 交互 作用 BC 较 大 , 就 可 能 
使 4 的 主 效应 的 估计 量 失真 , 并 使 得 AB + AC + BC? 效应 极 难 解释 . 除非 假定 所 有 交互 作用 
都 可 忽略 , 否则 , 我 们 很 难看 出 怎样 应 用 这 一 设计 . 

设计 1 设计 2 设计 3 

... 4-1 u-2 

100 200 

112 212 

21 on 

002 102 

121 221 

210 010. 

m 022 

01 111 

120 


(а) 处 理 组 合 


(0) 几何 意义 
图 9.9 定义 关系 为 了 = AB?C? 的 33 设计 的 3 个 1/3 分 式 设计 


在 离开 ad! 设计 之 前 , 注意 到 对 于 设计 и = 0 ( 见 图 0.9), 如 果 令 4 表示 行 , В 表示 列 , 则 
此 设计 可 记 为 
000 012 021 
101 110 122 
202 211 220 


这 是 一 个 3 x 3 拉丁 方 . 对 Зу, 设计 作出 唯一 解释 所 需 作 的 忽略 交互 作用 的 假定 与 拉丁 方 设计 
的 假设 是 类 似 的 , 不过, 这 两 种 设计 的 目的 不 同 , 一 种 是 作为 分 式 重 复 实验 的 推论 , 另 一 种 是 来 
自 随机 化 约束 . 由 表 4.13 看 到 , 恰 有 12 个 3 x 3 拉丁 方 , 而 且 每 一 个 拉丁 方 对 应 于 12 种 不 同 
的 33-! 分 式 析 因 设计 之 一 . 
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定义 关系 为 了 = АВезСез... Кек 的 3571 设计 的 处 理 组 合 , 可 以 利用 和 2*-? 系统 所 用 
的 类 似 方法 来 构造 . 首先 用 通常 的 0, 1, 2 记号 写 出 1 个 因子 的 完全 三 水 平 析 因 设计 的 28-і 
个 试验 . 就 是 第 8 章 所 说 的 基本 设计 . 然后 写 出 第 上 个 因子 , 令 它 的 水 平 mk 等 于 最 高 阶 交互 作 
用 的 合适 的 分 量 , 比方 说 ABCs... (K 一 1)**-1, 所 给 出 的 关系 式 
Ek = біті + Porat + Вук (9.5) 
这 里 A; = (3 – ақ) (mod 3), 1 < i < k — 1. 这 就 产生 一 个 有 最 大 可 能 的 分 辨 度 的 设计 . 
作为 说 明 , 我 们 用 这 一 方法 生成 定义 关系 为 = AB?CD 的 зіу! 设计 , 如 表 9.6 所 示 . Ж 
易 证 实 , 此 表 中 每 一 处 理 组 合 的 前 3 个 数字 就 是 完全 33 设计 的 27 个 试验 . 这 就 是 基本 设计 , 对 
AB?CD, ИПЖ оз = as = aa = 1,03 = 2. 所 以 , 8, = (3 — аз (тоа 3) = (3- 1)(1) = 
2, fà = (3- 1)as (mod 3) = (3-1)(2) = 4 = 1(mod 3), 8 = (3- 1)as(mod 3) = (3-1)(1) = 2, 


于 是 , (9.5) 式 变 成 
T4 = 221 + T2 + 203 (9.6) 


第 4 个 因子 的 水 平 满足 (9.6) 式 ， 例 如 ，2(0) + 1(0) + 2(0) = 0, 2(0) + 1(1) + 2(0) = 1, 
2(1) + 101) + 2(0) = 3 = 0, 等 等 . 
Ж96 T= 4B2CD № зіс! 设计 


0000 0012 2221 
0101 0110 0021 
1100 0211 0122 
1002 1011 0220 
0202 1112 1020 
1201 1210 1121 
2001 2010 1222 
2102 2111 2022 
2200 2212 2120 


所 得 的 зру" ”设计 有 26 个 自由 度 , 可 以 用 于 计算 13 个 主 效应 和 交互 作用 分 量 (及 其 别名 ) 
的 平方 和 , 任 一 效应 的 别名 可 以 用 通常 的 方法 求 得 , 例如 , A 的 别名 是 A(AB*CD) = ABC? p? 
和 A(AB'CDY = BC2D2. 可 以 证 实 , 4 个 主 效应 和 任 一 二 因子 交互 作用 分 量 分 离开 来 , 但 某 
些 二 因子 交互 作用 分 量 彼此 互 为 别名 ,我 们 再 次 看 到 别名 结构 的 复杂 性 ， 即 使 有 一 因子 交 
互 作用 较 大 , 也 可 能 很 难 将 它们 从 设计 中 分 离 出 来 . 

3* ”设计 的 统计 分 析 用 通常 的 析 因 实验 方差 分 析 法 来 完成 交互 作用 分 量 平 方 和 的 计算 和 
9.1 节 相同 . 在 解释 结果 时 , 交互 作用 的 分 量 没有 实际 意义 . 
9.3.2 ”其 他 的 3* 一 P 分 式 析 因 设计 

对 中 等 大 的 值 , 可 以 考虑 3* 设计 更 小 分 式 的 分 式 设计 . 一 般 说 来 , 可 以 构造 з 设计 的 
G? ЖАН, p < k, 此 分 式 设计 含有 3^7 个 试验 . 这 样 的 设计 叫做 3n 分 式 析 因 设计 . 于 
ЖЕ, 317? 设计 就 是 1/9 分 式 设计 , 379 设计 是 1/27 分 式 设计 , 等 等 . 

构造 3177 分 式 析 因 设 计 的 方法 是 , 选取 交互 作用 的 p 个 分 量 , 用 这 些 效应 将 3 个 处 理 组 
合 分 解 为 3? 个 区 组 , FE, 每 一 个 区 组 是 一 个 3*7? 分 式 析 因 设计 . 任 一 分 式 设计 的 定义 关系 了 
是 由 原来 选取 的 p 个 效应 和 它们 的 (3? — 2p — 1)/2 个 广义 交互 作用 所 组 成 任 一 主 效应 或 交互 
作用 分 量 的 别名 由 效应 乘 以 了 和 I 指数 模 为 3 而 求 得 . 
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也 可 以 按 9.3.1 节 那 样 做 , 先 写 出 完全 3577 析 因 设计 的 处 理 组 合 , 然后 引进 附加 的 р 个 因 
Td. 令 它们 等 于 交互 作用 的 分 量 , 来 生成 确定 的 3*-? 分 式 析 因 设 计 的 试验 . 

我 们 通过 构造 一 个 38-9 设计 , 即 3* 设计 的 1/9 分 式 设计 , 来 说 明 这 一 方法 . 令 4B2C 和 
BOD 是 用 来 构造 这 一 设计 所 选取 的 两 个 交互 作用 分 量 . 它们 的 广义 交互 作用 是 (4B?C)(BCD) = 
AC?D 和 (AB?C)(BCD)? = ABD?， 于 是 , 此 设计 的 定义 关系 是 工 = AB?C = BOD = 
AC?D = ABD?, 而 且 是 分 辨 度 为 Hl 的 . 写 出 因子 A 和 B 的 3? 设计 , 然后 加 上 由 


їз = 211 + 72, жа = 272 4-273 


得 出 的 两 个 新 的 因子 , 就 求 得 此 设计 的 9 个 处 理 组 合 . 这 等 价 于 用 4B2C 和 BCD 把 完全 的 34 
设计 分 解 为 9 个 区 组 , 然后 选取 这 些 区 组 之 一 作为 所 要 求 的 分 式 设计 , 完整 的 设计 如 表 9.7 所 
示 . 

这 一 设计 有 8 个 自由 度 , 可 用 于 估计 4 个 主 效应 和 它们 的 别名 . 任 一 效应 的 别名 的 求法 , 是 
将 此 效应 乘 以 АВ?С, BCD, AC? D, ABD? 及 它们 的 平方 , 取 指 数 模 З BIT. 此 设计 的 完整 别 
名 结构 见 表 9.8. 


表 9.7 I-AB'CRI-BCD 的 3272 设计 


0000 0111 0222 
1021 1102 1210 
2012 2120 2201 


жов Жол 中 的 3 和 1? 设计 的 别名 结构 


效应 别 名 
I 12 
у ра 
A ABC? ABCD ACD? ABD BC? AB?C?D? Ср? BD? 
B АС  BC?D? ABC?D 4B2D2 ABC CD ABCD AD? 
C 4B2C2 BOD Ар ABCD? AB? BD ACD АВС?р? 
D  AB'CD BCD? AC?D? АВ AB?CD? BC AC? ABD 


由 别名 结构 可 见 , 这 一 设计 仅 当 没 有 交互 作用 时 才 有 用 . 还 有 , 如 果 将 4 记 为 行 , B 记 为 列 ， 
则 检查 一 下 表 9.7 即 可 知 , 该 3412 设计 也 是 一 个 正 交 拉丁 方 . 

对 于 4 € k < 10, Connor and Zelen (1959) 中 有 众多 可 供 选择 的 设计 , 这 本 小 册子 是 提供 
给 国家 标准 局 的 , 有 3*-? 设计 最 完全 的 表 . 

在 本 节 中 , 我 们 多 次 指出 过 ЗА? 分 式 析 因 设计 别名 关系 的 复杂 性 . 一 般 说 来 , 当 中 等 大 
М, 比方 说 大 > 4 或 5 时 ,3* 设计 的 大 小 迫使 大 多 数 实验 者 去 考虑 较 小 的 分 式 设计 . 不 幸 的 是 ， 
这 些 设计 的 别名 关系 涉及 部 分 二 自由 度 的 交互 作用 分 量 作为 别名 . 设计 中 的 这 一 结果 , 反 过 来 又 
给 分 析 带 来 困难 , 如 果 交 互 作用 不 可 忽略 的 话 , 就 难于 对 数据 作出 解释 . 还 有 , 没有 简单 的 扩编 
方案 (如 同 折 登 那样 ) 能 够 用 来 把 两 个 或 多 个 分 式 设计 组 合 起 来 , 以 便 把 显著 的 交互 作用 分 离开 
ж. 当 出 现 弯曲 时 , 常 认为 3* 设计 是 合适 的 , 不 过 , 可 能 有 更 有 效 的 其 他 方法 (参阅 第 11 章 ). 
正 因为 如 此 , 我 们 认为 3"-? 分 式 析 因 设计 作为 解决 问题 的 解法 说 来 , 通常 不 是 好 的 设计 . 
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9.4 ”混合 水 平 的 析 因 设计 


我 们 着 重 研究 了 所 有 因子 水 平 数 相同 的 析 因 设计 和 分 式 析 因 设 计 . 第 6~8 章 讨论 的 二 水 平 
系统 特别 有 用 , 本章 前 面 提 到 的 三 水 平 系统 不 太 用 到 , 因为 即使 是 对 一 般 的 因子 个 数 来 说 , 此 种 
设计 也 相对 较 大 , 而 且 大 多 数 较 小 的 分 式 设计 的 别名 关系 又 很 复杂 , 需要 对 交互 作用 作出 严格 的 
假定 才 可 使 用 . 

我 们 相信 , 二 水 平 的 析 因 设计 和 分 式 设计 将 成 为 工业 实验 的 柱石 , 用 于 产品 和 工序 的 开发 、 
改进 和 故障 探测 等 . 但 是 , 有 时 需要 包含 多 于 两 个 水 平 的 一 个 因子 (或 几 个 因子 ) 这 通常 发 生 在 
实验 中 同时 有 定量 因子 和 定性 因子 , 且 定 性 因子 有 3 个 水 平 的 情形 . 车 所 有 因子 都 是 定量 因子 ， 
应 选用 具有 中 心 点 的 二 水 平 设计 . 本 节 将 指出 , 怎样 把 一 些 三 水 平和 四 水 平 的 因子 收容 在 2* 设 
Wm. 


9.4.1 二 水 平和 三 水 平 的 因子 


我 们 侦 尔 想 要 研究 有 些 因子 是 二 水 平 、 一 些 因 子 是 三 水 平 的 设计 . 如 果 这 个 设计 是 完全 析 因 
设计 , 那么 此 设计 的 构造 与 分 析 没 有 任何 新 的 方法 ， 然 而 ， 车 我 们 正在 考虑 一 个 分 式 析 因 设计 ， 
那么 就 会 对 这 些 设计 感 兴趣 , 如 果 所 有 因子 是 定量 因子 ， 则 用 混合 水 平 的 分 式 设计 代替 带 有 中 心 
点 的 257^ 分 式 析 因 设计 通常 并 不 好 . 通常 在 考虑 这 些 设计 时 ， 实验 者 需 同时 考虑 定性 因子 和 定 
量 因 子 , 其 中 定性 因子 是 三 水 平 的 . 在 3*7 设计 中 ， 我 们 看 到 的 定性 因子 的 复杂 别名 问题 大 都 
带 进 了 混合 水 平分 式 系统 中 . 全 部 为 定性 因子 或 定性 因子 与 定量 因子 混合 的 混合 水 平分 式 设计 
都 应 谨慎 使 用 . 本 节 主要 讨论 这 些 设计 中 的 一 部 分 . 

一 些 因子 有 2 个 水 平 而 另 一 些 因子 有 3 个 水 平 的 设计 通常 可 以 用 2^ 设计 的 加 减 符号 表 推 
导出 来 . 一 般 方法 最 好 用 例子 来 说 明 . 假定 有 两 个 变量 , 4 有 2 个 水 平 , X 有 3 个 水 平 . 考虑 有 
8 个 试验 的 2° 设计 加 减 符号 表 , 表 9.9 左边 列 出 了 列 B 和 C 的 符号 ， 4 X 的 水 平 表示 为 x， 
та, тә. Ж 9.9 的 右边 表示 如 何 将 M C 的 符号 组 合 起 来 形成 三 水 平 因子 的 水 平 . 


表 9.9 ”用 二 水 平 因子 来 构造 三 水 平 因子 


二 水 平 因子 三 水 平 因子 
B c Ж 
Е m 
* - 22 
jà "T F2 
+ + ES 


现在 , 因子 X 有 两 个 自由 度 , 如 果 该 因子 是 定量 的 ， 则 可 将 其 分 解 为 一 个 线性 分 量 和 一 个 
二 次 分 量 , 每 个 分 量 有 一 个 自由 度 . 表 9.10 表示 了 这 一 23 设计 , 列 的 名 称 表示 需 估 计 的 实际 效 
应 , Xz 和 Хо 分 别 表示 X 的 线性 效应 和 二 次 效应 . X 的 线性 效应 是 两 个 效应 估计 量 的 和 , 由 
与 BA C 有 关 的 列 算得 , 4 的 效应 只 可 以 由 X 处 于 低 水 平 或 高 水 平 的 试验 ( 即 试验 1, 2, 7, 
8) ЖИ. 同 理 , 4 x Xi 效应 是 两 个 效应 的 和 , 可 由 АВ 列 和 АС 列 算得 . 又 , 试验 3 和 试验 
5 是 重复 试验 . 因此， 单 自由 度 的 误差 估计 量 可 以 用 这 两 个 试验 求 得 . 同 理 , 试验 4 和 试验 6 是 
重复 试验 , 它 可 导出 第 2 个 单 自由 度 的 误差 估计 量 . 这 两 对 试验 的 平均 方差 可 用 作 二 自由 度 的 
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误差 均 方 . 完整 的 方差 分 析 见 表 9.11. 
表 9.10 ”一 个 二 水 平 因子 和 一 个 三 水 平 因子 的 23 设计 


А X XL 4xX АхХ, Хо  AxXq 实际 的 处 理 组 合 
试验 A B [zi AB AC BC ABC A Xx 
1 - - > + + * E 低 低 
2 e m - * m 低 
3 * - - * - + 低 中 
4 + + - + - - - 3 中 
5 т" - 十 * = - * 低 + 
6 + = + I + 5 т 高 中 
т - * * = * + = 低 高 
8 + + + + + + t 高 高 


如 果 能 够 假定 二 因子 交互 作用 和 更 高 阶 交互 作用 可 被 忽略 , 则 可 以 把 表 9.10 的 设计 转换 为 
至 多 有 4 个 二 水 平 因子 和 1 个 三 水 平 因子 的 分 辨 度 为 中 的 分 式 设计 . 这 一 点 可 以 把 二 因子 水 平 
的 列 A. AB. AC 和 АВС 结合 起 来 完成 . 列 BC 不 能 用 于 二 水 平 因子 , 因为 它 含有 三 水 平 因 
F X 的 二 次 效应 . 

表 9.11 38 9.10 中 的 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 
A S84 1 MSA 
X(XL + XQ) SSx 2 MSx 
AX(A x XL +Ax Ха) SSAx 2 MSAx 
误差 (来 自 试 验 3 与 试验 5 以 及 试验 4 与 试验 6) 656 2 MSg 
总 和 SSr 7 


同样 的 方法 可 应 用 到 有 16 个 试验 、32 个 试验 和 64 个 试验 的 2* 设计 中 . 对 16 个 试验 说 
来 , 可 以 构造 有 2 个 二 水 平 因子 和 2 个 或 3 个 三 水 平 因子 的 分 辨 度 为 V 的 分 式 析 因 设 计 . 也 可 
以 得 到 有 3 个 二 水 平 因子 和 1 个 三 水 平 因子 的 16 个 试验 的 分 辨 度 为 V 的 分 式 设计 , 如 果 16 个 
试验 包含 4 个 二 水 平 因子 和 1 个 三 水 平 因子 , 则 设计 的 分 辨 度 为 [I. 可 用 同样 的 方法 设计 32 个 
试验 和 64 个 试验 的 设计 . 这 些 设计 的 一 些 其 他 方面 的 讨论 , 参阅 Addleman (1962). 


9.42 ”二 水 平和 四 水 平 的 因子 


非常 容易 将 四 水 平 因子 安置 在 2* 设计 中 . 方法 就 是 用 2 个 二 水 平 因子 代表 四 水 平 因子 . 例 
du, 设 4 是 一 个 四 水 平 因子 , 其 水 平 为 a1, az, аз, as. 考虑 通常 的 加 减 符号 表 中 的 两 列 , 比方 说 
列 P 0. 这 两 列 的 符号 如 表 9.12 的 左边 所 示 , 此 表 的 右边 表示 怎样 将 这 些 符号 与 因子 4 的 
4 个 水 平 相对 应 . 由 列 已 和 Q5 РО 交互 作用 代表 的 效应 是 相互 正 交 的 , 且 对 应 于 3 个 自由 
度 的 4 效应 . 由 2 个 二 水 平 因子 构造 1 个 四 水 乎 因子 的 这 种 方法 称 为 蔡 换 法 (replacement). 

为 了 更 全 面 地 说 明 这 一 思想 , 假定 有 1 个 四 水 平 的 因子 和 2 个 二 水 平 的 因子 , 并 且 要 估计 
所 有 的 主 效应 和 涉及 这 些 因子 的 交互 作用 . 使 用 16 个 试验 的 设计 就 能 够 做 到 这 一 点 . 表 9.13 
是 通常 有 16 个 试验 的 24 设计 加 减 符 号 表 , 列 А 和 列 В 用 来 形成 四 水 平 因子 , 比方 说 X, 
水 平 为 zi тә, тз, ma. 与 通常 的 2* 系统 一 样 , 计算 每 一 列 А, В, o, ABCD 的 平方 和 . 因子 
X, C, D 以 及 它们 的 交互 作用 的 平方 和 如 下 : 
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表 9.12 ”四 水 平 因子 A 表示 为 2 个 二 水 平 因子 


三 水 平 因子 
试验 Е 2 9 
T m = а 
2 - аз 
3 ai * аз 
4 十 * 94 

SSx = SSA + SSB + SSAn (3 个 自由 度 ) 

S8c = SSc (1 个 自由 度 ) 

SSp = SSD (1 个 自由 度 ) 

SScp = SScp (1 个 自由 度 ) 

SSxc = SS4c + 85вс + SS4Bc (3 个 自由 度 ) 

SSxp = SS4D + SS8np 十 SSABD (3 个 自由 度 ) 


SSxcp = SSacp + 88вср 十 SSABcp (3 个 自由 度 ) 


它 可 称 为 4 x 2? 设计 . 如 果 想 要 略 去 二 因子 的 交互 作用 , 则 在 二 因子 交互 作用 (除了 АВ 之 外 ) 
列 . 三 因子 的 交互 作用 列 和 四 因子 交互 作用 列 共 可 安排 至 多 9 个 附加 的 二 水 平 因子 . 


R913 1 个 四 水 平 因子 和 2 个 二 水 平 因子 的 16 个 试验 


试验 (A B) =X C D AB AC BC ABC AD BD ABD CD ACD BCD ABCD 
1 ~ а + + + + + - + - = + 
2 + тә + + oc + + + + - = 
3 - + mz - * + + - + + + - 
4-4 ш- + - - + + + * 
5 zy 十 + - + o + - 十 * - 
6 + а2 十 - * = + 中 - * * 
7 - + zs + * zb uem * * = + 
8 oko z+ + + + + - = - = - 
9 - - m -++ + + * 十 + - 
10 + - z + - + + + - - - * 十 
Пп -+ za -+ 十 * + - + Е: + 
2 t tomm -t o4 - - -+++ - - Е - 
З - - z +++ - - * Ure * * $ E nu 
м + - az ++ Жов c gd oc o wo = E 
15 - + a++- - + - -o* oc 4 o t = 
16 + +t z4 t t 4 + + + + + + + 十 


二 水 平 因子 与 四 水 平 因子 混合 的 分 式 析 因 设计 有 广泛 的 适用 然而 , 我 们 劝告 大 家 要 慎 
重地 使 用 这 些 设计 . 如 果 所 有 的 因子 是 定量 的 , 带 有 中 心 点 的 2*-~” 系统 是 更 好 的 选择 . 当 实验 
中 同时 有 定量 因子 与 定性 因子 时 , 如 果 要 求 有 二 水 平 因 子 与 四 水 平 因子 的 设计 的 分 辨 度 达到 IV 
或 更 高 , 则 设计 通常 会 相当 大 , 多 数 情况 下 需要 n > 32 次 试验 . 


9.5 思 考题 


“Өл 研究 显影 液 浓度 (A) 和 冲洗 时 间 (В) 对 底片 密度 的 效应 . 用 3 种 浓度 和 3 种 时 间 , 进行 有 4 次 重复 
的 32 析 因 设计 . 所 得 的 数据 如 下 ， 用 析 因 实验 的 标准 方法 分 析 这 些 数据 . 


95 = X M 315 
冲洗 时 间 (分 ) 
TERNE mm i T 
0 2 1 3 2 5 
1 5 4 4 2 4 6 
4 6 6 8 9 10 
2 7 5 ТІ 7 8 5 
7 10 10 10 12 10 
3 8 7 8 7 9 8 


9.2 计算 思考 题 9.1 的 二 因子 交互 作用 的 了 分量 和 J 分量 . 
хоз 进行 一 项 实验 , 涉及 3 种 不 同类 型 的 32 盘 司 瓶子 (4) 和 3 种 不 同类 型 的 架子 (B)-— 光滑 固定 
架 、 带 网 格 的 狭长 陈列 架 以 及 饮料 冷却 器 ， 要 研究 把 10 个 12 瓶装 的 箱子 放 在 架子 上 所 需 的 时 间 ，3 
名 工人 (因子 C) 在 实验 中 工作 , 用 有 2 次 重复 的 33 析 因 设计 , 观测 到 的 时 间 数 据 如 下 表 所 示 . 分 析 


这 些 数据 并 写 出 结论 、 
- XX XE 
TA TAS Cur WAW WHE HER WER GER 
"n 3.45 4.14 5.80 3.36 419 5.23 
1 28 mm 玻璃 4.07 4.38 5.48 3.52 4.26 4.85 
38 mm 玻璃 4.20 4.26 5.67 3.68 4.37 5.58 
塑料 4.80 5.22 6.21 4.40 4.70 5.88 
2 28 mm 玻璃 4.52 5.15 6.25 4.44 4.65 6.20 
38 mm 玻璃 4.96 5.17 6.03 4.39 4.75 6.38 
bij 4.08 3.94 5.14 3.65 4.08 449 
3 28 mm 玻璃 4.30 4.53 4.99 4.04 4.08 4.59 
38 mm 玻璃 4.17 4.86 4.85 3.88 4.48 4.90 
9.4 一 位 药物 研究 者 研究 利多 卡 因 对 警犬 心肌 中 酶 水 平 的 效应 ,使 用 3 种 不 同 商标 的 利多 卡 因 (A)、3 种 
剂量 水 平 (B) 和 3 RER (С) 做 实验 , 进行 有 2 次 重复 的 33 析 因 设计 . 观测 到 的 酶 水 平 如 下 表 . 分 
析 此 实验 所 得 的 这 些 数据 . 
XT XE 
利多 卡 因 商标 。 剂量 浓度 ER ER 
1 2 3 1 2 3 
1 96 84 85 84 85 86 
1 2 94 99 98 95 97 90 
3 101 106 98 105 104 103 
1 85 84 86 80 82 84 
2 2 95 98 97 93 99 95 
a 108 114 109 110 102 100 
1 84 83 81 83 80 79 
3 2 95 97 93 92 96 93 
3 105 100 106 102 111 108 


9.5 计算 例 9.1 中 二 因子 交互 作用 的 工分 量 和 J 分 量 . 
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9.6 在 某 一 化 工 工艺 中 , 用 32 析 因 设 计 做 一 个 实验 ， 设 计 的 两 个 因子 分 别 是 温度 和 压力 , 响应 变量 是 产 
ж. 实验 数据 如 下 ; 


压力 (psig) 
AECO 100 120 140 
80 47.58, 48.77 64.97, 69.22 80.92, 72.60 
90 51.86, 82.43 88.47, 84.23 93.95, 88.54 
100 71.18, 92.77 96.57, 88.72 76.58, 83.04 


(а) 用 导出 方差 分 析 表 的 方式 分 析 这 个 实验 的 数据 ， 可 以 得 到 什么 结论 ， 
(b) 用 图 形 方法 分 析 残 差 ， 模型 潜在 的 假定 或 模型 合适 性 有 什么 问题 吗 ? 
(с) 设 两 个 因子 的 高 、 中、 低 水 平 为 -1, 0, +1, 证 明 用 最 小 二 舟 法 求 得 的 产 率 的 二 阶 模型 是 


9 = 86.81 + 10.42, + 8.4212 — 7.1721 - 7.8412 一 7.69zl 22 
(d) ШЕВ (c) 中 的 模型 用 自然 变量 温度 (T) 和 压力 (P) 表示 是 
ў = -1 335.63 + 18.567 + 8.59Р — 0.07272 — 0.019 6P? — 0.038 4T P 


(е) 构造 作为 压力 和 温度 的 函数 的 产 率 的 等 高 线 图 ， 根 据 图 形 , 你 可 以 推荐 该 化 工 工艺 的 好 的 生产 条 
Жез? 
97 (а) 用 三 因子 交互 作用 的 ABC? 分 量 , 分 为 3 个 区 组 , 对 33 设计 进行 温 区 设计 ， 将 你 的 结果 与 图 
9.7 的 设计 进行 比较 ， 
(b) 用 三 因子 交互 作用 的 4B2C ЯЖ, 分 为 3 个 区 组 , 对 33 设计 进行 温 区 设计 . 将 你 的 结果 与 图 
9.7 的 设计 进行 比较 ， 
(c) 用 三 因子 交互 作用 的 ABC 分 量 , 分 为 3 个 区 组 , 对 33 设计 进行 混 区 设计 ， 将 你 的 结果 与 图 9.7 
的 设计 进行 比较 . 
(d) 比较 (a). (b). (c) 及 图 9.7 的 结果 , 可 以 得 出 什么 结论 ? 
эв 用 四 因子 交互 作用 的 4B2CD 分 量 , 分 为 3 个 区 组 , 对 34 设计 进行 混 区 设计 . 
9.9 考虑 思考 题 9.3 第 一 个 重复 的 数据 ,假定 不 能 在 同一 天 内 做 完 所 有 27 个 观测 值 , 建立 一 个 以 4B2C 
WE, 分 为 3 天 进行 的 实验 设计 . 分 析 这 些 数据 . 
9.10 写 出 分 为 9 个 区 组 的 34 设计 的 方差 分 析 表 , 这 是 实用 的 设计 吗 ? 
9.11 考虑 思考 题 9.3 的 数据 . 如 果 在 重复 1 中 ABC 温 区 而 且 在 重复 1[ 中 АВС? REX, 请 进行 方差 分 析 . 
9.12 考虑 思考 题 9.3 重复 Т 的 数据 , 假定 只 进行 此 设计 的 以 了 = ABC 的 1/3 分 式 设计 实验 ， 构 造 这 一 
设计 , 确定 别名 结构 ， 并 分 析 这 些 数据 . 
9.13 观察 图 9.9, 如 果 完 成 了 前 9 个 试验 , 并 删除 3 个 因子 中 的 一 个 因子 , 那么 会 留 下 哪 种 类 型 的 设计 ? 
9.14 构造 一 个 了 = ABCD 的 347! 设计 . 写 出 此 设计 的 别名 结构 
9.15 证 明 思 考题 9.14 的 设计 是 分 辨 度 为 以 的 设计 . 
916 构造 一 个 T= ABC 和 了 = СОЕ 的 35-2 设计 , 写 出 此 设计 的 别名 结构 . 此 设计 的 分 辨 度 是 几 ? 
9.17 构造 一 个 39-6 设计 , 并 证 明 它 是 分 辨 度 为 [I 的 设计 . 
918 构造 一 个 分 为 两 个 区 组 , 每 个 区 组 有 16 个 观测 值 的 4x23 设计 的 混 区 设计 . 对 此 设计 写 出 方差 分 析 
ж 


9.19 写 出 273? 析 因 设计 的 方差 分 析 表 , 讨论 怎样 将 这 一 设计 进行 混 区 设计 . 

9.20 从 16 个 试验 的 24 设计 出 发 , 指出 在 此 实验 中 怎样 将 2 个 三 水 平 因子 安排 进去 ， 如 果 需 要 一 些 二 因 
子 交互 作用 的 信息 , 那么 能 够 安排 几 个 二 水 平 因子 ? 

从 16 个 试验 的 24 设计 出 发 , 指出 怎样 安排 1 个 三 水 平 因子 和 3 个 二 水 平 因 子 ， 使 人 们 仍然 可 以 估 
计 二 因子 交互 作用 ， 


9.2 


95 = X HN 317 


9.22 在 思考 题 8.27 中 , 你 遇 到 作者 的 两 位 朋友 Harry 和 Judy, 他 们 在 俄勒冈 州 的 Newberg 有 家 葡萄 酒 
厂 和 一 座 葡萄 园 . 那个 问题 描述 了 如 何 对 他 们 的 1985 年 黑 比 诺 葡萄 酒 产品 应 用 二 水 平分 式 析 因 设 计 . 
在 1987 年 , 他 们 需要 进行 另 一 种 黑 比 诺 葡萄 酒 实验 ， 此 实验 的 变量 是 


жон 水 平 
黑 比 诺 无 性 系 威 登 斯 维尔 , 玻 玛 
浆果 大 小 小 ,大 
发 酵 温度 80°F, 85°F, 90/80"F, 90*F 
ERKE 无 , 10% 
КЕШІНІҢ 10 天 , 21 X 
酵母 类 型 阿 斯 最 型 ， 香槟 型 
橡木 类 型 特 朗 赛 型 , 阿里 耶 型 


Harry 和 Judy 决定 用 16 个 试验 的 二 水 平分 式 析 因 设计 , 把 四 水 平 的 发 酵 温度 作为 2 个 二 水 平 
变量 来 处 理 . 与 思考 题 8.27 一 样 , 他 们 用 品尝 小 组 评 出 的 名 次 作为 响应 变量 .设计 以 及 所 得 的 平均 名 


次 如 下 
- XE — AM Eh EO Bü WA Y5 
МЮ BER Ah mE KR ”时 间 类 型 ”类 型 ”名 次 

1 = Б 4 
2 十 + + + 10 
з - + + + + 6 
4 * 十 - 十 + - - 9 
5 * + + + = n 
6 + + + E - + 1 
7 - + + - + - + 15 
8 + + + E S 5 
9 + + + - + 12 
10 + = + + a Ф к 2 
m < + - + + + - 16 
12 + + - + + 3 
13 - + + - - + + 8 
14 ^. ұз 十 十 - 十 一 一 14 
15 - - + + 十 ~ Е Е т 
16 + + + + + + + 13 


(a) 描述 此 设计 的 别名 . 


(b) 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 ， 


(c) 关于 这 个 实验 和 思考 题 8.27 的 1985 年 黑 比 诺 葡 萄 酒 实验 ,你 能 做 什么 比较 ? 
9.23 在 W. D. Baten 发 表 在 Industrial Quality Control (1956 年 卷 ) 的 一 篇 文章 中 , 介绍 了 3 个 因子 
对 钢筋 长 度 的 效应 的 一 个 实验 的 研究 结果 . 每 根 钢筋 要 经 过 两 个 热处理 过 程 ， 并 在 一 天 中 3 个 时 间 点 
(上 上午 8 点 , 上午 11 点 , 下午 3 点 ) 的 某 一 时 间 点 , 被 4 台 机 器 中 的 一 台 切 割 . 长 度 的 规范 数据 如 下 ， 
(a) 假定 每 一 单元 格 中 的 4 个 数据 是 重复 数据 , 分 析 这 个 实验 的 数据 . 
(b) 分 析 这 个 实验 的 残 差 ， 有 迹象 表明 在 某 个 单元 中 存在 异常 点 吗 ? 如 果 找 到 异常 点 ,删除 异常 点 后 
重复 (a) 的 分 析 . 你 得 到 什么 结论 ? 
(c) 假设 各 个 单元 中 的 观测 值 是 在 4 台 机 器 上 一 起 进行 热处理 的 钢筋 依次 被 切割 的 (规范 ) 长 度 . 分 
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析 这 些 数据 并 确定 3 个 因子 对 平均 长 度 的 效应 . 

(d) 计算 每 一 单元 格 中 4 个 观测 值 方差 的 对 数 . 分 析 这 个 响应 . 可 以 得 到 什么 结论 ? 

(е) 假设 钢筋 被 切割 的 时 间 在 日 常生 产 过 程 中 是 不 受 控制 的 ， 分 析 在 每 个 机 器 /热处理 过 程 中 12 个 
钢筋 长 度数 据 的 平均 值 和 方差 的 对 数 ， 可 以 得 到 什么 结论 ? 


"PEEL кш 
过 程 1 2 3 4 
i 6 9 7 9 1 2 6 6 
上 午 8 点 1 3 5 5 0 4 7 3 
E 4 6 6 5 E 0 4 5 
0 1 3 4 0 1 5 4 
" 6 3 8 7 3 2 T 9 
上 午 11 点 1 -1 4 8 1 0 1 6 
" 3 1 6 4 2 0 9 4 
1 -2 1 3 EI 1 6 3 
қ 5 4 10 1 -1 2 10 5 
下 午 3 点 9 6 6 4 6 1 4 8 
2 6 0 8 7 0 -2 4 3 
3 7 10 0 4 -4 7 0 
人 4 4 7 о 


第 10 章 ” 拟 合 回归 模型 


本 章 纲要 

10.1 引言 10.7.1 ”尺度 残 差 和 PRESS 

10.2 ”线性 回归 模型 10.7.2 影响 诊断 

103 ”线性 回归 模型 的 参数 估计 10.8” 拟 合 不 足 检 验 

104 ”多 元 回归 的 假设 检验 第 10 章 补充 材料 
104.1 ”回归 的 显著 性 检验 510.1 回归 系数 的 协 方差 矩阵 
1042 ”回归 系数 的 个 别 检验 和 分 组 检验 510.2 ”回归 模型 与 所 设计 的 实验 

10.5 ”多 元 回归 的 置信 区 间 5103 ”调整 的 R2? 
10.5.1 ”单个 回归 系数 的 置信 区 间 8104 逐步 回归 和 其 他 回归 模型 变量 选择 法 
10.5.2 ”平均 响应 的 置信 区 间 S10.5 ”预测 响应 的 方差 

10.6 “新 响应 观测 的 预测 8106 ”预测 误差 的 方差 

107 回归 模型 的 诊断 510.7 回归 模型 的 杠杆 值 

10.1 引 ов 


很 多 问题 中 , 有 两 个 或 多 个 变量 是 相关 的 , 我 们 想 要 建立 模型 并 探索 这 些 关系 . 例如 , 在 化 
工 工艺 中 , 产品 的 产 率 和 运行 温度 有 关 . 化 学 工程 师 想 要 建立 产 率 和 温度 的 模型 , 并 用 这 一 模型 
进行 预测 、 过 程 优化 和 过 程控 制 . 

一 般 地 , 设 有 一 个 因 变 量 或 响应 y, 它 依赖 于 k 个 自 变 量 或 回归 变量 , 例如 mimos me 
这 些 变量 之 间 的 关系 可 以 用 一 个 称 为 回归 模型 的 数学 模型 来 刻画 ， 它 拟 合 一 组 样本 数据 . 在 有 
些 场合 , 实验 者 知道 y 和 zi тә), т, 之 间 真 实 函数 关系 的 精确 表达 式 , 比方 说 , y = ¢ (mn, 
та, 555 ть). 但 是 , 大 多 数 情况 下 , 真实 的 函数 关系 是 未 知 的 , 实验 者 要 选取 一 个 合适 的 函数 
ERRE p. 低 阶 的 多 项 式 模型 是 广 为 应 用 的 逼近 函数 ， 

在 实验 设计 与 回归 分 析 之 间 有 强烈 的 相互 影响 , 本 书 始终 强调 以 经 验 模型 定量 地 表示 实验 
结果 的 重要 性 , 这 将 使 模型 易于 理解 、 解 释 和 实现 ， 回 归 模型 是 它 的 基础 在 许多 场合 , 我 们 已 
经 给 出 了 描述 实验 结果 的 回归 模型 . 本 章 将 介绍 有 关 拟 合 这 些 模型 的 一 些 内 容 . 关于 回归 的 更 完 
整 的 叙述 见 Montgomery, Peck, and Vining (2001) LL Myers (1990). 

回归 分 析 常 用 于 分 析 无 计划 实验 所 得 的 数据 , 例如 , 观测 不 可 控 现 象 所 得 的 数据 或 历史 记录 . 
回归 分 析 在 出 现 某 些 问题 的 设计 过 的 实验 中 也 是 很 有 用 的 . ЖЭН. 
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我 们 将 主要 拟 合 线性 回归 模型 . 例如 , 假定 我 们 想 要 建立 聚合 物 的 黏度 与 温度 和 催化 剂 进 料 
速率 之 间 的 经 验 模型 . 可 以 描述 这 个 关系 的 一 个 模型 是 
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y = Bo + Byri + Bora d € (10.1) 


其 中 y 表示 黏度 , ті 表示 温度 , z? 表示 催化 剂 进 料 速率 . 这 是 有 两 个 自 变量 的 多 元 线性 回归 模 
型 自 变量 也 常 称 为 预测 变量 (predictor varible) 或 回归 变量 (regressor)， 使 用 术语 线性 是 因 
为 (10.1) 式 是 未 知 参数 Bo, 81, 82 的 一 个 线性 函数 . 模型 描述 了 在 二 维 z1, za 空间 中 的 一 个 
平面 ,参数 80 定义 为 平面 的 截 距 ， 有 时 也 称 01, 2: 为 偏 回归 系数 , 这 是 因为 81 度量 了 在 zi 
每 改变 一 个 单位 而 zo 保持 不 变 时 y 的 期 望 改 变量 , 同 理 , 6。 度量 了 在 т; 每 改变 一 个 单位 而 
т 保持 不 变 时 y 的 期 望 改 变量 . 

一 般 地 , 响应 变量 y 与 k 个 回归 变量 相关 . 称 模型 


Y = 80+ Віті + Bara o Ват e (10.2) 


为 有 大 个 回归 变量 的 多 元 线性 回归 模型 . 称 参数 8;, j= 0,1, .……, k, 为 回归 系数 (regression 
coefficient)， 这 个 模型 描述 了 维 回归 变量 {z;} 空间 中 的 超 平面 . 参数 8; 表示 在 c, 每 改变 
一 个 单位 而 其 余 自 变量 v(i A 8) 保持 不 变 时 响应 y 的 期 望 改变 量 . 

Њ (10.2) 式 看 起 来 更 复杂 的 模型 通常 也 可 以 用 多 元 线性 回归 方法 进行 分 析 . 例如 , 在 含有 
两 个 自 变量 的 一 阶 模型 中 添加 一 个 交互 作用 项 , 即 


Y = Bo + Ві + axa + Өтілі + E (10.3) 


车 设 za = тілі 和 Йҙ- B12, W (10.3) 式 可 改写 为 
у= Po + Bai + Baza + Bara +E (10.4) 
这 是 一 个 有 3 个 回归 变量 的 标准 多 元 线性 回归 模型 . 回忆 第 68 36, 我 们 为 了 定量 表示 二 水 平 


析 因 设计 , 曾 用 类 似 于 (10.2) 式 与 (10.4) 式 的 式 子 来 表示 经 验 模型 ,再 例如 , 考虑 2 个 变量 的 
二 阶 响应 曲面 模型: 


Y = bo + Віті + Вато + Bs? + Baa? + Bziza +e (10.5) 


Ж зз = zi та = 18, = тало, бз= би, a= Baa, Bs= B12, 则 上 式 改 写 为 
Y = Bo + Віті + бото + sra + Dama ss +E (10.6) 


这 是 一 个 线性 回归 模型 . 在 本 书 前 面 章节 中 , 我 们 已 看 到 过 这 个 模型 . 一 般 来 说 , 任意 一 个 对 于 
参数 (8) 为 线性 的 回归 模型 就 叫做 线性 回归 模型 ， 不 论 其 生成 的 响应 曲面 形状 如 何 . 

本 章 将 概述 多 元 线性 回归 模型 参数 估计 的 方法 ， 这 通常 称 为 模型 拟 合 . 我 们 还 将 对 这 些 模 
型 讨论 假设 检验 和 构造 置信 区 间 的 方法 ， 以 及 检验 模型 拟 合 的 适合 性 . 我 们 主要 关注 在 设计 
过 的 实验 (designed experiment) 中 有 用 的 回归 分 析 方 法 . 关于 回归 的 更 完整 的 论述 , 可 参阅 
Montgomery, Peck, and Vining (2001) 以 及 Myers (1990). 
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多 元 线性 回归 模型 中 , 通常 用 最 小 二 乘法 来 估计 回归 系数 , 设 有 n >k 个 响应 的 观测 值 , 比 
方 说 , уу, s yn 与 每 一 个 观测 响应 y; 对 应 ， 每 一 个 回归 变量 也 有 相应 的 观测 值 , 记 ey 表 
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RER zi 的 第 i 个 观测 值 或 水 平 . 数据 如 表 10.1 Bras. 假定 模型 中 误差 项 < 满足 E(e) = 0, 
У(е) = о?, 且 {ei] 是 不 相关 的 随机 变量 . 


表 10.1 多 元 线性 回归 的 数据 


у ті т? : EN 
Ел ті 212 2 тік 
ya 22 222 ШЫ Tok 
Yn тті Tn2 Vs Tnk 


可 以 用 表 10.1 中 列 出 的 观测 值 写 出 [(10.2) 式 的 | 模型 
yi = Во + Biz + бәт +-+ + ыты + Ei = fo + буға te i-212,.,n (10.7) 
f£ 


所 谓 最 小 二 乘法 , 就 是 选取 10.7 式 中 的 0 使 得 误差 c; 的 平方 和 最 小 . 最 小 二 乘 函数 是 


2 
в А к 
= = 5 (s -%- У szu) (10.8) 
& & Ж 
将 函数 工 关 于 fo, B1,… Въ 最 小 化 , 最 小 二 乘 估计 量 ( 记 为 后 , 所，…， 房 ) 必须 满足 
ді, n Е 
BB, hh, 7 25 (» -6-5 es) =0 (10.92) 
与 
ET һ--22(и-%-Жйа|гу-0 jo12.k (10.9b) 
98; Po à PL je . 


化 简 (10.9) sk, 得 
пӣо + д, È за + Dat +Â за = 5и 


Ё Уза + У zh + У sazia +: Âr Y зата = 
а а а 


іш 


Y tayi 
5 


Êo X Zik + Êi X тата + 2 È тита Te дк 5 а, = Ў тікті (10.10) 
z E: 4 e а 
称 这 些 方程 为 最 小 二 乘 正规 方程 组 (least squares normal equations). 共有 p = k + 1 个 正 
规 方程, 正好 和 未 知 回归 系数 个 数 相对 应 . 正规 方程 组 的 解 就 是 回归 系数 的 最 小 二 乘 估计 量 0, 
Bi, DC дь. 
如 果 用 和 矩阵 记号 表示 , 则 求解 正规 方程 组 更 为 简便 . 现在 给 出 对 应 于 (10.10) 式 的 正规 方程 
组 的 矩阵 表示 形式 , 以 观测 值 表 示 的 模型 , 即 (10.7) R, 用 矩阵 记号 可 写 为 


у= ХВ +є 
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其 中 
y 1 zn 212 co Тік Bo E 
ya 1 та X22 c Тар Bi E2 
y= X= H ， 有 = t= 
Yn 1 Eni Tn2 © Tak Bk En 


一 般 地 , y 是 一 个 (nx1) 观测 值 向 量 , X 是 自 变量 水 平 的 一 个 (n x p) 和 矩阵, B 是 一 个 (px1) 
回归 系数 向 量 , e 是 一 个 (nx1) 随机 误差 向 量 . 
要 求 得 最 小 二 乘 估计 向 量 语 , 只 要 使 
L= Ў å = e'e = (y Хуу X9) 

取 极 小 值 . 注意 L 可 表示 为 

L-y'y -B'X'y -yXB4 8'X'X8— yy-28'X'y + B'X'XB (10.11) 
这 是 因为 8'X'y 是 一 个 (1x1) 矩阵 , 或 标量 , PEDIR (9 X' y)! = X 8 是 同一 个 标量 . 
最 小 二 乘 估计 量 必须 满足 

ЕА = -2Х'у+2Х'Хӣ-0 
简写 为 
X'XB- Ху (10.12) 

(10.12) 式 是 最 小 二 乘 正 规 方程 组 的 矩阵 形式 , 它 等 同 于 (10.10) 式 ， 为 了 求解 正规 方程 组 , 对 
(10.12) 式 两 边 乘 以 XX 的 逆 . 于 是 , 8 的 最 小 二 乘 估计 量 是 


B=(X'X) X'y (10.13) 
容易 看 出 , 正规 方程 组 的 矩阵 形式 等 同 于 它 的 标量 形式 . 详细 写 出 (10.12) R, 得 
A È та P та 09 Š та à P v 
» та » ті У тала cc »» Tu ГА У тау 
РКЕ 29 i A n 
Э тік У акта У тата 5 Уа > ачкі 
& = E & E 


进行 矩阵 乘法 , 就 得 到 正规 方程 组 ( 即 (10.10) Ж) 的 数量 形式 . 易 见 ， XX 是 一 个 (px p) 对 
称 矩 阵 , X'y 是 一 个 (px1) 列 向 量 . 注意 XX. 的 特殊 构造 . X" X 的 对 角 线 元 素 是 X 列 元 素 
的 平方 和 , 对 角 线 以 外 的 元 素 是 X 列 元 素 的 义 积 的 和 . 此 外 , X'y 的 元 素 是 X 列 元 素 与 观测 
值 {y;} 的 又 积 的 和 . 

所 拟 合 的 回归 模型 是 


$= XH (10.14) 
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其 标量 形式 为 
h= А+ 5 да, i=1,2 pn 
fe 


实际 观测 值 y; 与 相应 的 拟 合 值 y; 的 差 称 为 残 差 (residual), 记 为 e; = yi — Ji. (nx1) ФЕ 
向 量 记 为 
е-у-й (10.15) 


1. 估计 а? 
我 们 常常 需要 估计 o^. 为 了 得 到 这 个 参数 的 估计 量 , 考虑 残 差 平 方 和 


n а 
SSe = X) (vi - 90^ = де = ele 


КЛе=у-ӯ=у- XB, 得 
SSe=(y - XÊ) (y - XB) = уу - Ü'X'y - yX84 B'X'XB-y'y-2/ X'y+Â'X'XÂ 
因为 x'XB- X'y, 上 式 化 为 

SSe = уу – 8'Х'у (10.16) 
Ж (10.16) 式 为 误差 平方 和 或 残 差 平方 和 , CH n- р 个 自由 度 . 可 以 证 明 

E(SSE) = "(n - p) 
所 以 , a? 的 一 个 无 偏 估计 是 А 

ә? = ЭЗЕ. (10.17) 
2. 估计 量 的 性 质 


由 最 小 二 乘法 可 以 得 到 线性 回归 模型 中 参数 B 的 无 偏 估计 , 这 只 需 按 下 面 的 方法 对 启 求 期 
望 就 可 以 证 明 ; 


E(À) = E(X'X)-' Xy] = E(X' X)! X'(X B + €)] 
-E[(X'X)X'X8-- (X'X)! X'e] - B 
这 是 因为 E(e) = 0, (X'X)"! X'X — I. 于 是 , B 是 B WEARS ERE. 
B 的 方差 特性 用 协 方差 矩阵 表示 为 ， 
Cov(B) = E{B- Е(8)]1 – E(B)]'} (10.18) 
它 是 一 个 对 称 矩 阵 , 它 的 第 i 个 主 对 角 线 元 素 是 单个 回归 系数 房 的 方差, 它 的 第 (3) 个 元 素 是 
д, 与 房 之 间 的 协 方差. B 的 协 方差 矩阵 是 

Соу(8) = e?(X' X)^! (10.19) 


9010.1 JAM) RUE (y) 和 两 个 过 程 变量 一 反应 温度 (zi ) 与 催化 剂 进 料 速率 (z2) 一 的 16 
个 试验 的 观测 值 如 表 10.2 所 示 , 我 们 将 用 这 些 数据 拟 合 多 元 线性 模型 
y = Во + Віті + faxa +E 
X 矩阵 和 y 向 量 分 别 是 
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310.2 0110.1 多 元 线性 回归 的 数据 


观测 温度 催化 剂 进 料 速率 P 观测 温度 催化 剂 进 料 速率 P 
(21.0) (z2, Ib/h) (21, С) (z2, Ib/h) 
1 80 8 2 256 9 94 12 2 364 
2 93 9 2340 | 10 93 1 2379 
3 100 10 2220 | 1 97 13 2 440 
4 82 12 2293 | 12 95 1 2 364 
5 90 n 2330 | 13 100 8 2 404 
6 99 8 2368 | 14 85 12 2317 
7 81 8 2250 | 15 86 9 2 309 
8 96 10 2 409 | 16 87 12 2328 
1 80 8 2 256 
1 93 9 2340 
1 100 0 2 426 
1 82 12 2 293 
1 90 n 2 330 
1 99 8 2 368 
1 8 8 2 250 
1 96 10 2 409 
Хејр sw |5 V7|234 
1 93 nn 2 379 
1 97 13 2 440 
1 95 nn 2 364 
1 10 8 2 404 
1 85 12 2317 
1 86 9 2 309 
1 87 12] 2328 | 
X'X 矩阵 是 
1 80 8 
і dose од 1 өз 9 16 1458 164 
XX=| 80 93 .. вт 0: .|=| 1458 133560 14946 
8 9 .— 12 e 164 14946 1726 
1 87 12 
X'y 向 量 是 
2256 
1 01e 1 2340 37 577 
Х'у= | 80 93 .. 87 = | 3429 550 
8 9 12 d 385 562 
2328 
B 的 最 小 二 乘 估计 是 
B= (QX' X) X'y 
或 
14176 004 — —0.129 746 —0.223 453 37 577 
B=| -0.129 746 1429184x10-9 ^ 4763947 x 10-5 3 429 550 


—0.223 453 --4.763 947 x 10-5 2.222 381 x 107? 385 562 
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1 566.077 77 
- 7.621 29 
8.584 85 
IB RICE BEP ы арты уа dE E 
9 = 1 566.08 + 7.6211 + 8.5812 
表 10.3 的 前 З 列 分 别 表示 实际 观测 值 y;、 预 测 值 或 拟 合 值 9, 和 残 差 值 , 图 10.1 是 残 差 的 正 态 概率 
图 . 残 差 与 预测 值 0: 的 关系 图 和 残 差 与 两 个 变量 т) 和 z2 的 关系 图 分 别 显示 在 图 10.2、 图 10.3 和 图 10.4 
"b. 正如 在 设计 过 的 实验 中 一 样 , 残 差 图 是 回归 模型 中 不 可 或 缺 的 部 分 ， 这些 图 形 表明 观测 到 的 符 度 值 的 方 
差 随 着 黏度 的 增 大 而 增加 ， 图 10.3 表明 缉 度 的 变异 性 随 着 温度 的 增加 而 增加 . 


3010.8. 8 10.1 ЮНА, Вита 


Er WE RE р 学 生化 E 学 生化 
i M P ei 8 Lr : 74 
1 2 256 2 244.5 11.5 0.350 0.87 0.137 0.87 
2 2 340 23521 -121 0.102 -0.78 0.023 -0.77 
3 2 426 2414.1 11.9 0.177 0.80 0.046 0.79 
4 2293 2 294.0 一 1.0 0.251 一 0.07 0.001 —0.07 
5 2 330 2346.4 —16.4 0.077 -1.05 0.030 -1.05 
6 2368 2 389.3 -213 0.265 -1.52 0.277 一 1.61 
T 2250 22521 -21 0.319 -015 0.004 一 0.15 
8 2 409 2 383.6 25.4 0.098 1.64 0.097 1.76 
9 2 364 2 385.5 -21.5 0.142 -142 0.111 —1.48 
10 2379 2 369.3 9.7 0.080 0.62 0.011 0.60 
11 2440 2 416.9 23.1 0.278 1.66 0.354 1.80 
12 2 364 2 384.5 -20.5 0.096 一 1.32 0.062 -1.36 
13 2 404 2 396.9 71 0.289 0.52 0.036 0.50 
14 2317 2 316.9 01 0.185 0.01 0.000 «0.01 
15 2 309 2 298.8 10.2 0.134 0.67 0.023 0.66 
16 2328 2332.1 —4.1 0.156 —0.28 0.005 -0.27 


99. 2543 P 
95 
% 1161 
80 
H 70 9:79. 
mos Ш іт 
ш 30 ы 
5 20 一 5.85 


1 " -2150 b " 


П П 1 1 1-4 d 
-2180-13.68 -5.85 1.97 9.79 17.61 25.43 2244 2273 2302 23312359 2:488 2417 


яж E LII LU 
图 10.1 例 10.1 中 残 差 的 正 态 概率 图 图 10.2 ” 例 10.1 中 残 差 与 预测 黏度 的 关系 图 
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25.43 BEL 
17.61 1 
979 * Қ 
a 197 4 
一 5.85 
+ 

一 13.68 Ж 1 

21.50 ia innis jet *g ЕСЕ ші. са п 

800 83.3 807 900 933 967 1000 NOU RBS 9.67 10.50 1133 12.17 13.00 

х. 温度 И a», 催化 剂 进 料 速率 
图 10.3 例 10.1 Ф т, (Ж) 图 10.4 4i 10.1 中 残 差 与 zz( 催 化 剂 进 料 
的 关系 图 速率 ) 的 关系 图 


3. 使 用 计算 机 

几乎 所 有 统计 软件 包 都 可 以 进行 回归 模型 拟 合 . 表 10.4 列 出 了 用 Minitab 软件 拟 合 例 10.1 
中 黏度 回归 模型 时 所 获得 的 部 分 输出 结果 . 在 这 个 输出 中 有 许多 量 我 们 已 经 熟悉 了 , 因为 它们 的 
含义 类 似 于 在 设计 过 的 实验 中 计算 机 输出 的 分 析 结果 , 在 本 书 前 面 的 章节 中 , 我 们 已 看 到 许多 计 
算 机 输出 结果 , 在 后 面 的 章节 中 我 们 将 详细 讨论 表 10.4 中 方差 分 析 和 + 检验 的 信息 , 并 将 指出 
如 何 正确 计算 这 些 量 . 

Ж104 8610.1 MEEA Minitab 输出 
回归 分 析 


The regression equation is 
Viscosity «1566 *7.62Temp 8.58 Feed Rate 


Predictor Coef StDev T P 
Constant 1566.08 61.59 25.43 0.000 

Tomp 7.6213 0.6184 12.32 0.000 

Feed Rat 8.585 2.439 3.52 0.004 

8-16.36 R-Sq-92.7/ R-Sq(adj)=91.6% 

Analysis of Variance 

Source DF E Ms F P 
Regression 2 44157 22079 82.50 0.000 
Residual Error 13 3479 268 

Total 15 47636 

Source DF бәд SS 

Temp 1 40841 

Feed Rat 1 3316 


4. 在 设计 过 的 实验 中 拟 合 模型 

我 们 常常 用 回归 模型 以 定量 的 方式 表示 设计 过 的 实验 的 结果 . 下 面 我 们 给 出 一 个 完整 的 例 
子 以 说 明 如 何 来 做 , 在 这 个 例子 后 面 还 有 3 个 简单 的 例子 , 用 于 说 明 在 设计 过 的 实验 中 回归 分 析 
的 其 他 用 途 . 

例 10.2 23 析 因 设计 的 回归 分 析 

一 位 化 学 工程 师 研究 一 个 过 程 的 产 率 . 考察 3 个 过 程 变 量 : 温度 、 压强 以 及 催化 剂 浓度 . 每 个 变量 取 低 
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与 高 两 个 水 平 , 工程 师 决定 进行 有 4 个 中 心 点 的 23 设计 的 实验 .设计 与 所 得 的 产 率 如 图 10.5 所 示 , 这 里 
我 们 同时 列 出 了 设计 因子 的 自然 水 平 ， 以 及 常 在 25 析 因 设计 中 表示 因子 水 平 的 +1, 一 1 规范 变量 
设 工程 师 决定 拟 合 只 有 主 效应 的 模型 ， 即 
y = Во + Віті + бото + Baza +E 


对 此 模型 , X 矩阵 和 y 向 量 是 


poar sis ST 32 
1 1 -1 -1 46 
1 -1 1-і 57 
1 1 1-1 65 
1 -1 -1 1 36 
х-|і 1-1 1|, у= | 8 
1-1 1 1 57 
1» «d db ЫЖ 68 
1 0 0 0 50 
1 0 0 0 u 
1 о 0 0 
1 о о 0 56 
过 程 变量 规范 变量 
wa X ED WE 2 ma n PAY 
(C) (psig) (8/1) 
1 10 4 15 -1 -1-1 382 
2 160 40 15 1 -1 -1 46 
3 120 à 80 15 -1 1-1 57 
4 160 80 15 1 1-1 6 
5 120 40 30 -1-1 1 36 
6 160 40 30 1 -1 1 48 
7 1200 80 30 -1 1 1. 5 
8 160 80 30 1 1 1 68 
9 140 60 25 0 о о 50 
10 140 (60 25 0 0 о 44 
1] 140 (60 225 о о о 53 
12 140 60 25 0 0 0 56 
zl = Hue, г, = 压强 -60，。， = HUE 22 
图 10.5 例 10.2 的 实验 设计 
易 得 
12 ооо 612 
XX=| 9800|, xy=| 4 
0080 85 
0008 9 
因为 ххх яй, 其 逆 也 是 对 角 的 , 回归 系数 的 最 小 二 乘 估计 是 
112 о о 0 612 51.000 
B-(X'X)?xy- 0 1/8 о 0 45 | =| 5625 
0 0 1/8 0 85 10.625 
0 0 01/8 9 1.125 
拟 合 的 回归 模型 是 


9 = 51.000 + 5.6252, + 10.625z2 + 1.12535 
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与 我 们 在 许多 场合 已 使 用 过 的 相同 , 这 些 回归 系数 和 通常 的 23 设计 分 析 法 求 得 的 效应 估计 量 有 密切 
的 关系 , 例如 , 温度 的 效应 (参阅 图 10.5) 是 


T = фра — Ür- = 56.75 — 45.50 = 11.25 


注意 с. 的 回归 系数 是 

(11.25)/2 = 5.625 
也 就 是 说 , 回归 系数 正好 是 通常 效应 估计 的 1/2. 这 一 点 对 于 25 设计 总 是 正确 的 . 如 上 所 述 , 在 第 6 RE 
第 8 章 中 , 对 好 几 个 二 水 平实 验 , 我 们 都 用 了 这 一 结果 来 得 到 回归 模型 、 拟 合 值 以 及 残 差 .此 例 表 明 , 由 2* 
设计 所 得 的 效应 估计 量 是 最 小 二 乘 估计 . 

在 例 10.2 中 , 因为 X" X. 是 对 角 和 矩阵 , 逆 矩 阵容 易 求 得 . 这 一 点 从 直观 上 看 有 优越 性 , 不 仅 
因为 计算 简单 , 而 且 因 为 所 有 回归 系数 的 估计 量 是 不 相关 的 , 即 Соу(й,, 8) = 0. 在 收集 数据 
之 前 , 如 果 能 够 选择 x 变量 的 水 平 的 话 , 我 们 就 会 设计 实验 使 得 X" X. 为 对 角 和 矩阵 

在 实践 中 , 这 一 点 相对 容易 做 到 ， 我 们 知道 , X" X. 的 对 角 线 之 外 的 元 素 是 Х 列 的 又 积 之 
和 . 因此 , 必须 使 X. 的 列 间 的 内 积 等 于 零 , 也 就 是 说 , 这 些 列 必须 是 正 交 的 (orthogonal). 为 拟 
合 回归 模型 而 进行 的 实验 设计 , 车 具 正 交 性 , 则 称 它 为 正 交 设计 .一般 说 来 , 2* 析 因 设计 是 拟 合 
多 元 线性 回归 模型 的 正 交 设计 . 

在 设计 过 的 实验 中 出 现 某 些 问题 时 , 回归 方法 也 是 十 分 有 用 的 . 这 将 在 下 面 两 个 例子 中 给 予 
说 明 . 

例 10.3 ”有 缺失 观测 值 的 23 析 因 设 计 

考虑 例 10.2 的 有 4 个 中 心 点 的 23 析 因 设计 . 假设 完成 实验 后 , 缺失 了 各 变量 都 是 高 水 平 的 那个 试验 
(图 10.5 中 的 第 8 号 试验 )， 这 可 能 由 多 种 原因 造成， 比如 测量 系统 产生 一 个 错误 的 读数 ， 因 子 水 平 组 合 是 
不 可 能 的 搭配， 实验 单元 可 能 有 危险 性 ， 等 等. 

我 们 将 用 其 余 的 11 个 数据 拟 合 主 效应 模型 


Y = Po + Віз + B222 + Взаз +E 


此 时 X ERER y 向 量 是 


1 -1 -1 -1 32 

1 1-14 46 

1-0 1-1 57 

ЕГЕТЕ 65 

1 -1 -1 1 36 

X=|1 і-11|, у= |а 

1-1 101 57 

1 0 0 0 50 

1 о 0 о m 

1 0 0 0 53 

1 о 0 о 56 

为 估计 模型 参数 , 计算 

Пп -1 -1 -1 544 
ЕК zl. zd ; 一 23 
XX=| i a 7 abp х= | 
-1 -1 -1 7 —59 
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得 


B-(x3)7 X'y 
9.615 38 x 10-2 1.923 07 x 10-2 1.923 07 x 10-2 
1.923 07 x 107? 0.153 85 2.884 62 x 107? 
1.923 07 x 107? 2.884 62x 10-2 0.153 85 


1.923 07 x 107? 2.884 62 x 10-2 2.884 62 x 10-2 
51.25 


1 


5.75 


10.75 
1.25 


因此 , 拟 合 的 模型 是 


1.923 07 x 10-2 544 
2.884 62 x 107? 一 23 
2.884 62 x 10-2 17 
0.153 85 -59 


ý = 51.25 + 5.752, + 10.7522 + 1.25z3 


将 此 模型 与 例 10.2 中 由 所 有 12 个 数据 所 得 的 模型 比较 ， 回 归 系数 非常 相似 ， 因 为 回归 系数 与 因子 效应 有 
密切 的 关系 , 我 们 的 结论 并 未 受到 缺失 观测 值 的 严重 影响 , 但 是 , 由 于 (XX) 与 其 逆 不 再 是 对 角 阵 , 效应 的 


估计 量 也 不 再 正 交 ， 
例 10.4 ”设计 因子 水 平 不 够 精确 


在 进行 一 个 设计 过 的 实验 时 ， 有 时 难以 达到 或 保持 设计 所 需 的 精确 因子 水 平 ， 小 的 偏差 并 不 重要 , 但 对 
大 的 偏差 要 多 加 关注 ,在 实验 者 不 能 得 到 所 需 因子 水 平 的 设计 过 的 实验 中 , 回归 方法 很 有 用 . 


为 了 说 明 这 个 问题 , 表 10.5 中 的 实验 是 例 10.2 的 23 设计 的 一 个 变形 , 这 里 , 许多 试验 组 合并 不 是 设 


计 所 指定 的 真正 水 平 的 组 合 . 温度 变量 的 控制 似乎 最 为 困难 
510.5 0110.4 的 实验 设计 


过 程 变量 规范 变量 
试验 温度 压强 浓度 Е PUES у 
" 4 T2 T3 
(с) (psig) (8/1) 
1 125 41 14 —0.75 —0.95 -1433 32 
2 158 40 15 0.90 -1 -1 46 
3 121 82 15 —0.95 14 -1 57 
4 160 80 15 1 1 -і 65 
5 118 39 33 -140 -1.05 114 36 
6 163 40 30 115 E 1 48 
7 122 80 30 一 0.90 1 1 57 
8 165 83 30 125 145 1 68 
9 140 60 22.5 0 0 0 50 
10 140 60 22.5 0 0 0 44 
n 140 60 22.5 0 0 0 53 
12 140 60 22.5 0 0 0 56 
我 们 将 拟 合 主 效应 模型 


y = Bo + Bizi + Вахо + Paza +E 
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X 矩阵 和 y 向 量 是 

1 —0.75 —0.95 -1133 32 

1 090 -1 -1 46 

1 -095 11 -1 57 

1.71 0 一 1 65 

1 -110 -1.(05 14 36 

1 115 -1 1 48 

X= i = 

1 -090 1 1 v 57 

10125 145 1 68 

1 0 0 0 50 

1 0 0 0 44 

100 0 0 53 

1 0 0 0 56 

为 估计 模型 参数 , 计算 
12 0.60 0.25 0.267 0 612 
Ў 0.60 8.18 0.31 —0.140 3 j 77.55 
= 7 X'y= 
XX 0.25 0.31 8.5375  —0.343 7 Ы 100.7 
0.2670 -01403  —0.3437 9.2437 19.144 


得 


Ê = (X'X)x'y 
8.374 47 x 10-2 一 6.098 71 x 10-5  —2,335 42 x 10-3 -2.598 33 x 10-3 


= | -6.098 71 x 1073 0.12289 —4.207 66 x 10-3 1.884 90 x 10-9 
© | -2.335 42 х 10-3  —430766x10-9 0.117 53 4.378 51 x 1073 | * 
—2.598 33 x 107? 1.884 90 x 1073 4.37851 x 10-3 010845 
612 50.493 91 
77.55 | | 540996 
100.7 7 | 10.163 16 
19.144 1.072 45 


回归 系数 保留 两 位 小 数 , 拟 合 的 模型 是 
9 = 50.49 + 5.4121 + 10.1622 + 1.0723 


将 此 模型 与 例 10.2 中 的 原 模型 比较 ， 原 模型 中 因子 水 平 是 设计 指定 的 真正 水 平 ， 两 者 之 间 只 有 非常 小 的 差 
5. 这 个 实验 结果 的 实际 解释 不 会 因为 实验 者 不 能 精确 达到 所 要 的 因子 水 平 而 受到 严重 影响 

8610.5 在 分 式 析 因 设计 中 ， 分 离 有 别名 的 交互 作用 

从 第 8 章 中 可 以 看 到 ， 用 折 登 法 可 以 在 一 个 分 式 析 因 设计 中 分 离 有 别名 的 交互 作用 ， 对 一 个 分 辨 度 为 
III 的 设计 , 可 以 构造 一 个 完全 折 登 设计 ， 其 第 二 个 分 式 设计 是 对 原 分 式 设计 取 反 . 这 个 组 合 的 设计 可 用 于 分 
离 所 有 与 两 因子 交互 作用 有 别名 的 主 效应 . 

使 用 完全 折 登 的 难点 在 于 ， 它 要 求 第 二 组 试验 的 个 数 与 原来 的 分 式 设计 完全 相同 . 为 了 分 离 某 些 有 别名 
的 交互 作用 ， 可 以 在 原 分 式 设计 的 基础 上 增加 几 个 试验 ， 增加 试验 的 个 数 少 于 全 折 肥 所 要 求 的， 部 分 折 惟 技 
术 可 以 用 于 解决 这 个 问题 . 利用 回归 方法 可 以 方便 地 看 到 部 分 折 肥 技术 是 如 何 起 作用 的 ， 有 时 甚至 可 以 找到 
更 有 效 的 折 登 设计 . 

例如 , 假设 我 们 要 进行 2 设计 . 表 8-3 列 出 了 这 个 设计 的 主 分 式 设计 , 在 这 个 设计 中 , I = ABCD. 
假设 在 获得 前 8 个 试验 数据 后 , 最 大 的 效应 是 A, B, С, DD( 忽 略 别名 是 这 些 主 效应 的 3 因子 交互 作用 ) 和 
AB + CD 别名 链 . 虽然 可 以 忽略 另 两 个 别名 链 , 但 显然 AB 与 CD 中 至 少 有 一 个 偏 大 . 为 发 现 哪个 交互 
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作用 是 重要 的 , 我 们 当然 可 以 做 另 一 组 替补 的 分 式 设计 , 这 需 再 做 8 个 试验 ， 于 是 , 可 用 所 有 16 个 试验 估 
计 主 效应 和 2 因子 交互 作用 . 另 一 种 方法 是 进行 包括 4 个 附加 试验 的 部 分 折 径 设计. 
可 以 用 少 于 4 个 试验 来 分 离别 名 AB 和 CD. 假设 我 们 希望 拟 合 模型 
y=Po+Biz1+ p222 + зиз + Baza + P12T172 + бзатзта + € 
其 中 z1, тә, zs, та 是 表示 A, B, C, D 的 规范 变量 . 用 表 8-3 中 的 设计 , 此 模型 的 X ЕРЕ 


Ші 22 яз T4 ZlZ2 374 
-1 -1 -1 -1 H t 


х 
1 
1 
1 


为 了 便于 理解 ,我 们 在 各 列 的 上 方 写 出 了 变量 名 ， 注 意 到 z1z2 列 与 zsz4 列 相同 (如 所 预期 的 , 因为 AB 
或 riz? 是 CD R аҙға 的 别名 ), 这 意味 着 X 的 各 列 之 间 不 独立 . 因此 , 我 们 不 能 同时 估计 模型 中 的 B12 
和 Baa. 然而 , 假设 在 替补 的 分 式 设计 中 把 21 = 一 1, za = 一 1, zs = —1, z4 = 1 这 个 试验 加 入 到 原来 的 
8 个 试验 中 , 则 模型 中 的 X 矩阵 变 为 


1 1 1 1 1 1 
-1 -1 -1 1 20. --1 
注意 到 , 现在 列 z172 与 z3z4 不 再 相同 , 这 样 我 们 就 能 够 拟 合同 时 含有 交互 作用 г122(АВ) 与 zaza(CD) 
的 回归 模型 ， 回归 系数 的 大 小 给 出 了 交互 作用 重要 性 的 信息 . 
尽管 添加 一 个 试验 就 可 以 分 离 交互 作用 АВ 和 CD, 但 这 种 方法 有 一 个 缺点 ， 假 设 在 前 8 个 试验 与 稍 
后 添加 的 试验 之 间 存 在 一 个 时 间 效应 (或 一 个 区 组 效应 ). 在 XX 矩阵 中 加 上 区 组 列 , 得 


Ші 22 їз 24 тіт2 rara 区 组 


-1 -1 -1 -1 H 1294 
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我 们 已 假定 在 前 8 个 试验 中 区 组 因子 取 低 水 平 “”, 在 第 9 个 试验 中 区 组 因子 取 高 水 平 “+” 可 以 看 到 , 每 
一 列 与 区 组 列 的 义 积 之 和 不 等 于 零 ， 这 意味 着 区 组 对 处 理 不 再 是 正 交 的 , 或 者 说 , 现在 区 组 效应 影响 模型 回 
归 系 数 的 估计 . 为 使 区 组 正 交 化 , 必须 添加 偶数 次 试验 ， 比 如, 4 个 试验 


ті т? 23 та 
-1 -і -1 1 
1 -1 -і -1 
-1 1 1 1 
1 1 1 -1 


可 以 分 离 AB 和 CD, 并 得 到 正 交 区 组 (用 与 前 面 类 似 的 方法 写 出 X 矩阵 ， 就 可 以 看 到 此 结论 ). 由 试验 所 
需 次 数 , 这 等 价 于 部 分 折 又 . 

通常 直接 检查 由 分 式 析 因 设计 得 到 的 简化 模型 的 X 矩阵 ， 并 决定 为 了 分 离 我 们 感 兴趣 的 有 别名 的 交互 
TERI, 在 原 设计 中 应 该 增加 哪些 试验 ， 此 外 ， 可 以 用 本 章 稍 后 给 出 的 回归 模型 的 结果 来 评估 特殊 增 大 策略 的 
影响 , 还 可 以 用 基于 计算 机 的 方法 构造 用 于 分 离 有 别名 的 效应 的 增 大 设计 (参见 第 8 章 的 补充 材料 )， 第 11 
章 将 讨论 计算 机 生成 的 设计 . 
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在 多 元 线性 回归 问题 中 ， 对 模型 参数 的 假设 检验 有 助 于 度量 模型 的 有 效 性 ， 本 节 将 介绍 几 种 
重要 的 假设 检验 方法 . 这 些 方法 要 求 模型 误差 c 服从 均值 为 零 , 方差 为 o 的 独立 的 正 态 分 布 ， 
k 
简 记 为 。 NID( 0, c?). 由 此 可 知 , 观测 yi 服从 均值 为 6o + Y Ajziy, 773898 o? 的 独立 的 正 
ей 
жө. ! 
10.4.1 ”回归 的 显著 性 检验 


回归 方程 的 显著 性 检验 用 于 判断 响应 变量 y 与 回归 变量 nisus » Zk 的 子 集 之 间 是 否 
存在 线性 关系 . 相应 的 假设 是 


Но: д, = 8 =. = 8. = 0 (10.20) 


Hi:Bj 20, 至 少 有 一 个 了 


拒绝 (10.20) 式 中 的 Ho 意味 着 , 回归 变量 21, zz， ,ть 中 至 少 有 一 个 变量 对 模型 有 显著 的 
影响 . 检验 方法 是 方差 分 析 法 , 先 将 总 平方 和 Sr 分 解 为 模型 (或 回归 ) 引起 的 平方 和 与 残 差 
(或 误差) 平方 和 , 即 

SSr = 858 + 88 (10.21) 


EPER Ho: Bi= Bo= … = B= 0 ЖЖ, WM SS /c? 服从 x? 298, xk 的 自由 度 等 于 
模型 中 回归 变量 个 数 ， 可 以 证 明 SS /a? 服从 Xori 分 布 且 S98 与 9SR ШЕШУ. 对 
Ho: By Ba = Bk= 0 的 检验 方法 是 计算 


SSR/k MSR 


Poss SSs/(n—-k-—1) ^ MSs 


(10.22) 
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车 Fo 超过 Fossa, 则 拒绝 Но. 也 可 以 用 Р 值 法 进行 假设 检验 , 若 统计 量 Fo 的 P 值 小 于 
а, 则 拒绝 Ho. 通常 将 检验 过 程 汇总 到 如 表 10.6 所 示 的 方差 分 析 表 中 . 


表 10.6 ”多 元 回归 的 回归 显著 性 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 УД Fo 
БІН SSR k MSR MSR/MSE 
误差 或 残 差 88 n-k-1 MSp 

总 和 ЕСЖ n-1 


容易 得 到 55, 的 计算 公式 . 我 们 已 在 (10.16) 式 推出 了 SSe 的 计算 公式 , 即 
88в = уу -BX'y 


Ж 85. = Ў (È u) m=vv- (£x) ^ 改写 上 式 , 有 


又 有 
SSe = 85г – SSn 
因此 , 回归 平方 和 为 ^ 
MEC 
58а = fr X'y - —— (10.23) 
误差 平方 和 为 
SSp=yy -PX'Yy (10.24) 
总 平方 和 为 5 
2-8) 
SS$p = уу - 2——— (10.25) 


几乎 所 有 回归 软件 包 都 可 以 完成 这 些 计算 . 例如 , 表 10.4 就 列 出 了 用 Mintab 计算 例 10.1 
黏度 回归 模型 所 得 的 部 分 输出 结果 . 输出 的 上 面部 分 是 模型 的 方差 分 析 表 . 此 例 中 回归 的 显著 性 
检验 的 假设 是 

Н: = =0 — Hi:B; 20, 至 少 有 一 个 7 
表 104 rb, F 统计 量 [(10.22) 式 ] 的 P 值 非常 小 , 所 以 , 可 以 得 到 结论 , 两 个 变量 — 温度 
(21) 和 进 料 速率 (12) 一 一 中 至 少 有 一 个 变量 的 回归 系数 不 为 零 ， 
表 104 也 列 出 了 复 决定 系数 А? 的 值 , 这 里 的 


Е-<-1-<- (10.26) 
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与 设计 过 的 实验 中 相同 , R? 用 于 度量 由 于 在 模型 中 使 用 回归 变量 z1, rz, ss zk 而 造成 的 y Ж 
异性 的 减少 量 . 然而 , 正如 我 们 前 面 已 注意 到 的 , 具有 大 的 R 值 的 回归 模型 并 不 意味 着 它 一 定 
是 好 的 模型. 在 模型 中 增加 一 个 变量 , 不 管 它 是 否 统计 显著 , 总 会 增加 R? 的 值 . 于 是 , 可 能 会 发 
生 这 样 的 情况 , 一 个 模型 有 大 的 R? 值 , 而 用 它 对 新 的 观测 进行 预测 或 求 响应 期 望 的 估计 时 效果 
却 很 差 . 

因为 向 模型 中 添加 新 的 项 时 R 总 是 增加 的 , 有 些 建立 回归 模型 的 人 更 愿意 用 调整 的 忆 ? 统 
计量 , 其 定义 为 


-1-$8g/(n-p) 1 (п-1\ 
Ва =l- son) ci (ауа R?) (10.27) 


一 般 而 言 , 当 模型 中 增加 变量 时 , 调整 的 R? 统计 量 并 不 总 是 增加 的 . 实际 上 , 如 果 增加 了 不 必 
要 的 项 , Ru, 的 值 就 会 减少 . 
以 苛 度 回归 模型 为 例 . 模型 的 调整 R? ER 10.4 中 已 列 出 , 其 计算 过 程 为 


Rày-1- (=) a-R)=1- (8) (1 — 0.926 97) = 0.915 735 


它 非常 接近 普通 的 R^. 如 果 R 与 Ваа 有 极 大 的 不 同 , 模型 中 很 可 能 含有 不 显著 的 项 . 
10.4.2 ”回归 系数 的 个 别 检验 和 分 组 检验 


我 们 经 常 感 兴趣 于 检验 各 回归 系数 的 假设 . 这 类 检验 可 用 于 判定 回归 模型 中 每 个 回归 变量 
的 重要 性 , 例如 , 在 模型 中 添加 一 些 变量 或 者 删 去 模型 的 一 个 或 多 个 变量 ， 模型 可 能 会 更 为 有 效 . 

向 回归 模型 添加 变量 总 会 导致 回归 平方 和 增加 与 误差 平方 和 减少 . 我 们 必须 确定 , 用 增加 模 
型 变量 的 方法 使 回归 平方 和 增加 是 否 值得 , 此 外 ， 向 模型 中 添加 一 个 不 重要 的 变量 , 实际 上 会 增 
大 误差 的 均 方 , 因而 会 使 模型 的 效用 下 降 . 

检验 任意 一 个 回归 系数 的 显著 性 , 比如 6,, 假设 是 


Ho: 8; = 0, Hi: p; #0 
若 不 拒绝 Ho: j= 0, 则 表示 可 以 从 模型 中 删 去 变量 rj. 这 个 假设 的 检验 统计 量 是 


t = -一生 (10.28) 


vVô?Cj; 


RE, Ciy 是 (X' X) 对 应 于 记 的 对 角 元 素 . 当 |to| > tajan- i 则 拒绝 原 假设 Ho:B;= 0. 
注意 , 这 实际 上 是 偏 检验 或 边缘 检验 , 因为 回归 系数 房 依赖 于 模型 中 所 有 其 他 变量 2009 3). 
通常 称 (10.28) RRRS (/220;; 为 回归 系数 Â; 的 标准 误 , 即 


ве(8;) = у/5203, (10.29) 
因此 , (10.28) 式 中 的 检验 统计 量 可 等 价 地 写 为 
Bj 
ве(д)) 


(10.30) 
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大 多 数 回归 的 计算 机 程序 对 每 个 模型 参数 给 出 上 检验 . 例如 , 考虑 表 10.4, 它 是 例 10.1 的 
Mintab 输出 . 输出 的 上 面部 分 给 出 了 每 个 参数 的 最 小 二 乘 估计 、 标 准 误 、t 统计 量 以 及 对 应 的 
P 值 . 对 此 模型 , 我 们 的 结论 是 两 个 变量 (温度 和 进 料 速率 ) 都 是 显著 的 

也 可 以 直接 检验 某 个 特殊 变量 , 如 z;, 在 给 定 模型 中 的 其 他 变量 ri (iA j) 时 , 对 于 回归 平 
方 和 的 贡献 , 检验 方法 就 是 普通 的 回归 显著 性 检验 , 被 称 为 附加 平方 和 法 . 这 种 方法 也 用 于 研究 
回归 变量 的 子 集 对 模型 的 贡献 . 考虑 有 个 变量 的 回归 模型 : 


у= ХВ += 
其 中 y 是 (nx1) 向 量 , X 是 (n x p) 矩阵, B 是 (px1) 向 量 , є 是 (nx1) 向 量 , Bp k +1. 


我 们 想 判断 回归 变量 的 子 集 r, та, << ime (r <k) 是 否 对 回归 模型 有 显著 性 贡献 . 将 回归 系 
数 向 量 划分 为 
[8 
Ж | D | 


其 中 B 是 (rx1) 向 量 , B。 是 [(p г) х1 向 量 . 要 检验 假设 


Н:8,=0, | Hif, 0 (10.31) 
模型 可 以 写 为 
у= XB+e= Х.8, + Х28, € (10.32) 
其 中 X, 表示 X 中 和 B, 有 关 的 列 , Xa 表示 X 中 和 B。 有 关 的 列 . 
对 全 模型 (包括 8, 和 8,), BA B = (ХХ) Ху, 包含 截 距 在 内 的 所 有 变量 的 回归 平 
方 和 为 
55н(8) = 8'Х'у (p 个 自由 度 ) 
H 
MSp = EU - BX'y 
n-p 
Ж SSR(B) 为 8 的 回归 平方 和 . 为 求 出 B1 对 回归 的 贡献 , 我 们 在 假定 零 假设 Ho: B, = 0 为 
真 时 来 拟 合 模型 , 由 (10.32) RE 6, = 0 时 的 简化 模型 : 


у= Х28,+є (10.33) 

В, ЛЯН Â, = (ХХ) Xhy, B 
55н(8,) = Хау (p-r 个 自由 度 ) (10.34) 

在 模型 中 己 有 B。 出 现 的 条 件 下 , 8, 的 回归 平方 和 是 
SSn(81182) = SSR(B) — 55н(8:) (10.35) 


此 平方 和 有 r 个 自由 度 , 称 为 9, 的 “附加 平方 和 ”. 注意 S94 (9, |В:) 是 由 模型 增加 了 变量 r, 
22,77 уа, 而 引起 的 回归 平方 和 的 增加 量 . 
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现在 , 55н(8,18,) 与 MSg 相互 独立 , 而 零 假设 8,— 0 可 以 用 统计 量 


њ = Se (10.36) 
来 检验 . 当 Fo > Farn-p 时 拒绝 Ho, 结论 为 , 8， 中 至 少 有 一 个 参数 不 为 零 , 从 而 在 X 内 的 
变量 ni z2，.… ，zr 中 至 少 有 一 个 变量 对 回归 模型 有 显著 影响 . 有 人 称 (10.36) 式 的 检验 为 偏 
Fu. 
偏 检验 是 非常 有 用 的 , 可 以 通过 计算 


SSr(BilBo, Bi, ,Bj-1, бале») 


来 度量 最 后 一 个 添加 到 模型 中 去 的 变量 т, 的 贡献 ， 这 是 向 包含 了 mss, т)-1, ауы, Өз, 
zy 的 模型 中 添加 z 而 引起 的 回归 平方 和 的 增加 量 ， 注 意 对 单一 变量 x 的 偏 Р 检验 等 价 于 
(10.28) 式 中 的 t 检验 . 因此 , 偏 F 检验 是 我 们 度量 变量 集合 的 效应 的 更 一 般 化 的 方法 . 
例 10.6 考虑 例 10.1 中 的 未 度数 据 ， 假 定 要 研究 变量 z2( 进 料 速 率 ) 对 模型 的 作用 . 即 所 要 检验 的 
假设 是 
Но:Ф%-0, Hi:B2#0 
这 需要 求 出 82 的 附加 平方 和 
558(82|81,80) = SSR(Bo, B1, 82) — SSR(Bo, 1) = SSR(B1, Baldo) — SSR(B1|B0) 
由 检验 了 回归 显著 性 的 表 10.4, 我 们 有 
SSR(B1, 8180) = 44 157.1 
在 表 中 它 被 称 为 模型 平方 和 . 这 个 平方 和 有 2 个 自由 度 . 
简化 模型 是 
у= bo + pizi +e 
此 模型 的 最 小 二 乘 拟 合 为 
9 = 1 652.395 5 + 7.639 721 
其 (自由 度 为 1 的 ) 回归 平方 和 是 
SSR(B1|B0) = 40 840.8 
注意 , 这 个 55 R(B1|Bo) 显示 在 表 10.4 中 Mintab 输出 的 底部 的 "Seq SS” 项 中 . 因此 ， 
SSn(B3|Bo, 81) = 44 157.1 — 40 840.8 = 3 316.3 
其 自由 度 为 2 - 1 = 1， 这 是 向 已 包含 了 гі 的 模型 中 添加 та 而 引起 的 回归 平方 和 的 增加 量 ， 已 显示 在 表 
10.4 中 Mintab 输出 的 底部 . 为 了 检验 Ho: 82= 0, 由 检验 统计 量 可 得 
而 = SSR(B2lBo, B)/1 _ 3 316.3/1 


MSE 267.604 
VER, Fo 的 分 母 为 全 模型 中 的 MS.p (X 10.4)， 由 Fb.05,1,13 = 4.67, 我 们 拒绝 Ho: Вз= 0, 并 认为 za 
( 进 料 速率 ) 对 模型 有 显著 影响 
МАР 检验 仅 涉及 单一 回归 变量 , 此 时 它 等 价 于 检验 , 因为 自由 度 为 v 的 t 统计 量 的 平方 就 是 自 
由 度 为 1 和 v 的 FP 统计 量 . 为 了 理解 这 一 点 , 查看 表 10.4 中 对 Ho: Bo— 0 检验 的 t 统计 量 to —3.520 3, 
因此 , t3 = (3.520 3)? = 12.392 5 œ Fo. 


= 12.392 6 
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10.5 ”多 元 回归 的 和 置信 区 间 


我 们 常常 要 对 回归 系数 {B;} 以 及 回归 模型 中 其 他 感 兴趣 的 量 构 造 置信 区 间 估计 . 这 些 置信 
区 间 的 推导 过 程 需要 假定 误差 {et} 服从 均值 为 零 、 方差 为 o 的 独立 的 正 态 分 布 , 与 10.4 节 的 
假设 检验 中 的 假定 相同 . 
10.5.1 ”单个 回归 系数 的 置信 区 间 
因为 最 小 二 乘 估计 量 2 是 观测 的 线性 组 合 , 所 以 , 语 服 从 均值 为 B, MIZERE (XX) 
的 正 态 分 布 . 故 统计 量 
тб) 
убас,” 
JR E HIRED m — p 的 + 分 布 , 这 里 , Cy 是 矩阵 (XX)! 的 第 (j) 个 元 素 , ô? Ж (1017) 
式 得 到 的 误差 方差 的 估计 . 因此 , 回归 系数 8; (7 = 0, 1, …, k) 的 100(1 - a )% 置 信 区 间 是 


Êi -іуал-ру/070); < Bj < Ê; + ta/2,n-p Vô? (10.38) 
因为 se( 房 ) = VEO 这 个 置信 区 间 也 可 写成 


j-01,,k (10.37) 


Bj — tara -pse(À5) < Ê; < Bj + ta ja pse(B) 
98 10.7 ЖИ 10.1 中 ji 的 95% 置 信 区 间 ， 现 在 房 = 7.621 29, th ô? = 267.604, Cii = 
1.429 184x109, 可 得 


B — to.o25 1375261 < 81 < Êi + to.o25 13V55CT 
7.621 29 ~ 2.16,/(267.604)(1.429 184 x 10-3) < 
Ві < 7.621 29 + 2.16,/ (267.604) (1.429 184 x 10-3) 


7.621 29 — 2.16(0.618 4) < 81 < 7.621 29 + 2.16(0.618 4) 


故 81 的 95% 置 信 区 间 是 
6.285 5 < B1 < 8.957 0 


10.5.2 ”平均 响应 的 置信 区 间 
我 们 还 可 以 得 到 在 特定 点 (比如 тол, moo, >>>, ток) 上 响应 均值 的 置信 区 间 . 首先 , 设 向 量 


在 该 点 的 平均 响应 为 
Шао = Во + 81001 + B2202 + :+ Bkzor = 258 
在 该 点 的 平均 响应 的 估计 为 
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(о) = 208 (10.39) 
ж Е (20) = Е(200) = 208 = на, 所 以 这 个 估计 量 是 无 偏 的 . fj(zo) 的 方差 为 


Víj(zo)) = о220(Х'Х) zo (10.40) 
因此 , 在 点 оз, тозу, mox 处 的 平均 响应 的 100(1 — a)% 置 信 区 间 是 


9020) 一 ta/a2m-pV Oro(X XK) leo < jslmo < (20) -taj2,- 5 V ó?25(X" X)- 1o (10.41) 
10.6 ”新 响应 观测 的 预测 


回归 模型 可 用 于 预测 响应 y 关于 回归 变量 的 特定 值 (如 ro, тоз) ><, co) 的 观测 ， 设 
20 = (то, тоз», ток], 那么 , 在 点 zo1, x02,… , ток 处 观测 yo 的 点 估计 可 用 (10.39) 式 


$(zo) = «od 
计算 出 来 . yo 的 100(1 一 a)% 预 测 区 间 (prediction interval) 是 


f(zo) 一 ta/an-pV52(1 + a6 (X X)- 120) < 


Vo < f (zo) + taj2,5-» V 9*(1 zo (X" X)-1a0) 


在 点 moi, Toz, s , ток 处 预测 新 观测 和 估计 平均 响应 时 , 对 于 位 于 包含 原 有 观测 范围 之 外 的 情 
JE, 我 们 必须 小 心 谨慎 地 推断 . 这 是 因为 很 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 模型 在 原 有 的 数据 范围 内 拟 合 
得 很 好 , 但 在 该 范围 之 外 就 不 能 很 好 地 拟 合 了 

(10.42) 式 中 的 预测 区 间 有 许多 应 用 . 其 中 之 一 是 用 于 析 因 设计 或 分 式 析 因 设计 中 的 确认 实 
Ж. 在 一 个 确认 实验 中 , 我 们 要 检验 从 原 实 验 中 得 到 的 模型, 以 判断 我 们 的 解释 是 否 正确 . 通常， 
先 用 模型 来 预测 设计 空间 内 一 些 感 兴趣 的 点 上 的 响应 , 然后 比较 预测 的 响应 与 在 那些 点 上 另行 
试验 所 获得 的 实际 观测 . 我 们 已 在 第 8 章 中 用 例 8.1 的 24-! 分 式 析 因 设计 说 明了 这 种 方法 . 确 
认 的 一 种 有 用 的 方法 是 看 新 的 观测 是 否 落 在 该 点 预测 区 间 的 范围 内 ， 

为 了 说 明 这 一 点 , 仍 考虑 例 8.1. 这 个 实验 的 解释 表明 , 4 个 主 效应 中 的 3 个 (A, C, D) 以 
及 2 因子 交互 效应 中 的 2 个 (4C 和 AD) 是 重要 的 效应 . 用 A, B, D 因子 在 高 水 平 、C 因子 在 
低 水 平 的 点 作为 合理 的 确认 试验 的 试验 点 , 该 点 的 响应 的 预测 值 是 100.25， 如 果 分 式 析 因 实验 
已 被 正确 解释 且 响 应 模型 有 效 , 我 们 期 望 该 点 的 观测 值 沙 在 由 (10.42) 式 计算 的 预测 区 间 内 . 这 
个 区 间 是 容易 计算 的 . 因为 24 1 是 正 交 设 计 且 模型 包含 6 项 ( 截 距 , 3 个 主 效应 , 2 个 二 因子 交 
互 效应 ), ЖЕ (XX) 有 特别 简单 的 形式 , ШІ (XX) = 116. 所 考虑 的 点 的 坐标 是 v 二 
12 = 1, z3 = —1, та 二 1 但 因为 B( 即 z2) 不 在 模型 中 , 而 2 个 交互 效应 АС 和 AD ( тітз 
和 mica) 在 模型 中 , 点 zo 的 坐标 可 记 为 zh = [1, 21, 23, £4, zlzayzlzd] = [1,1, 21,1, —1, 1]. 
易 知 此 模型 (有 2 个 自由 度 的 ) o? 的 估计 是 52 = 3.25. 由 (10.42) Ж, 在 此 点 的 观测 的 95% 预 
测 区 间 是 


(20) —to. ова (ХИХ) 12) < yo < (ғо) Нота / 2? (1-20 X" X) 120) 


(10.42) 
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! | 1 
100.25 — 4.304/3.25 ( ж ыт) X yo € 100.25 + 4.304 / 3.25 С Ж айы») 


100.25 - 4.30. /3.25(1 + 0.75) < yo < 100.25 + 4.30 /3.25(1 + 0.75) 


100.25 — 10.25 < yo < 100.25 -- 10.25 


90 < yo < 110.50 
因此 , 我 们 期 望 对 A, B, р 因子 在 高 水 平 、C 因子 在 低 水 平 的 点 上 进行 确认 试验 的 响应 变量 渗 
透 率 的 观测 应 落 在 90 至 110.50 228. 实际 观测 值 是 104. 成 功 的 确认 试验 对 正确 解释 分 式 析 
因 实 验 提供 了 一 些 保障 . 


10.7 ”回归 模型 的 诊断 


正如 我 们 所 强调 的 , 在 设计 过 的 实验 中 , 模型 适合 性 检验 是 数据 分 析 过 程 的 一 个 重要 部 分 . 
它 与 建立 回归 模型 同样 重要 , 如 例 10.1, 我 们 总 是 用 设计 过 的 实验 中 的 残 差 图 来 检查 回归 模型 . 
一 般 需 要 进行 : (1) 检查 所 拟 合 的 模型 , 以 保证 它 对 真实 模型 提供 一 个 足够 精度 的 近似 ; (2) 验证 
所 有 最 小 二 乘 回归 的 假定 都 满足 , 如 若 回归 模型 不 是 一 个 适当 的 拟 合 , 它 会 给 出 一 个 拙劣 的 或 起 
误导 作用 的 结果 . 

除了 残 差 图 , 回归 中 还 常用 其 他 一 些 模型 诊断 方法 .本 节 将 简要 地 叙述 这 类 方法 中 的 一 部 
分 . 更 完整 的 叙述 见 Montgomery, Peck, and Vining (2001) 以 及 Myers (1990). 


10.7.1 ”尺度 残 差 和 PRESS 


1l. 标准 化 残 差 与 学 生化 残 差 

许多 建立 模型 的 人 更 愿意 用 对 应 的 尺度 残 差 而 不 愿 用 普通 最 小 二 乘 残 差 . 这 些 尺 度 残 差 党 
常 比 普通 残 差 表达 更 多 的 信息 . 

一 种 尺度 残 差 是 标准 化 残 差 ; 


ШЕ dedu (10.43) 
о 


其 中 的 5 一 般 用 6 = V MSg 计算 , 标准 化 残 差 的 均值 为 零 , 方差 近似 为 1, 因此 , 通常 可 用 于 
查找 异常 值 . 大 部 分 的 标准 化 残 差 应 落 在 区 间 -3 < d; «3 内 , 任意 一 个 标准 化 残 差 在 此 范围 之 
外 的 观测 相对 于 观测 响应 而 言 很 可 能 是 异常 观测 . 应 该 仔细 检查 这 些 异 常 点 , 因为 它们 可 能 表示 
出 现 了 简单 的 数据 录入 错误 , 也 可 能 表示 出 现 了 更 严重 的 问题 , 如 在 回归 变量 所 在 的 区 域 中 , 拟 
合 模型 逼近 真实 响应 曲面 严重 不 足 . 

(10.43) 式 的 标准 化 过 程 就 是 用 残 差 除 以 它 的 近似 平均 标准 差 来 对 残 差 尺 度 化 . 在 某 些 数据 
集合 中 , 各 残 差 之 间 的 标准 差 有 很 大 的 不 同 . 现在 我 们 提出 一 种 考虑 此 问题 的 尺度 化 方法 . 

对 应 于 观测 值 y; 的 拟 合 值 六 的 向 量 是 


$-XB-X(X'X)!X'y- Hy (10.44) 


пхп ЖЕ H = X(X'X) ХІ 通常 称 为 “帽子 ”矩阵 , ЕЛЕНЕ IHRE EIE HU E He 
拟 合 值 向 量 . 帽子 矩阵 及 其 性 质 在 回归 分 析 中 扮演 着 重要 的 角色 . 
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拟 合 模型 的 残 差 可 以 用 矩阵 符号 方便 地 写成 
е=у-9 
残 差 的 协 方差 矩阵 是 
Cov(e) = о2(1 - Н) (10.45) 

和 矩阵 I— H 一 般 不 是 对 角 阵 , 所 以 各 残 差 的 方差 不 相等 且 它 们 是 相关 的 ， 

于 是 , 第 i 个 残 差 的 方差 是 

Vlei) = o?(1 — ha) (10.46) 

这 里 hi ЕН 的 第 ;个 对 角 元 素 . 由 于 0 < ha < 1, 所 以 用 残 差 均 方 和 MSE 来 估计 残 差 的 
方差 实际 上 高 估 了 V(ei). 由 于 ha 是 z 空间 中 第 i 点 位 置 的 度量 , 所 以 ei 的 方差 依赖 于 点 г; 
所 处 的 位 置 , 一 般 地 , z 空间 中 心 点 附近 残 差 的 方差 比 远离 中 心 点 的 残 差 的 方差 大 . 在 远离 中 心 
点 更 可 能 发 生 违背 模型 假定 的 情况 ， 这 些 违背 假定 的 情形 可 能 难以 用 检测 е; (或 а) 发 现 , 因为 
它们 的 残 差 常常 很 小 . 

我 们 推荐 用 不 相等 的 方差 来 尺度 化 残 差 . 建议 画 出 学 生化 残 差 

еі em Ms 

VERTES 1,2,--,т (10.47) 
的 图 形 来 代替 e; (或 di) 的 图 形 , 这 里 的 ô? = MSp. 当 模型 形式 正确 时 , 不 论 zx; 位 于 何 处 , 学 
生化 残 差 的 方差 都 是 常数 V(ri) = 1. 在 许多 情况 下 ， 残 差 的 方差 是 稳定 的 , 特别 是 对 于 大 的 数 
据 集 . 在 这 种 情况 下 , 标准 化 残 差 与 学 生化 残 差 之 间 差别 很 小 . 此 时 标准 化 残 差 和 学 生化 残 差 表 
达 了 同样 的 信息 . 然而 , 因为 任 一 残 差 和 hi 都 大 的 点 极 可 能 影响 最 小 二 乘 拟 合 , 所 以 我 们 通常 
建议 察看 一 下 学 生化 残 差 . 表 10.3 列 出 了 例 10.1 黏度 回归 模型 的 帽子 矩阵 对 角 元 ha 和 学 生 
化 残 差 . 

2. PRESS ЖЖ 

预测 误差 平方 和 (PRESS) 提供 了 一 种 有 用 的 残 差 尺 度 . 为 了 计算 PRESS, 先 选择 一 个 观 
ЖІ, 比如 第 i 个 观测 . 然后 用 其 余 n 一 1 个 观测 拟 合 模型 , 并 用 这 个 回归 方程 预测 保留 的 观测 
4i， 记 这 个 预测 值 为 go, 得 到 第 i 点 的 预测 误差 €() = Vi - до. 通常 称 此 预测 误差 为 第 i 个 
PRESS RÆ. 对 每 一 个 观测 i = 1, 2, …, n 重复 此 过 程 , 可 以 得 到 n 个 PRESS ЖЕ е(1),6(2), 

o ein) 的 集合 . 于 是 , 定义 PRESS 统计 量 为 n 个 PRESS 残 差 的 平方 和 ， 


n= 


PRESS = Y. ей = У = йо)? (10.48) 


PRESS 用 每 一 个 有 n — 1 个 观测 的 子 集 作为 估计 数据 集 ， 又 用 每 个 观测 轮流 作为 预测 数据 集 . 
初 看 起 来, 计算 PRESS 需要 拟 合 n 个 不 同 的 回归 方程 . 然而 , PRESS 可 以 用 关于 所 有 n 
个 现 测 拟 合 的 单一 回归 方程 的 结果 计算 得 到 . 可 以 证 明 , 第 i 个 PRESS 残 差 是 


ei 


l-há 
因为 PRESS 正 是 PRESS 残 差 的 平方 和 , 所 以 其 计算 公式 可 写 为 


e) = (10.49) 


Ж 2 
PRESS = Y: ( i f ) (10.50) 
E Tha 
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由 (10.49) 式 可 以 看 到 , PRESS 残 差 是 对 普通 残 差 按照 帽子 矩阵 对 角 元 hui 加权 得 出 的 结果 . 
对 ha 较 大 的 数据 点 , PRESS 残 差 就 较 大 . 这 些 观测 一 般 将 成 为 强 影响 点 . 普通 残 差 和 PRESS. 
残 差 相差 很 大 的 点 意味 着 , 虽然 模型 对 数据 拟 合 得 很 好 , 但 是 如 果 没 有 该 点 则 所 建 模型 预测 会 很 
差 . 10.7.2 节 将 讨论 影响 的 一 些 其 他 度量 . 
最 后 , 可 以 用 PRESS 近似 计算 预测 А2, 如 
PRESS 

Нің-1- B^ (10.51) 
这 个 统计 量 给 出 了 回归 方程 预测 能 力 的 一 个 指标 . 例 10.1 黏度 回归 模型 中 , 可 以 用 普通 残 差 以 
及 表 10.3 中 给 出 的 hu 的 值 来 计算 PRESS 残 差 .相应 的 PRESS 统计 量 的 值 是 PRESS = 


5 207.7, 于 是 
PRESS | 52077 


SSr 476359 
因此 , 我 们 能 够 期 待 , 在 预测 新 观测 时 , 这 个 模型 可 “解释 ” 约 89% 的 变异 性 , 而 最 小 二 乘 拟 合 可 
解释 原 数据 的 约 93% 的 变异 性 . 按 此 标准 , 这 个 模型 总 的 预测 能 力 似乎 是 非常 令 人 满意 的 . 


3. 学 生化 别 除 残 差 (R-Student) 

上 面 讨论 的 学 生化 残 差 ni 常用 于 异常 点 诊断 . 在 计算 r 时 , 习惯 上 以 MS 作为 o 的 一 
个 估计 . 因为 MSs 是 用 所 有 n 个 观测 拟 合 模型 而 得 到 的 内 部 产生 的 o? 估计 , 这 意味 着 它 是 残 
差 的 内 部 的 尺度 , 另 一 种 基于 剔除 第 i 个 观测 的 数据 集 的 方法 也 可 以 用 作 o? 的 估计 . 记 这 样 的 
о? 的 估计 为 SQ. 可 以 证 明 


= 0.890 7 


Ry = 1 


(n - p)MSz – e2/(1 - hà) 


8 = т-р-і 


(10.52) 
(10.52) 式 中 的 о? 的 估计 用 于 取代 М9, 产生 一 个 外 部 的 学 生化 残 差 , WAA ELIRA, 
计算 公式 为 


ei 


а= —L E (10.53) 
[SA — hu) 
在 大 多 数 情况 下 , ti 与 学 生化 残 差 r 只 有 极 小 的 差异 . 然而 , 如 果 第 i 个 现 测 影响 较 大 , Я 
么 S 与 MS 会 有 显著 不 同 , 则 学 生化 剔除 残 差 对 该 点 更 为 敏感 ， 因 此 ,在 通常 的 假定 下 , t 
的 分 布 为 t.i. 故 学 生化 别 除 残 差 为 探测 异常 点 提供 了 一 种 可 由 假设 检验 进行 的 更 正规 的 方 
法 , 表 10.3 列 出 了 例 10.1 委 度 的 回归 模型 的 学 生化 剔除 残 差 的 值 . 这 些 值 都 不 大 . 


10.7.2 ”影响 诊断 


我 们 偶尔 会 发 现 , 数据 的 小 子 集 对 于 拟 合 回归 模型 所 起 的 作用 有 着 与 之 不 成 比例 的 影响 . 即 
参数 估计 或 预测 可 能 对 有 影响 子 集 的 依赖 更 甚 于 对 主要 数据 的 依赖 ， 我 们 想 要 找到 这 些 强 影响 
点 并 估计 它们 对 模型 的 影响 力 . 如 果 这 些 强 影响 点 起 “ 坏 ”作用 , 就 应 该 将 它们 剔除 . 另 一 方面 ， 
这 些 点 也 可 能 没有 错 . 但 如 果 这 些 点 控制 了 主要 模型 特征 , 我 们 还 是 想 知 道 它们 , 因为 它 可 能 影 
响 到 模型 的 使 用 , 本 节 将 简 述 一 些 度量 影响 的 有 用 方法 . 
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1. 杠杆 点 
在 zx 空间 中 点 的 分 布 对 决定 模型 特征 是 重要 的 . 特别 是 , 远 端的 观测 很 可 能 对 参数 估计 、 预 
测 值 以 及 常规 统计 量 有 不 成 比例 的 杠杆 作用 . 
帽子 矩阵 H = X(X' X) ХИ 在 识别 有 较 强 影响 的 观测 时 是 非常 有 用 的 . 如 前 面 所 述 ， 
Ж V(9) = o*H Wi У(е)-о%(1- H), tk H EERET 9 R e 的 方差 . H 的 元 素 hy 可 被 
解释 为 y; 施加 在 ji 上 杠杆 作用 的 大 小 . 于 是 , 检查 H 的 元 素 能 够 找 出 凭借 它们 在 т 空间 中 位 
置 的 优势 而 可 能 有 的 较 强 影响 . 主要 考虑 对 角 元 hi;. 因为 5 hu Ж (Н) = Ж (Х) p, % 
Н 矩阵 对 角 元 的 平均 大 小 是 p/n. 大 体 上 说 , 若 一 个 对 角 元 ha 大 于 2 p/n, WE i 个 观测 就 是 
高 杠杆 作用 点 . 对 例 101 黏度 模型 而 言 , 2 p/n = 2(3)/16 = 0.375. 表 10.3 给 出 了 一 阶 模型 的 
帽子 矩阵 对 角 元 ha, 因为 ha 中 没有 一 个 超过 0.375, 所 以 我 们 认为 在 这 些 数据 中 没有 杠杆 点 . 
2. 对 回归 系数 的 影响 
可 以 用 帽子 矩阵 对 角 元 素 识别 出 可 能 有 强 影响 的 点 , 这 种 影响 是 由 这 些 点 在 x 空间 所 处 的 
位 置 产 生 的 . 在 度量 影响 的 大 小 时 , 应 该 同时 考虑 点 和 响应 变量 的 位 置 . Cook (1977, 1979) 建 
议 , 将 由 所 有 n 个 点 得 到 的 最 小 二 乘 估计 Â, 与 剔除 了 第 i 点 的 数据 得 到 的 估计 Âo) 之 间距 离 
的 平方 , 作为 第 i 个 点 影响 的 度量 . 这 个 距离 度量 可 写成 
p, _ Êo - BY X' X (Bu, -A 
Ы pMSE 
Di 的 一 个 合理 界限 值 是 一 个 单位 . 即 , 我 们 一 般 认为 Di > 1 时 有 较 大 影响 . 
计算 Di 统计 量 时 实际 所 用 的 公式 是 
D; = EVDE) _ r? ha 
OP Ve) pU- hi) 
注意 到 , 除 常数 р 以 外 , Р, 是 第 i 个 学 生化 残 差 的 平方 与 hss /(1 — hi) 的 乘积 . 可 以 证 明 , 这 
个 比值 是 从 向 量 = 到 其 余 保留 下 来 数据 的 中 心 点 的 距离 . FÆ, Di 由 两 个 部 分 构成 , 一 部 分 反 
映 模型 拟 合 第 i 个 观测 的 程度 , 另 一 部 分 度量 了 第 ; 点 与 其 余 点 的 远离 程度 . 两 部 分 都 可 能 引起 
大 的 D, 值 出 现 . 
表 10.3 中 列 出 了 拟 合 例 10.1 黏度 数据 的 回归 模型 的 D (а. 没有 一 个 Р, 值 超过 1, 所 以 ， 
没有 强烈 证 据 表明 这 组 数据 中 有 强 影响 的 观测 值 . 


10.8 WETERE 


6.6 节 说 明了 如 何 向 一 个 2* 析 因 设计 添加 中 心 点 ， 以 使 实验 者 获得 纯 实验 误差 的 估计 . 这 
使 得 残 差 的 平方 和 分 解 成 两 部 分 , 即 
SSE = 55ңаж + 85хң 
RE, Suar 是 纯 误 差 平方 和 ,59%w 是 失 拟 平方 和 . 
我 们 可 以 给 出 在 回归 模型 中 这 个 平方 和 分 解 式 的 推导 . 假定 在 回归 变量 zx 的 第 i 个 水 平 m, 
处 有 mi 个 响应 的 观测 , i = 1, Dorom. Жу) 表示 在 т. 处 的 响应 的 第 j 个 观测 , i = 1,2, 
二 1,2,…,ni. 共有 às =n 个 观测 . 记 第 (i) 个 残 差 为 


=1,2,...,п (10.54) 


i212.-,n (10.55) 
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уу — $i (у ) + (Pi 0) (10.56) 
这 里 gu 是 在 zi 处 ni 个 观测 的 平均 值 . 对 (10.56) 式 两 边 平方 并 对 i 与 j жт, 得 
2 Xs -4P =È p =p) Ўв й)? (10.57) 
ішіҙ- [SE ші 


(10.57) 式 左 边 是 通常 所 指 的 残 差 平方 和 ， 右边 两 项 是 对 纯 误 差 和 拟 合 不 足 的 度量 , 纯 误 差 平方 
和 тол 
Ssns = 2, L (i — go (10.58) 
通过 在 m 的 每 一 水 平 上 计算 重复 观测 的 修正 平方 和 , 然后 对 m 的 m 个 水 平 求 和 获得 . 若 满足 
方差 为 常数 的 假定 , 因为 在 每 个 2; 的 水 平 上 仅 有 y 的 变异 性 用 于 计算 Snar, 故 这 是 纯 误差 
的 模型 独立 测量 , 因为 在 每 个 水 平 =; 处 , 纯 误差 的 自由 度 为 ni- 1, 所 以 纯 误差 平方 和 的 总 自由 
度 是 


Ўт -12n-m (10.59) 
E 
失 拟 平方 和 
SSxm = Ў ni(i — 90^ (10.60) 


是 在 每 个 ooi 水 平 上 的 响应 均值 和 与 相应 拟 合 值 偏差 平方 的 加权 和 , Án RE. jaro 
平均 响应 p, 就 存在 有 力 的 证 据 表明 回归 函数 是 线性 的 . 如 果 和 与 p 有 很 大 偏离 , 那么 回归 函 
数 很 可 能 不 是 线性 的 , 因为 a 有 rm 个 水 平 , 且 模型 在 估计 p 个 参数 时 损失 了 p 个 自由 度 , ik 
SSww 有 m - p 个 自由 度 . 我们 一 般 用 从 398 中 减 去 Sm 的 方法 计算 5. 
ааа m 2 SSxn/(m—D) Man 
SSwgan/(n 一 m) M Snan 
М8» 的 期 望 是 07, Мр 的 期 望 是 


(10.61) 


É niE(y) — Bo — > Вул]? 


E(MSxm) = 0° + = 22 


(10.62) 


如 果真 实 的 回归 函数 是 线性 的 , 那么 E(yi) = 80 + pU (10.62) 式 中 的 第 2 项 为 零 , 此 时 


E(MSsi) = 0°. 然而 , 若 回归 函数 不 是 线性 的 , W E(y;) 7 Bo 十 pM 于 是 E(MSxa) > о? 


因此 , 如 果真 实 的 回归 函数 是 线性 的 , 统计 量 Fo 服从 Брат Э. 为 了 检验 拟 合 是 否 不 足 ， 
先 计算 检验 统计 量 Fo 的 值 , Ж Fo > Fa,m-p,n-m, 则 认为 回归 函数 非 线性 . 

这 种 检验 方法 可 方便 地 合并 到 方差 分 析 中 . 如 果 回 归 函 数 是 非 线性 , 则 需 放弃 原来 假定 的 模 
型 , 并 试图 找 出 一 个 更 合适 的 模型 . 如 果 Fo < Fa,m-p.n-m, 就 不 能 证 明 拟 合 不 足 , 这 时 常常 把 
MSngn 与 MSxm 合并 起 来 估计 o?. 在 中 心 点 有 重复 试验 的 22 分 式 析 因 设计 的 例 6.6 非常 完 
整地 说 明了 这 个 过 程 . 
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10.9 思 考题 

7101 纸张 的 抗 拉 强 度 与 纸浆 中 硬木 的 含量 有 关 ， 在 试验 工厂 中 取 10 个 样本 , 所 得 数据 如 下 表 所 示 . 
强度 硬木 百分率 | 强度 硬木 百分率 
160 10 181 20 
171 15 188 25 
175 15 193 25 
182 20 195 28 
184 20 200 30 


(а) 拟 合 强度 关于 硬木 含量 的 一 个 线性 回归 模型 . 


10.2 


10.3 
10.4 
10.5 
10.6 


*10.7 


(b) 检验 (а) 中 所 得 模型 的 回归 显著 性 

(c) 求 参数 8, 的 95% 置 信 区 间 . 

工厂 用 燕 饮 法 从 波 态 空气 中 提取 氧 、 氨 和 人 氮 ， 可 认为 氧 中 的 杂质 百分率 与 空气 中 杂质 含量 有 线性 关 
Ж, 空气 的 杂质 含量 用 “污染 读数 ”来 度量 , 单位 是 百 万 分 率 (ppm). 生产 中 的 一 个 样本 数据 如 下 : 


纯度 (90) 93.3 92.0 92.4 91.7 94.0 94.6 93.6 93.1 93.2 92.9 92.2 91,3 90.1 9L6 91.9 
污染 读数 (ppm) 110 1.45 1.36 1.59 1.08 0.75 1.20 0.99 0.83 1.22 1.47 1.81 203 1.75 1.08 
—— TALI? 198 079 1.2 0.99 0.83 1.22 147 1.81 2.03 1.75 1.68. 


(a) 对 这 些 数据 拟 合 一 个 线性 回归 模型 

(b) 检验 回归 显著 性 

(c) 求 参数 81 的 95% 置 信 区 间 . 

画 出 思考 题 10.1 的 残 差 图 , 并 论述 模型 的 合适 性 . 
面 出 思考 题 10.2 的 残 差 图 , 并 论述 模型 的 合适 性 . 
用 思考 题 10.1 的 结果 , 检验 此 回归 模型 的 拟 合 不 足 . 


研究 轴承 座 的 磨损 问题 , 轴承 座 的 磨损 y 与 21= ШӨ, za= 负载 有 关 ， 已 得 下 列 数据 ， 
у ті та 
193 1.6 851 
230 15.5 816 
172 22.0 1058 


(а) 对 这 些 数据 拟 合 一 个 多 元 线性 回归 模型 ， 

(b) 检验 回归 显著 性 . 

(c) 对 每 个 模型 参数 计算 t 统计 量 ， 你 可 以 得 到 什么 结论 ? 

用 功率 计 测量 的 汽车 发 动机 的 制 动 马力 被 认为 是 一 个 以 转 / 分 为 单位 的 发 动机 转速 、 燃料 的 行驶 辛 烷 
值 以 及 发 动机 压缩 的 函数 ， 在 实验 室内 进行 一 项 实验 , 收集 到 如 下 数据 ; 


制 动 马力 — 转 /分 ”行驶 辛 烷 值 ”压缩 I 制 动 马力 _ 转 /分 ”行驶 辛 烷 值 ”压缩 


225 2 000 90 100 246 3 000 94 98 
212 1800 94 95 237 3 200 90 100 
229 2 400 88 110 233 2 800 88 105 
222 1900 91 96 224 3 400 86 97 
219 1 600 86 100 223 1 800 90 100 


278 2 500 96 110 230 2 500 89 104 
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10.8 
10.9 


10.10 


10.11 


10.12 


10.13 


10.14 


(a) 对 这 些 数据 拟 合 一 个 多 元 线性 回归 模型 - 

(b) 检验 回归 显著 性 . 你 可 以 得 到 什么 结论 ? 

(c) 根据 t 检验 的 结果 , 你 在 这 个 模型 中 需要 所 有 的 3 个 回归 变量 吗 ? 
分 析 思 考题 10.7 回归 模型 的 残 差 并 评价 模型 的 合适 性 . 

某 一 化 学 过 程 的 产 率 和 试剂 的 浓度 与 操作 温度 有 关系 . 进行 一 项 实验 , 结果 如 下 ， 


产 率 浓度 温度 产 率 浓度 温度 
81 1.00 150 79 1.00 150 
89 1.00 180 87 1.00 180 
83 2.00 150 84 2.00 150 
91 2.00 180 90 2.00 180 


(o) 假定 我 们 想 要 对 这 些 数据 拟 合 一 个 主 效应 模型 ， 使 用 表 中 的 数据 求 出 XX 矩阵 , 

(b) (a) 中 所 得 到 的 矩阵 是 对 角 矩 阵 吗 ? 详 述 你 的 答案 ， 

(c) 假定 我 们 用 “通常 的 ”规范 变量 z1 = EELS n) — 882165 写 出 模型 ， 用 这 两 个 规范 变量 
的 模型 求 出 XC X€ 矩阵 ,这 个 矩阵 是 对 角 矩 阵 吗 ? 详 述 你 的 答案 . 

(d) 定义 新 的 规范 变量 оу = NULLO о. = MEIO, 用 这 两 个 规范 变量 的 模型 求 出 X'X JE 
阵 , 这 个 矩阵 是 对 角 矩 阵 吗 ? 详 述 你 的 答案 ， 

(e) 总 结 你 在 本 题 前 几 问 中 学 到 的 有 关 规 范 变量 的 知识 . 

考虑 例 6.2 中 的 24 析 因 实验 . 假定 缺失 了 最 后 一 个 观测 .重新 分 析 数 据 并 作出 结论 . 这 个 结论 与 原 

来 例 中 的 结论 相 比 有 何不 同 ? 

考虑 例 6.2 中 的 24 析 因 实验 . 假定 缺失 了 最 后 两 个 观测 .重新 分 析 数 据 并 作出 结论 这 个 结论 与 原 

来 例 中 的 结论 相 比 有 何不 同 ? 

已 知 下 列 数据 , 拟 合 二 阶 多 项 式 回归 模型 


у= Во + Biz + Baza + Brigi + 82223 + Pizzisz +E 


у ті 22 y zi 12 
26 1.0 1.0 62 1.5 2.0 
24 1.0 1.0 100 0.5 3.0 
175 1.5 4.0 26 1.0 1.5 
160 1.5 4.0 30 0.5 1.5 
163 1.5 4.0 70 1.0 2.5 
55 0.5 20 71 0.5 2.5 


拟 合 模型 后 , 检验 回归 的 显著 人 性, 
(a) 考虑 思考 题 10.12 的 二 次 回归 模型 ， 对 每 个 模型 参数 计算 Жа, 论述 从 这 些 量 中 得 到 的 结 
ie. 
(b) 用 附加 平方 和 方法 评估 二 次 项 z?, 22 及 z1z2 对 模型 的 价值 
方差 分 析 与 回归 的 关系 . 任 一 方差 分 析 模型 可 以 用 一 般 线性 模型 y = XB + e 来 表示 , 其 中 X 矩 
阵 由 0 和 1 组 成 . 证 明 单 因子 模型 yi = u + Ti + eij, i = 1, 2,3, j = 1, 2, 3, 4 可 写 为 一 般 线 
性 模型 的 形式 . 
(a) 写 出 正规 方程 组 (X'X)8 = X'y, 并 与 第 3 章 对 此 模型 求 得 的 正规 方程 组 相 比较 
(b) 求 хх 的 秩 . TUARA (XX) 03? 
3 
(c) 设 删 去 第 一 个 正规 方程 并 加 上 约 东 D n = 0. 所 求 得 的 方程 组 可 解 吗 ? 如 果 可 解 , 求 出 其 解 . 
E 
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求 回归 平方 和 B Xy, 并 和 单 因子 模型 的 处 理 平方 和 进行 比较 . 
10.15 设 拟 合 一 直线 并 使 的 方差 尽 可 能 小 ， 限 取 偶数 个 实验 点 ,这 些 点 取 在 何 处 才能 使 У(8,) 最 小 
We? (Жас 使 用 解 此 题 的 设计 时 要 十 分 小 心 ， 因 为 即使 该 设计 可 使 VÂ) 最 小 化 , 也 会 有 一 些 不 良 
的 性 质 ， 例 如 ， 可 参阅 Myers and Montgomery(1995)， 只 有 当 体 非 常 青 定 真 实 的 函数 关系 是 线性 
关系 时 ， 才 可 以 考虑 使 用 此 设计 ,) 
10.16 加 权 最 小 二 乘法 ， 设 拟 合 直线 y = Во + біш, +e, BRE y 的 方差 依赖 于 с 的 水 平 , 即 ， 
V(ylzi) = o? = өз іш1,2,.-,т 
wi 
其 中 w 是 已 知 常数 , 常 称 为 权 ， 证 明 ， 如 果 所 选择 的 回归 系数 的 估计 可 使 加 权 误 差 平 方 和 % wi 
(yi 一 Bo — Bixi)? 最 小 化 , 则 所 得 的 最 小 二 乘 正规 方程 是 ў 
hh S weh È а Yes 
до X ша + fh È wiz? = YS адаан 
E iz E 
1017 考虑 例 10.5 中 所 讨论 的 217! 设计 . 
(а) 假定 你 选择 在 这 个 例子 的 设计 中 补充 一 次 试验 ， 求 模型 
V = Во + біті + Baza + Bars + Вага + 8121112 + Paarara + E 
的 回归 系数 的 方差 和 协 方差 (忽略 区 组 ). 
(b) 是 否 存在 另 一 个 分 式 设计 中 的 任 一 试验 可 以 分 离别 名 AB У ор? 
(c) 假定 你 选择 在 例 10.5 的 设计 中 补充 4 次 试验 , Ж (а) 中 模型 的 回归 系数 的 方差 和 协 方差 (忽略 
区 组 ). 
(d) 考虑 (a) 和 (c), 你 愿意 用 哪 种 补充 试验 的 策略 ， 为 什么 ? 
10.18 考虑 27, 设计 , 假定 在 进行 实验 之 后 , 最 大 的 观测 效应 是 4 十 BD, B + AD, D + AB. 你 想 在 原 


设计 中 补充 进行 4 次 试验 以 分 离 这 些 效应 的 别名 . 
(а) 你 愿意 做 哪 4 次 试验 ? 
(b) 求 模型 
Y = Во + біт, + ота + Paza + тіге атага + батаға +e 


的 回归 系数 的 方差 和 协 方差 (忽略 区 组 ). 
(c) 用 少 于 4 次 的 附加 试验 是 否 有 可 能 分 离 这 些 效应 的 别名 ? 
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111 ”响应 曲面 法 引言 


响应 曲面 法 (Response Surface Methodology, RSM) 是 数学 方法 和 统计 方法 结合 的 产物 ， 
用 于 对 感 兴趣 的 响应 受 多 个 变量 影响 的 问题 进行 建 模 和 分 析 , 以 优化 这 个 响应 . 例如 , 设 一 位 化 
学 工程 师 想 求 出 温度 (z1) 和 压强 (тә) 的 水 平 以 使 得 过 程 的 产 率 (y) 达到 最 大 值 . 产 率 是 温度 
水 平和 压强 水 平 的 函数 , 比方 说 

у= f(z122) +є 
RP є 表示 响应 y 的 观测 误差 或 噪音 . 如 果 记 期 望 响应 为 E(y) = f (т, za) =), 则 由 
n= f(21,22) 

表示 的 曲面 称 为 响应 曲面 

通常 像 图 11.1 那样 用 图 形 来 表示 响应 曲面 , 其 中 т 是 对 ті 水 平和 ә; 水 平 画 的 ,前 面 已 
经 看 到 过 这 样 的 响应 曲面 图 形 , 特别 是 在 析 因 设 计 的 各 章 中 , 为 了 有 助 于 目测 响应 曲面 的 形状 ， 
经 常 像 图 11.2 那样 画 出 响应 曲面 的 等 高 线 . 在 等 高 线 图 形 中 , 常数 值 的 响应 线 画 在 zi, z2 平面 
E. 每 一 条 等 高 线 对 应 于 响应 曲面 的 一 个 特定 高 度 , 在 前 面 章节 中 已 看 到 了 等 高 线 图 的 作用 . 

在 大 多 数 RSM 问题 中 , 响应 和 自 变量 之 间 的 关系 形式 是 未 知 的 . 这 样 , КБМ 的 第 一 个 步 
又 就 是 寻求 y 和 自 变量 集合 之 间 真 实 函数 关系 的 一 个 合适 的 逼近 式 . 通常 , 可 用 在 自 变量 某 一 
区 域内 的 一 个 低 阶 多 项 式 来 逼近 . 若 响应 适合 用 自 变量 的 线性 函数 建 模 , 则 近似 函数 是 一 阶 模型 


у= Во + Віті + faxa + +++ + Berk +E (11.1) 
如 果 系统 有 弯曲 , 则 必须 用 更 高 阶 的 多 项 式 , 例如 二 阶 模型 


k n 
Y= fo YX Bizi + D Basi + У Y Boma +e (11.2) 
去 а ез 
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几乎 所 有 的 RSM 问题 都 用 这 两 个 模型 中 的 一 个 或 两 个 . 当然 , 一 个 多 项 式 模型 不 可 能 在 自 变 量 
的 整个 空间 上 都 是 真实 函数 关系 的 合理 近似 式 , 但 在 一 个 相对 小 的 区 域内 通常 做 得 很 好 . 


MAE EG) 


图 11.2、 响 应 曲面 的 等 高 线 图 


第 10 章 讨论 的 最 小 二 乘 方法 可 用 来 估计 近似 多 项 式 的 参数 . 然后 用 拟 合 曲面 进行 响应 曲 
面 分 析 . 如 果 拟 合 曲面 是 真实 响应 函数 的 一 个 合适 的 近似 式 ， 则 拟 合 曲面 的 分 析 就 近似 地 等 价 于 
实际 系统 的 分 析 . 如 果 能 恰当 地 利用 实验 设计 来 收集 数据 就 能 够 最 有 效 地 估计 模型 参数 . 拟 合 
响应 曲面 的 设计 称 为 响应 曲面 设计 . 11.4 节 将 讨论 这 些 设计 . 

RSM 是 一 种 序 贯 方法 . 通常， 当 我 们 在 响应 曲面 上 某 个 远离 最 优点 的 点 时 , 例如 , 像 图 11.3 
中 当前 运行 条 件 那样 的 点 , 在 此 点 处 系统 只 有 微小 的 弯曲 ， 从 而 用 一 阶 模型 是 恰当 的 . 现在 , 我 
们 的 目的 是 要 引导 实验 者 沿 着 改善 系统 的 路 径 快速 而 有 效 地 向 最 优点 的 附近 区 域 前 进 。 一 且 找 
到 最 优点 的 区 域 , 就 可 以 用 更 精细 的 模型 (例如 二 阶 模型 ) 进行 分 析 以 便 确定 最 优点 的 位 置 . 由 
图 11.3 可 见 , 响应 曲面 的 分 析 法 可 以 想象 为 “ 耻 山 ” 一样 ， 山顶 代表 响应 的 最 大 值 点 . 如 果真 实 
的 最 优点 是 响应 的 最 小 值 点 , 则 可 设想 为 “ 落 进 山谷 ”， 
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图 11.3 RSM 的 序 贯 性 质 


RSM 的 最 终 目的 是 确定 系统 的 最 优 运行 条 件 或 确定 因子 空间 中 满足 运行 规范 的 区 域 . 有 关 
RSM 更 全 面 的 介绍 见 Myers and Montgomery(2002), Khuri and Cornell(1996), 及 Box and 
Draper (1987). Myers 等 人 的 综述 论文 也 是 有 用 的 参考 资料 . 
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系统 最 优 运行 条 件 的 初步 估计 常常 远离 实际 的 最 优点 . 在 这 种 情况 下 , 实验 者 的 目的 是 要 快 
速 地 进入 到 最 优点 的 附近 区 域 . 我 们 希望 利用 既 简 单 又 经 济 有 效 的 实验 方法 . 当 远 离 最 优点 时 ， 
通常 假定 在 с 的 一 个 小 区 域 范围 内 一 阶 模型 是 真实 曲面 的 合适 近似 . 

最 速 上 升 法 是 沿 着 响应 有 最 大 增 量 的 方向 逐步 移动 的 方法 . 当然 , 如 果 求 的 是 最 小 值 , 则 称 
为 最 速 下 降 法 . 所 拟 合 的 一 阶 模型 是 


ӯ= + È йа (11.3) 


与 一 阶 响应 曲面 相应 的 $ 的 等 高 线 , 是 一 组 平行 直线 , 如 图 11.4 Әк. Hai ЕНН 9 
增加 得 最 快 的 方向 , 这 一 方向 平行 于 拟 合 响应 曲面 等 高 线 的 法 线 方向 . 通常 取 通过 感 兴趣 区 域 的 
中 心 并 且 垂直 于 拟 合 曲面 等 高 线 的 直线 为 最 速 上 升 路 径 . 这 样 一 来 , 沿 着 路 径 的 步 长 就 和 回归 系 
数 {Bi} 成 正比 . 实际 的 步 长 大 小 是 由 实验 者 根据 工序 知识 或 其 他 的 实际 考虑 来 确定 的 . 

实验 是 沿 着 最 速 上 升 的 路 径 进行 的 , 直到 观测 到 的 响应 不 再 增加 为 止 . 然后 , 拟 合 一 个 新 的 
一 阶 模型 , 确定 一 条 新 的 最 速 上 升 路 径 , 继续 按 上 述 方法 进行 . 最 后 , 实验 者 到 达 最 优点 的 附近 
区 域 . 这 通常 由 一 阶 模型 的 拟 合 不 足 来 指出 , 这 时 , 进行 添加 实验 会 求 得 最 优点 的 更 为 精确 的 估 
i. 

例 11.1 一 位 化 学 工程 师 要 确定 使 过 程 产 率 最 高 的 操作 条 件 . 影响 产 率 的 两 个 可 控 变 量 是 反应 时 间 和 
反应 温度 . 工程 师 当前 使 用 的 操作 条 件 是 反应 时 间 为 35 分 钟 , 温度 为 155 F, 产 率 约 为 40%. 因为 此 区 域 
不 大 可 能 包含 最 优 值 ， 于 是 她 拟 合 一 阶 模型 并 应 用 最 速 上 升 法 . 
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五 


所 拟 合 的 一 阶 
响应 曲面 的 区 域 


j-40 


d-30 


$-10 — 9-20 


图 11.4 一 阶 响应 曲面 的 等 高 线 与 最 速 上 升 路 径 


这 位 工程 师 认为 ， 所 拟 合 的 一 阶 模型 的 探测 区 域 应 该 是 反应 时 间 为 (30，40) 分 钟 ， 反 应 温度 为 
(150, 160) 下 ， 为 简化 计算 ， 将 自 变 量规 范 在 (1, 1) 区 间 内 . 于 是 ， 如 果 记 а 为 自然 变量 时 间 ，&2 为 
自然 变量 温度 , 则 规范 变量 是 


—35 2-15 
ELDER 


实验 设计 列 在 表 11.1 中 ,用 来 收集 这 些 数据 的 设计 是 增加 5 个 中 心 点 的 22 析 因 设计 . 在 中 心 点 处 的 重复 
试验 用 于 估计 实验 误差 ， 并 可 以 用 于 检测 一 阶 模型 的 合适 性 ， 而 且 ， 过 程 的 当前 运行 条 件 也 就 在 设计 的 中 心 
iii 。” 拟 合 一 阶 模型 的 过 程 数据 


自然 变量 规范 变量 响应 
& £2 ті 22 y 
30 150 -1 -1 39.3 
30 160 -1 1 40.0 
40 150 1 E 40.9 
40 160 1 1 415 
35 155 0 0 40.3 
35 155 0 0 40.5 
35 155 0 0 40.7 
35 155 0 0 40.2 
35 155 0 0 40.6 


使 用 最 小 二 乘法 ， 以 一 阶 模型 来 拟 合 这 些 数据 . 用 二 水 平 设计 的 方法 , 可 求 得 以 规范 变量 表示 的 下 列 模 


0 = 40.44 + 0.77521 + 0.325z2 


在 沿 着 最 速 上 升 路 径 探测 之 前 ， 应 研究 一 阶 模型 的 适合 性 ， 有 中 心 点 的 22 设计 使 实验 者 能 够 
(1) 求 出 误差 的 一 个 估计 量 . 

(2) 检测 模型 中 的 交互 作用 (交叉 乘积 项 ). 

(3) 检测 二 次 效应 (弯曲 性 ). 
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中 心 点 处 的 重复 试验 观测 值 可 用 于 计算 误差 的 估计 量 : 


ga. (40:3)? + (40.5)? + (40.7)? +02) + (40.6)? — (202.3)2/5 _ 0 043 0 


一 阶 模型 假定 变量 су 和 z2 对 响应 有 可 加 效应 . 变量 间 的 交互 作用 可 用 已 添加 到 模型 中 的 交叉 乘积 项 гіт? 
的 系数 Біз 来 表示 . 此 系数 的 最 小 二 乘 估计 恰好 是 按 普通 22 析 因 设计 算得 的 交互 作用 效应 的 1/2, 或 


Йа- ка x 39.3) + (1 x 41.5) + (—1 x 40.0) + (—1 х 40.9)] = icon = —0.025 


单 自由 度 的 交互 作用 的 平方 和 是 
58анвн = mE — 0.002 5 
比较 SSwaf 用 和 02, 得 到 下 列 拟 合 不 足 统计 量 : 
SS 人 ff 用 0.0025 
F= 人 D 一 
52 0.043 0 
它 很 小 , 表示 交互 作用 可 以 忽略 . 
对 直线 模型 适合 性 的 另 一 种 检测 方法 ， 是 应 用 6.6 节 中 所 介绍 的 对 纯 二 次 弯曲 效应 的 检测 ， 回 忆 一 下 
它 的 构成 , 也 就 是 ,比较 设计 的 析 因 部 分 4 个 点 处 的 平均 响应 , 即 gp = 40.425, 以 及 在 设计 的 中 心 点 处 的 
平均 响应 go = 40.46， 如 果 在 真实 响应 函数 中 存在 二 次 弯曲 性 ， 则 go 一 gc 是 这 种 弯曲 性 的 度量 ， 如 果 
Ви 与 B22 ЖАСЫ” 项 z? 与 22 的 系数 , W gr- go 是 B11 бәз 的 一 个 估计 . 在 我 们 的 例子 中 , 纯 
二 次 项 的 一 个 估计 是 
Аа + Йа = r — ўс = 40.425 — 40.46 = -0.035 
与 零 假设 Ho: B11 + B22= 0 有 关 的 单 自 由 度 的 平方 和 是 
ss, = папой ~ 00)? _ (4)(5)(-~0.035)? 
E np-nc 4 十 5 
其 中 np 与 nc 分 别 是 析 因 部 分 的 点 数 和 中 心 点 数 ， 因 为 


- 0.002 7 


很 小 , 没有 显示 出 纯 二 次 项 的 影响 . 
此 模型 的 方差 分 析 概括 在 表 11.2 中 ， 交 互 作用 和 弯曲 性 的 检验 都 不 显著 ， 而 总 回归 的 F 检验 是 显著 
的 . 此外, Ôi 和 Ôa 的 标准 差 是 


MS, 2 
se(Bi) = үу 22 = ү E — oap 4-1,2 


回归 系数 Âi a 相对 于 它们 的 标准 差 都 较 大 , 此 时 我 们 没有 理由 怀疑 一 阶 模型 的 合适 性 . 
表 11.2 ”一 阶 模型 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P 
回归 (01, 92) 2.825 0 2 1.4125 47.83 0.000 2 
残 差 0.177 2 6 
(交互 作用 ) (0.002 5) 1 0.002 5 0.058 0.821 5 
( 纯 二 次 ) (0.002 7) 1 0.002 7 0.063 0.8142 
( 纯 误差 ) (0.172 0) 4 0.043 0 


总 和 3.002 2 8 
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要 离开 设计 中 心 一 一 点 (zl = 0, za = 0) 一 一 沿 最 速 上 升 路 径 移动 , 对 应 于 沿 z2 方向 每 移动 0.325 
个 单位 ， 则 应 沿 ті 方向 移动 0.775 个 单位 ， 于 是 ,最 速 上 升 路 径 经 过 点 ( zl = 0,22 = 0) Bist 
0.325/0.775， 工 程 师 决定 用 5 分 钟 反 应 时 间作 为 基本 步 长 ， 由 £1 与 zl 之 间 的 关系 式 , 知道 5 分 钟 反 应 
时 间 等 价 于 规范 变量 ci 的 步 长 为 Az1 = 1. 因此 , 沿 最 速 上 升 路 径 的 步 长 是 Arı = 1.000 0 和 Az; = 
(0.325/0.775)Az1 = 0.42. 

工程 师 计 算 了 沿 此 路 径 的 点 ， 并 观测 了 在 这 些 点 处 的 产 率直 至 响应 有 下 降 为 止 . 其 结果 见 表 113, 表 中 
既 列 出 了 规范 变量 , 也 列 出 了 自然 变量 ,虽然 规范 变量 在 数学 上 容易 计算 , 但 在 过 程 运行 中 必须 用 自然 变量 
图 11.5 画 出 了 沿 最 速 上 升 路 径 的 每 一 步 处 的 产 率 图 ， 一 直到 第 10 步 所 观测 到 的 响应 都 是 增加 的 ; 但 是 , 这 
以 后 的 每 一 步 收 率 都 是 减少 的 , 因此, 另 一 个 一 阶 模型 应 该 在 点 ( €1 = 85, £2 = 175 ) 的 附近 区 域 进行 拟 
А. 


表 11.3 8011.1 的 最 速 上 升 实验 


规范 变量 自然 变量 
эк т m & ә WR y 
原点 0 0 35 155 
^ 1.00 0.42 5 2 
原点 +A 1.00 0.42 40 157 410 
原点 十 2A 2.00 0.84 45 159 42.9 
原点 + ЗА 3.00 1.26 50 161 ал 
原点 + 4A 4.00 1.68 55 163 49.7 
原点 + 5А 5.00 2.10 60 165 53.8 
原点 + 6A 6.00 2.52 65 167 59.9 
原点 + 7A 7.00 2.94 70 169 65.0 
原点 + 8A 8.00 3.36 75 171 70.4 
原点 + 9A 9.00 3.78 80 173 77.6 
原点 + 10A 10.00 4.20 85 175 80.3 
原点 + ПА 11.00 4.62 90 177 76.2 
原点 + 12A 12.00 5.04 95 179 75.1 
ңа A ы. 

90 

80 

70 

ж 
қ 

60 

so 

40 123242567 8 9 10 i1 12 

步 长 


图 11.5 例 11.1 中 沿 最 速 上 升 路 径 的 产 率 与 步 长 的 关系 图 
一 个 新 的 一 阶 模型 在 点 (6 =85, Eco=175) 附近 拟 合 . 探测 的 区 域 对 &1 是 [80, 90], 对 &2 是 [170, 180], 
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于 是 , 规范 变量 是 
2 -я-” M za = EUIS 
再 次 用 有 5 个 中 心 点 的 22 设计 . 实验 设计 列 在 表 11.4 Ф. 


表 11.4 第 2 个 一 阶 模型 的 数据 


AAEE ЙЕН 
& е "m za HY y 
80 170 -1 -1 76.5 
80 180 -і 1 77.0 
90 170 1 -1 78.0 
90 180 1 1 79.5 
85 175 0 0 79.9 
85 175 0 0 80.3 
85 175 0 0 80.0 
85 175 0 0 79.7 
85 175 0 0 79.8 


拟 合 表 11.4 的 规范 数据 的 一 阶 模型 是 
9 = 78.97 + 1.00z1 十 0.50z2 


此 模型 的 方差 分 析 , 包括 交互 作用 和 纯 二 次 项 的 检测 ,如 表 11.5 BER. 交互 作用 和 纯 二 次 项 的 检测 表明 , 一 
阶 模型 不 是 合适 的 近似 ,真实 曲面 的 穹 曲 性 指明 了 我 们 已 接近 最 优点 ， 为 更 精细 地 确定 最 优点 , 在 该 点 必须 
做 进一步 的 分 析 . 


Rino 第 2 个 一 阶 模型 的 方差 分 析 
---дңдл“ҙ----------------------Ш-З-ӨӘЗ-ЗГЕШ-Ғ 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo P di 
回归 (01, 82) 5.00 2 
RÆ 11.120 0 6 
(交互 作用 ) (0.250 0) 1 0.250 0 4.72 0.095 5 
( 纯 二 次 ) (10.658 0) 1 10.658 0 201.09 0.000 1 
( 纯 误差 ) (0.212 0) 4 0.053 0 
总 和 16.120 0 8 


由 例 11,1 可 见 , ж MA НОУ 
mem 
9 — Bot У Bizi 
а 


的 回归 系数 的 符号 和 大 小 成 比例 . 容易 给 出 一 个 一 般 算法 , 以 确定 最 速 上 升 路 径 上 点 的 坐标 . 假 
定 zl = za = … =zk = 0 是 基点 或 原点 , 则 

(1) 选取 一 个 过 程 变量 的 步 长, 比方 说 Arj. 通常, 选取 我 们 最 了 解 的 变量 , 或 选取 其 回归 
系数 的 绝对 值 | Â | 最 大 的 变量 , 

(2) 其 他 变量 的 步 长 是 


Azti 


=Ê, ish% k іні 
Вуда) n 


(3) 将 规范 变量 的 Ar: 转换 至 自然 变量 . 
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为 了 说 明 起 见 , 考虑 例 11.1 最 速 上 升 路 径 的 计算 . 因为 s 有 最 大 的 回归 系数 , 选取 反应 时 
间作 为 上 述 方法 的 步骤 1 中 的 变量 . 5 分 钟 反 应 时 间 是 步 长 (根据 工序 知识 ). 用 规范 变量 的 说 
法 , 也 就 是 Az1= 1.0, 因此 , 由 步骤 2, 温度 的 步 长 是 


Ё 0.325 
M. - 042 
Êı/Azı (0.775/1.0) 


为 了 将 规范 步 长 ( Arı = 1.0, Azo = 042) 转换 为 时 间 和 温度 的 自然 单位 , 用 关系 式 


Az? 


A A 
Anc 28 M Ara = 26 


其 结果 为 
Ав = Am(5) = 10(5) = 5 分 


Aé2 = Ara(5) = 0.42(5) = 2 下 


11.3 ”二 阶 响 应 曲面 的 分 析 


当 实 验 者 相对 接近 最 优点 时 , 通常 需要 一 个 具有 弯曲 性 的 模型 来 通 近 响应 在 大 多 数 情况 下 ， 
二 阶 模型 
k ІЗ 
y= bo Y pizi + У bat? +D Y бутау +e (11.4) 
= £ 725 


是 合适 的 , 本 节 将 指出 怎样 利用 这 一 拟 合 模型 来 寻求 * 运行 条 件 的 最 优 集合 并 指出 响应 曲面 的 
特征 性 质 . 


1131 ”稳定 点 的 位 置 


假设 我 们 想 要 求 出 ті, 2а, ss, т, 的 水 平 ， 使 之 能 够 最 优化 所 预测 的 响应 ， 这 个 点 ( zl 
m2, 50, m.) 如 果 存 在 的 话 , 它 应 使 偏 导数 89/8z1 = 98/8z2 = .… 一 B09/6zk = 0， 记 它 
Ж (атам: отк), WAEA (stationary point)， 稳 定点 可 以 是 ， (1) 响应 的 最 大 值 点 ， 
(2) 响应 的 最 小 值 点 , (3) 鞍点 (saddle point). 这 3 种 可 能 性 见 图 11.6、 图 11.7 和 图 11.8. 

等 高 线 图 在 响应 曲面 的 研究 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 根据 用 于 响应 曲面 分 析 的 计算 机 软件 
产生 的 等 高 线 图 ， 实验 者 可 以 描述 曲面 形状 的 特征 并 以 较 好 的 精度 找到 最 优点 . 

可 以 求 出 稳定 点 位 置 的 一 般 数 学 解 . 将 所 拟 合 的 二 阶 模型 写成 矩阵 记号 形式 , 有 


i = ĝo + z'b az Be (11.5) 


其 中 ua A 
zı д Bu Аа/2 -> Йа? 
ES № [I 


z=] b= 


Tk B. 对 称 [^ 
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log —050 oo — 650 — 100 


(а) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 
图 11.6 具有 最 大 值 的 曲面 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


U  -0.00 000 050 — 1.00 


E 
(a) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 
图 11.7 具有 最 小 值 的 曲面 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


LO roo ^ Е 050 00077 0,90 
(а) 响应 曲面 (b) 等 高 线 图 
图 11.8 ЖИ (或 极 小 极 大 ) 的 曲面 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


也 就 是 说 , b 是 一 阶 回归 系数 的 一 个 (kx1) 向 量 , В 是 (Ех k) 对 称 矩 阵 , 其 主 对 角 线 元 素 是 纯 
二 次 系数 (Pa), 非 对 角 元 素 是 混合 二 次 系数 (A i 3) 的 1/2. $ 关于 向 量 = 的 元 素 的 导数 等 
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于 0 就 是 
99 -5+2Bz-0 (11.6) 
дх 

稳定 点 是 (11.6) 式 的 解 , 即 

а= -ів-» (11.7) 


然后 将 (11.7) RRA (11.5) Ж, 求 得 在 稳定 点 处 的 预测 响应 为 
h= Ê+ заь (18) 


11.3.2 ”响应 曲面 的 刻画 


一 旦 求 出 稳定 点 ,通常 必需 刻画 出 响应 曲面 在 这 一 点 最 邻近 区 域内 的 特征 , 所 谓 刻画 , 意思 
是 要 确定 该 稳定 点 究竟 是 响应 的 最 大 值 点 、 最 小 值 点 还 是 鞍点 ， 通 常 我 们 也 想 研究 响应 对 变量 
mi, то, с>, my 的 相对 敏感 度 . 

正如 前 面 已 提 及 的 , 要 做 到 这 一 点 ， 最 直接 的 方法 是 去 考察 所 拟 合 模型 的 等 高 线 图 , 如果 只 
有 2 个 或 3 个 过 程 变量 (2), 则 等 高 线 图 的 构造 和 解释 相对 容易 . 但 是 , 即使 有 相对 少量 的 变量 ， 
也 可 以 用 称 为 正则 分 析 的 更 为 正规 的 分 析 方 法 . 

首先 利用 坐标 变换 将 模型 放 入 一 个 新 的 坐标 系 , 它 的 原点 在 稳定 点 LEG 然后 旋转 坐标 系 ， 
直至 它们 与 所 拟 合 响应 曲面 的 主轴 平行 为 止 , 此 变换 如 图 11.9 所 示 ， 可 以 证 明 , 这 样 得 出 的 拟 
合 模型 是 

D= ds Ашт + Аш 十 ,十 和 ka (11.9) 


其 中 {wwi} 是 变换 后 的 自 变量 , (А) ЖЖЖ. (11.9) 式 称 为 模型 的 正则 形式 , ii LOS) 恰好 是 矩 
BEB 的 特征 值 或 特征 根 . 


1 
П 
I 
1 


Li 
Ts T 


图 11.9 二 阶 模型 的 正则 形式 


响应 曲面 的 性 质 可 以 由 稳定 点 与 {Ai} 的 符号 和 大 小 来 确定 . 首先 , 设 稳定 点 在 拟 合 二 阶 模 
型 所 探测 的 区 域 之 内 , 如 果 { 和 i} 都 是 正 的 , 则 с, 是 响应 的 最 小 值 点 ; OR (А) 都 是 负 的 , 则 т, 
是 响应 的 最 大 值 点 ; 如 果 {X;} 有 不 同 的 符号 , 则 z。 ERA 此 外 , 24 [ui] 最 大 时 ，ui 的 方向 
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是 曲面 最 陡 的 方向 . 例如 , 图 11.9 画 出 了 一 个 系统 , 其 т. 是 最 大 值 点 (A 和 Әз 都 是 负 的 ), А 


Mil > ll. 

例 11.2 我们 继续 分 析 例 11.1 的 化 学 过 程 ， 仅 用 表 11.4 的 设计 不 能 拟 合 变量 z1 和 т 的 二 阶 模 
型 .实验 者 决定 以 足够 多 的 点 增 大 这 个 设计 使 得 能 拟 合 一 个 二 阶 模型 了 ， 她 在 (z1= 0, то = +1.414) 和 
(ті = +1.414, z2= 0) 处 得 到 4 个 观测 值 . 完整 的 实验 列 在 表 11.6 H, 设计 显示 在 图 11.10 P. 此 设计 称 
为 中 心 复合 设计 (COD) 并 将 在 11.4.2 节 中 进行 更 为 详细 的 讨论 . 在 研究 的 第 二 阶段 , 考虑 另 两 个 响应 : 产 
品 的 黏度 和 分 子 量 , 这 两 个 响应 也 列 在 表 11.6 H. 


(0, 1.414) 


(-1,1) 10 
1 1-3 
2 (0,0 (14140) +2 
(-14140) 

(Chen (1,-1) 


(0, 1,414) 


2р 
图 11.10 例 11.2 的 中 心 复合 设计 
911.6 011.2 的 中 心 复合 设计 


自然 变量 规范 变量 响 应 
в m ті ES 加 ( 产 率 ) yo (Ж) yi (ATO 
80 170 -1 -1 76.5 62 2 940 
80 180 -1 1 77.0 60 3 470 
90 170 1 -1 78.0 66 3 680 
90 180 1 М 79.5 59 3 890 
85 175 0 0 79.9 72 3 480 
85 175 0 0 80.3 69 3 200 
85 175 0 0 80.0 68 3 410 
85 175 0 0 79.7 70 3 290 
85 175 0 0 79.8 т 3 500 
92.07 175 1.414 0 784 68 3 360 
77.93 175 -1.414 0 75.6 71 3 020 
85 182.07 0 1.414 78.5 58 3 630 
85 167.93 0 —1414 71.0 57 3150 


这 里 主要 考虑 拟 合 产 率 响应 y 的 二 次 模型 (其 他 响应 在 11.3.4 节 中 讨论 ). 通常 使 用 计算 机 软件 来 拟 
合 响应 曲面 并 夯 出 等 高 线 图 ， 表 11.7 包含 了 Design-Expert 的 输出 结果 . 在 表 中 可 以 看 到 ， 软 件 包 首先 计 
CD 工程 师 在 做 原来 的 9 个 观测 值 的 试验 的 同时 , 做 附加 的 4 个 观测 值 的 试验 ， 如果 两 组 试验 间 的 时 

间 间 隔 太 长 , 则 必须 划分 区 组 . 响应 曲面 设计 的 区 组 化 在 11.4.3 节 中 讨论 . 
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算 了 模型 中 的 线性 、 二 次 、 三 
为 CCD 中 并 未 包含 足以 支持 完全 3 次 模型 的 试验 次 数 )， 由 于 


次 项 的 “ 序 贯 或 额外 平方 和 ”{ 在 3 次 模型 中 有 一 个 关于 别名 的 警告 信息 , 因 
二 次 项 有 小 的 P 48, 我 们 决定 采用 二 阶 模 


型 来 拟 合 产 率 响应 , 计算 机 输出 的 最 终 模型 既 有 规范 变量 形式 的 模型 ,也 有 自然 (或 实际 ) 因子 水 平 的 模型 ， 


int 86112 对 产 率 响应 的 拟 合 模型 的 Design-Expert 计算 机 输出 


Response: yield 
"''WARNING: The Cubic Model is Aliased!*** 
Sequential Model Sum of Squares 
Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value — Prob»F 
Mean 80062.16 1 80062.16 
Linear 10.04 2 5.02 2.69 0.1166 
2FI 0.25 1 0.25 0.12 0.7350 
Quadratic 17.95 2 8.98 126.88 «0.001 Suggested 
Cubic 2.042Е-003 2 1.021Е-003 0.010 0.9897 Aliased 
Residual 0.49 5 0.099 
Total 80090.90 13 6160.84 
''Seguential Model Sum of Squares!': Select the highest order polynomial where the 
additional terms are significant. 


Lack of Fit Tests 


Source 
Linear 

2FI 
Quadratic 
Cubic 

Pure Error 


Sum of Mean F 
Squaros DF Square Value | Prob»F 
18.49 6 3.08 58.14 0.0008 
18.24 5 3.65 68.82 0.0006 
0.28 3 0.094 1.78 0.2897 Suggested 
0.28 1 0.28 5.31 0.0826 Aliased 
0.21 4 0.053 


“аск of Fit Tests^': Want the selected model to have insignificant lack-of-fit. 
Model Summary Statistics 


Source 
Linear 
2FI 
Quadratic 
Cubic 


Std. Adjusted ^ Predicted 
Dev.  R-Squared | R-Squared ^ R-Squared PRESS 

1.87 0.3494 0.2193 —0.0435 29.99 

1.43 0.3581 0.1441 —0.2730 36.59 

0.27 0.9828 0.9705 0.9184 2.95 Suggested 
0.31 0.9828 0.9588 0.3622 18.33 Aliased 


“Hodel Summary Statistics'': Focus on the model minimizing the ''PRESS'', or 
equivalently maximizing the ''PRED R-SQR''. 


Response: 


yield 


ANOVA for Response Surface Quadratic Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


Source 


Sum of Mean F 
Squares DF Square Value — Prob»F 
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( 续 ) 
Model 28.25 5 5.65 79.85 «0.0001 
А 792 1 7.92 111.99 «0.0001 
B 2:18, 1 2.12 30.01 0.0009 
A? 13.18 1 13.18 186.22 <0.0001 
B? 6.97 1 6.97 98.56 | «0.0001 
АВ 0.285 1 0.25 3.53 0.1022 
Residual 0.50 7 0.071 
Lack of Fit 0.28 3 0.094 1.78 0.2897 
Pure Error 0.20 4 0.053 
Cor Total 28.74 12 
Std. Dev. 0.27 R-Squared 0.9828 
Mean 78.48 Adj R-Squared 0.9705 
c.v. 0.34 Pred R-Squared 0.9184 
PRESS 2.35 Adeq Precision 23.018 
Coefficient Standard 95% CI 95% СІ 
Factor Estimate DF Error Low High — VIF 
Intercept 79.94 1 0.12 79.66 80.22 
A-tine 0.99 1 0.094 0.77 1.22 1.00 
B-tenp 0.52 1 0.094 0.29 0.74 1.00 
4? -1.38 1 0.10 — -1.61 1.02 
B? -1.00 1 0.10 -1.24 -0.76 1.02 
AB 0.285 1 0.13 -0.064 0.56 1.00 


Final Equation in Terms of Coded Factor: 


yield» 
%79.94 
*0.99 «A 
+0.52 *В 
71.3844? 
-1.00«B? 
+0.25 +A*B 


Final Equation in Terms of Actual Factors: 


yield- 
-1430.52285 
*7.80749 *time 
*13.27053 «temp 
-0.055050*time? 
-0.040050*temp? 
50.010000 «timestemp 


Diagnostics Case Statistics 
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( 续 ) 
Run Standard Actual Predicted Student ^ Cook's Outlier 
Order Order Value Value Residual Leverage Residual Distance t 
8 1 76.50 76.30 0.20 0.625 1.218 0.409 1.264 
6 2 78.00 77.79 0.21 0.625 1.275 0.452 1.347 
9 3 177.00 76.83 0.17 0.625 1.027 0.203 1.032 
11 4 79.50 79.32 0.18 0.625 1.089 0.329 1.106 
12 Б 75.60 75.78 —0.18 0.625 -1107 0.341 —1129 
10 6 78.40 78.59 —0.19 0.625 — —1.195 0.396 -1.240 
7 т 77.00 77.21 一 0.21 0.6258 -1.283 0.457  —1.358 
1 8 78.50 78.67 -017 0.625 — -1.019 0.289  —1.023 
5 9 79.90 79.94  —0.040 0.200 — —0.168 0.001  —0.156 
3 10 80.30 79.94 0.36 0.200 1.513 0.095 1.708 
13 11 80.00 79.94 0.060 0.200 0.252 0.003 0.235 
2 12 79.70 79.94 —0.24 0.200 — -1.009 0.042 -1.010 
4 13 79.80 79.94 -0.14 0.200 —0.588 0.014 -0.550 


图 11.11 显示 了 由 过 程 变量 时 间 和 温度 表示 的 产 率 响应 的 三 维 响应 曲面 图 形 及 对 应 的 等 高 线 图 . 考察 
这 两 张 图 形 ,可 以 相对 容易 地 看 出 ， 最 优点 非常 接近 175 "TRI 85 分 钟 反应 时 间 ， 而 且 响应 在 这 一 点 达到 最 
大 值 . 从 等 高 线 图 可 以 看 出 , 过 程 对 反应 时 间 的 变化 比 对 温度 的 变化 更 为 敏感 一 些 . 

用 (11.7) 式 中 的 通 解 也 能 求 出 稳定 点 的 位 置 , 注意 到 


5 z 
b= 0.995 B= 1.376 0.125 0 
0.515 0.1250  —1.001 


由 (11.7) Ж, 稳定 点 是 

-587= 2 | -0.0917 -1.0096 | | 0.515 0.306 

即 ls = 0.389, z2,, = 0.306. 转换 为 自然 变量 , 稳定 点 满足 
0.389 = ss 0.306 = 

得 &1 = 86.05 ~ 87 分 钟 反应 时 间 ，&2 = 176. 53 яу 176.5 17. 这 非常 靠近 在 图 11.11 的 等 高 线 图 中 目测 

到 的 稳定 点 , 使 用 (11.8) Ж, 求 得 在 稳定 点 处 的 预测 响应 是 = 80.21. 


—0.7345 —0.091 7 | | 0.995 | 2 | 0.389 | 


182.1 

1797 

1774 
È 175.0 
LI 

172.6 

тою, 
ШК; €. jen n 
95 3.50. 
167,9% Ф 17055. 25076 
$7.93 80.20 82.64 85.00 87,36 50.71 92.07 167.9 77.93 we 
时 | 
о) 等 高 线 图 (0) 响应 曲面 图 


图 11.11 Bb 11.2 产 率 响应 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 
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也 可 以 用 本 节 描述 的 正则 分 析 法 来 刻画 响应 曲面 ， 首 先 , 需要 将 所 拟 合 的 模型 用 正则 形式 ((11.9) Ж) 
表示 出 来 . 特征 值 和 和 Ао 是 行列 式 方程 
ІВ-АЦ-0 
-1376-А 01250 |_ 
0.1250 -1001-A 
的 根 , 把 上 面 的 行列 式 方程 化 简 即 得 
A? + 2.378 8A + 1.363 9 = 0 
此 二 次 方程 的 根 是 和 1 = 一 0.964 1 和 àz = 一 1.414 7. 于 是 , 所 拟 合 的 模型 的 正则 形式 是 
9 = 80.21 — 0.964 1w? — 1.414 Tw 
因为 A 和 Аз 都 是 负 的 , 且 稳 定点 在 探测 区 域内 . 我 们 的 结论 是 , 稳定 点 是 最 大 值 点 . 
在 有 些 RSM 问题 中 , 必须 求 出 正则 变量 (wi) 和 设计 变量 {zi} 之 间 的 关系 . 当 过 程 不 
能 在 稳定 点 处 运行 时 , 尤其 需要 这 样 做 , 作为 说 明 , 设 在 例 11.2 中 , 过 程 不 能 在 61-87 分 钟 和 
E2=176.5 下 处 运行 , 因为 这 一 因子 组 合 导致 成 本 过 大 . 现在 想 从 稳定 点 “返回 ”至 一 个 较 低 成 本 
的 点 又 不 至 于 在 产 率 上 有 较 大 的 损失 , 模型 的 正则 形式 显示 出 曲面 沿 wi 方向 的 产 率 损失 较 小 . 
正则 形式 的 研究 需要 将 (w, wa) 空间 中 的 点 变换 为 (zl, тә) 空间 中 的 点 
一 般 说 来 , 变量 x 与 正则 变量 w 之 间 的 关系 是 


w = M'(z - z.) 


其 中 M Æ (kx k) EXER. M 的 列 是 与 {和 i} 对 应 的 标准 化 特征 向 量 ， 也 就 是 说 , 如 果 mi 
是 M 的 第 i 列 , 则 ms 是 


(B - MI)mi = 0 (11.10) 
的 解 , 而 且 之 mj; 1. 
我 们 用 例 11.2 的 二 阶 拟 合 模型 来 说 明 这 一 方法 . 对 Xi = 一 0.964 1, (11.10) 式 成 为 


—1.376 + 0.964 1 0.125 0 mu] [o 
0.125 0 —1.001 + 0.964 1 (o 


ma 
-0.412 9m; + 0.125 Ота = 0 
0.125 0mi; - 0.037 Tm2 = 0 

我 们 要 求 此 方程 组 的 标准 化 解 , 即 mi, + má, = 1 的 解 . 此 方程 组 没有 唯一 的 解 , 所 以 , 最 方便 


的 方法 是 对 一 个 未 知 数 指定 一 个 任意 值 , 解 此 方程 组 , 然后 将 解 标准 化 . 令 mi 1, RE mn 
0.302 7. 要 使 这 一 解 标准 化 , 将 mi 和 тад, 除 以 


Vmi)? + (m3)? = V0.302 72+ 1? = 1.044 8 
这 就 得 出 标准 化 解 : 
mi _ 0.302 7 


73710487 1048 ~ 
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这 就 是 м 拢 阵 的 第 一 列 . 
用 № = —1414 7, 重复 上 述 步骤 , RE m= —0.957 4 和 m22= 0.288 8, 即 是 M 的 第 
二 列 . 于 是 有 


0.2897 —0.957 4 
0.9571 0.2888 


о Жа 之 间 的 关系 是 
wi | [| 02897 0.9571 ] | zı – 0.389 
wa | | -09574 0.2888 || z2- 0.306 
ші = 0.289 7(zi — 0.389) + 0.957 1(22 — 0.306) 
ша = —0.957 4(z1 — 0.389) + 0.288 8(za — 0.306) 


如 果 想 研究 稳定 点 附近 的 响应 曲面 , 我们 就 应 该 在 (wi, ооо) 空间 内 确定 合适 的 点 , 在 这 些 点 上 
BRAN, 然后 用 上 述 的 关系 式 将 这 些 点 变换 为 (z1, о) 空间 中 的 点 , 那样 , 就 可 以 进行 试验 了 、 


11.3.3 ЖИ 


11.3.2 节 讨论 了 响应 曲面 的 纯 最 大 值 点、 最 小 值 点 、 或 鞍点 , 我 们 也 经 常 遇 到 它们 的 各 种 变 
JE. 尤其 是 岭 系统 , 相当 普遍 , 考虑 前 面 (11.9) 式 给 出 的 二 阶 模型 的 正则 形式 ， 


ӯ = ф + Аш? + Aw +... + Акш? 


现在 , 设 稳定 点 г, 在 实验 的 区 域 之 内 , 又 设 有 一 个 或 多 个 Xi 很 小 ( 即 А, е 0). 于 是 , 响应 变量 
对 系数 X 小 的 变量 w; 就 很 不 灵敏 了 . 

用 于 说 明 这 种 情况 的 等 高 线 图 显示 在 图 11.12 中 , IEP k — 2 个 变量 且 A -0 (在 实践 中 ， 
和 会 是 接近 于 零 但 不 精确 等 于 零 ) 此 响应 曲面 的 正则 模型 理论 上 是 


9 = Qe + Azwa 


其 中 Xa 是 负 的 , 注意 沿 w 方向 拉 长 而 成 为 一 条 9 = 70 的 中 心 线 ， 且 在 这 一 直线 上 的 任意 点 
处 都 取得 最 优 值 . 这 类 响应 曲面 就 称 为 稳定 岭 系统 . 

如 果 稳定 点 远离 二 阶 拟 合 模型 的 探测 区 域 并 且 有 一 个 (或 多 个 ) A 接近 零 , 则 此 曲面 可 能 是 
一 个 上 升 岭 . 图 11.13 说 明 一 个 上 升 岭 , 此 时 = 2 个 变量 且 A HORS, Ао READS. 在 此 类 岭 
系统 中 , 我 们 不 能 进行 有 关 真 实 曲面 或 稳定 点 的 推断 , 因为 2, 在 所 拟 合 模型 的 区 域 之 外 , 所 以 
应 沿 wi 方向 作 进一步 探测 . 如 果 X JETER, 则 称 此 系统 为 下 落 岭 系统 . 


11.34 ”多 重 响 应 


许多 响应 曲面 问题 中 包含 了 对 几 个 响应 的 分 析 . 例如 , 在 例 11.2 中 ， 实验 者 测量 了 3 个 响 
应 . 那个 例子 只 对 产 率 响 应 y. 优化 了 过 程 . 
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图 11.12 ”稳定 岭 系 统 的 等 高 线 图 图 11.13 上升 岭 系统 的 等 高 线 图 


同时 考虑 多 个 响应 的 过 程 包括 ; 首先 , 对 每 一 个 响应 建立 一 个 合适 的 响应 曲面 ; 然后 , 尝试 
找到 一 组 运行 条 件 , 使 得 这 些 运行 条 件 在 某 种 意义 下 优化 所 有 响应 , 或 至 少 使 各 响应 保持 在 理想 
范围 内 , 有 关 多 重 响 应 问题 的 更 多 的 处 理 方法 在 Myers and Montgomery (2002) 中 给 出 . 
可 以 求 得 例 11.2 中 黏度 和 分 子 量 响应 (分 别 是 уз 和 ys) 的 模型 如 下 : 


фз 70.00 — 0.1671 — 0.9522 — 0.6921 — 6.6923 — 1.252122 
9з — 3 386.2 + 205.121 + 177.422 


用 时 间 (61) 与 温度 (62) 的 自然 水 平 写 出 上 面 两 个 模型 , 得 


фо = —9 030.74 + 13.39361 十 97.70862 — 2.75 x 1072? — 0.267 5763 — 5 x 10726165 
ўз = —6 308.8 + 41.025€; + 35.4732 


图 11.14 和 图 11.15. 显示 了 这 两 个 模型 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 . 
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(а) 等 高 线 图 (b) 响应 曲面 图 
图 11.14 £j 11.2 黏度 响应 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 


一 个 相对 较 直 接 的 优化 多 个 响应 的 方法 是 作出 各 响应 的 重合 等 高 线 图 , 这 种 方法 只 在 过 程 
变量 个 数 较 少 时 效果 较 好 . 图 11.16 显示 了 例 11.2 的 3 个 响应 的 重 熏 等 高 线 图 , 其 中 y (Ж) 
2 78.5, 62 < уг (SHE) < 68, ys (分 子 量 ) < 3 400 的 等 高 线 . 如 果 这 些 边界 表示 过 程 必须 满足 
的 重要 条 件 , 那么 图 11.16 中 没有 阴影 的 部 分 表示 满足 过 程 要 求 的 时 间 和 温度 的 一 些 组 合 . 实验 
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者 可 以 目测 等 高 线 图 以 确定 适当 的 运行 条 件 . 例如 , 实验 者 很 可 能 对 图 11.16 中 两 个 可 行 运行 区 
域 中 较 大 的 一 个 感 兴趣 . 


77.88 80.29 82.64 85.00 8720 8.71 9207 
时 间 


(a) 等 高 线 图 (b) 响应 曲面 图 
图 11.15 例 11.2 分 子 量 响应 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 


当 存 在 3 个 以 上 的 设计 变量 时 ， 重 惨 等 高 线 图 就 变 得 难以 使 用 了 , 因为 等 高 线 图 是 二 维 的 ， 
必须 有 kk- 2 个 设计 变量 取 常 数 才能 作出 图 形 . 为 了 获得 曲面 的 最 佳 视野 , 往往 需要 多 次 试 错 才 


能 决定 哪些 因子 应 取 常数 以 及 它们 应 选取 什么 水 平 . 因此 ， 多 重 响应 的 正规 最 优化 方法 有 着 实际 
的 需要 . 


图 11.16 50112 ЛЖ, 黏度 和 分 子 量 等 高 线 图 找到 的 最 优 区 域 


一 种 常用 的 方法 是 像 一 个 约束 最 优化 问题 那样 ， 列 出 方程 并 求解 .以 例 11.2 说 明 , 我 们 对 
此 问题 可 以 列 出 如 下 方程 : 


Max yı 
$i. — 62« y2 < 68 
ys < 3 400 


许多 数值 方法 可 用 于 求解 这 个 问题 有 时 ， 这 些 方法 被 称 为 非 线性 规划 法 ，Design-Expert 
软件 包 用 直接 搜索 法 求解 这 样 的 问题. 求 出 的 两 个 解 是 


时 间 = 83.5 ”温度 =177.1 加 二 79.5 
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和 
时 间 =86.6 Ж = 17225 ў = 79.5 

注意 到 第 一 个 解 在 设计 空间 (参见 图 11.16) 上 面 ( 较 小 ) 的 可 行 域内 , 而 第 二 个 解 在 较 大 的 可 行 
域内 . 两 个 解 都 非常 接近 约束 的 边界 . 

另 一 种 多 重 响 应 优化 的 方法 是 , 使 用 由 Derringer and Suich (1980) 推广 的 同时 优化 技术 . 
这 种 方法 要 利用 满意 度 函数 . 一 般 的 方法 是 先 将 各 个 响应 yi 转换 为 单个 满意 度 函 数 di, 其 变化 
范围 是 

0<%<1 


如 果 响 应 y; 是 它 的 目标 值 , 则 di= 1; 如 果 响 应 在 可 接受 的 范围 之 外 , 则 4- 0. 然后 , 选择 设 
WER, 使 之 最 大 化 m 个 响应 的 总 满意 度 


单个 满意 度 函 数 的 构造 方式 见 图 11.17. 如 果 响 应 y 的 目标 D 是 一 个 最 大 值 , 则 


0 y«L 
d-4 (Ж) L«y«T (1.1) 
1 у>Т 


当权 重 7 = 1 时 , 满意 度 函数 是 线性 函数 , 若 选择 > > 1, 则 更 强调 靠近 目标 值 ; 若 选择 0 <r < 1, 
则 目标 值 较 不 重要 . 如 果 响 应 的 目标 是 一 个 最 小 值 , 则 


1 у<Т 
4-4 (Шу T«y«U (11.12) 
0 у>9 


双边 的 满意 度 函 数 显示 在 图 11.17c 中 , 假定 目标 位 于 下 限 (D) 和 上 限 (U) 中 , 定义 为 


0 у<1 
G) L«y«T 
ЫЗ T«y«U 

0 у>У 


(11.13) 


利用 Design-Expert, 软件 包 的 满意 度 函数 法 求解 例 11.2. 选择 T = 80 为 产 率 响应 的 目标 ， 
U = 70, 并 设 单个 满意 度 函 数 的 权重 是 1. 对 黏度 响应 设 T = 65, L= 62, U = 68 (与 规格 限 一 
致 ) 权重 ri = 72= 1. 最 后 , 我 们 指出 , 分 子 量 在 З 200 到 3 400 之 间 是 合适 的 . 求 得 两 个 解 : 
解 1: МІН = 86.5 温度 =170.5 D =0.822 
加 =78.8 如 =65 加 =3287 
解 2: 时 间 =82 ”温度 =178.8 D —0.792 
办 =785 各 =65 ӱз =3 400 
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[T 


L Tory T г 
(а) 目标 是 最 大 化 y (b) 目标 是 最 小 化 y 


L T U v 
(с) 目标 是 使 y MIRAT MENR H ARALL 


图 11.17 同时 优化 方法 的 单个 满意 度 函数 


解 1 有 最 高 的 总 满意 度 值 , 其 黏度 达到 目标 值 , 分 子 量 在 可 接受 范围 内 . 这 个 解 位 于 图 11216 
中 两 个 运行 区 域 中 较 大 的 一 个 区 域 中 , 第 2 个 解 在 较 小 的 区 域 中 .图 11.18 显示 了 总 满意 度 函 


数 D 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 . 


20 
170.00w80.00 
(а) 响应 曲面 图 (b) 等 高 线 图 


图 11.18 B4 11.2 问题 中 满意 度 函数 的 响应 曲面 和 等 高 线 图 


11.4 ， 拟 合 响应 曲面 的 实验 设计 


用 适当 选取 的 实验 设计 方法 来 拟 合 和 分 析 响应 曲面 会 带 来 极 大 的 方便 . 本 节 讨论 为 拟 合 响 


应 曲面 选择 适当 设计 的 某 些 方面 . 
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在 选择 响应 曲面 的 设计 时 , 理想 的 设计 应 具有 下 面 一 些 特点 . 

(1) 在 所 研究 的 整个 区 域内 , 能 够 提供 数据 点 的 合理 分 布 以 及 其 他 信息 . 

(2) 容许 研究 模型 的 合适 性 , 包括 拟 合 不 足 . 

(3) 容许 分 区 组 进行 实验 . 

(4) 容许 逐步 建立 较 高 阶 的 设计 . 

(5) 提供 内 部 的 误差 估计 量 . 

(6) 提供 模型 系数 的 正确 估计 . 

(7) 提供 在 实验 区 域内 好 的 预测 方差. 

(8) 对 异常 值 或 缺失 数据 提供 适当 的 稳健 性 . 

(9) 不 需要 大 量 的 试验 . 

(10) 不 需要 自 变量 有 太 多 的 水 平 . 

(11) 确保 模型 参数 计算 的 简单 性 . 
这 些 特点 有 时 是 相互 矛盾 的 , 所 以 , 在 应 用 到 设计 选择 中 去 时 , 必须 经 常 加 以 判断 , 要 得 到 关于 选 
择 响 应 曲面 设计 的 更 多 信息 , 请 参阅 Myers and Montgomery (2002), Box and Draper (1987) 
以 及 Khuri and Cornell (1996). 


11.41 ” 拟 合 一 阶 模型 的 设计 
设 要 拟 合 个 变量 的 一 阶 模型 


к 
у= fot Уба же (11.14) 
E 


我 们 有 一 类 独特 的 设计 , 它 使 得 回归 系数 { 房 } 的 方差 极 小 化 . 这 就 是 正 交 一 阶 设计 . 一 个 一 阶 设 
计 是 正 交 的 , 如 果 (X^ X) 矩阵 的 非 对 角 元 素 全 为 零 , 这 一 点 意味 着 X 矩阵 列 的 又 积 之 和 为 霍 . 

正 交 的 一 阶 设计 类 包含 了 主 效应 不 能 互 为 别名 的 2* 析 因 设计 和 2* 分 式 析 因 设 计 系列 , 在 
使 用 这 些 设计 时 , 我 们 假定 个 因子 的 低 水 平 与 高 水 平 被 规范 为 通常 的 水 平 上 1. 

2* 设计 不 能 提供 实验 误差 的 估计 量 , 除非 某 些 试验 重复 进行 . 使 2* 设计 包括 有 重复 试验 的 
常用 方法 是 , 在 设计 的 中 心 点 (点 zi = 0, i = 1, 2, …, К) 处 增添 几 个 观测 值 . 给 25 设计 增加 
中 心 点 并 不 影响 { 遍 }, i > 1, 但 是 Bo 的 估计 量 将 变 为 所 有 观测 值 的 总 平均 值 . 而 且 , 增加 的 中 
心 点 不 影响 设计 的 正 交 性 . 例 11.1 说 明了 给 2? 设计 增添 5 个 中 心 点 来 拟 合 一 阶 模型 的 用 法 . 

另 一 种 正 交 一 阶 设计 是 单纯 形 设计 . 单纯 形 就 是 上 维 空间 中 有 k1 个 顶点 的 等 边 图 形 . 
ЖЖ, к = 2 的 单纯 形 设计 是 一 个 等 边 三 角形 , k = З 时 是 正四 面体 . 二 维和 三 维 的 单纯 形 
设计 如 图 11.19 所 示 . 

1142 ” 拟 合 二 阶 模型 的 设计 

我 们 在 例 11.2 (甚至 更 早 , 如 例 6.6) 中 已 正式 介绍 了 拟 合 二 阶 模型 的 中 心 复合 设计 (Central 
Composite Design, CCD). 这 是 用 于 拟 合 这 些 模型 的 最 广 的 一 类 设计 ., 一 般 而 言 , CCD 是 由 有 
nr 个 试验 的 2* 析 因 设计 (或 分 辨 度 为 V 的 分 式 析 因 设计 ) 以 及 2k 个 坐标 轴 试 验 点 或 星 号 
点 、nc 个 中 心 试验 点 组 成 的 . 图 11.20 显示 了 上 = 2 和 上 = 3 个 因子 的 CCD. 
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(а) 
图 11.19 单纯 形 设计 : (a)k = 2 个 变量 , (b) k — 3 个 变量 


图 11.20 k=2 к=з 的 中 心 复合 设计 


如 例 11.1 和 例 11.2 所 示 , CCD 的 实际 应 用 过 程 通常 由 序 贯 实验 产生 , 即 , 2^ 设计 已 用 于 
拟 合 一 阶 模型 , 而 这 个 模型 显露 出 拟 合 不 足 ， 然后 增加 坐标 轴 上 的 试验 点 , 使 得 二 次 项 可 以 加 入 
模型 ，CCD 对 拟 合 二 阶 模型 而 言 是 非常 有 效 的 设计 . 设计 中 必须 指定 两 个 参数 ， 从 设计 中 心 到 
坐标 轴 试 验 点 的 距离 a 和 中 心 点 个 数 nc. 以 下 讨论 如 何 选取 这 两 个 参数 

1. 可 旋转 性 

对 二 阶 模型 来 说 ， 在 所 关注 的 整个 区 域内 提供 良好 的 预测 是 很 重要 的 . 定义 “良好 ”的 一 种 
方法 是 , 要 求 模型 在 关注 点 x 处 的 预测 响应 有 相当 一 致 和 稳定 的 方差 . 由 (10.40) ЖЖ, 在 点 m 
处 预测 响应 的 方差 是 

УІ а) = o?z'(X'X)^! (11.15) 
Box and Hunter (1957) 建议 , 二 阶 响 应 曲面 设计 应 该 是 可 旋转 的 . 这 意味 着 在 所 有 与 设计 中 心 
距离 相同 的 = 点 处 VD(z)] 相等 . Bp, 预测 响应 的 方差 在 球面 上 是 常数 . 

图 11.21 显示 了 在 例 11.2 中 用 CCD 的 二 阶 模型 拟 合 的 VVE] 为 常数 的 等 高 线 . 
注意 到 预测 响应 的 标准 差 为 常数 的 等 高 线 是 同心 贺 ， 具有 这 一 性 质 的 设计 ， 当 它 围 绕 中 心 点 
(0,0, …, 0) 旋转 时 , 将 会 使 的 方差 保持 不 变 , 因而 称 为 可 旋转 设计 . 

对 选择 响应 曲面 设计 而 言 , 可 旋转 性 是 一 个 合理 的 依据 . 因为 RSM 的 目的 是 优化 , 而 最 优 
点 的 位 置 在 做 实验 前 是 未 知 的 ， 可 旋转 性 的 意义 就 在 于 所 使 用 的 设计 在 各 个 方向 上 提供 等 精确 
度 的 估计 . (可 以 证 明 任意 一 阶 正 交 设计 是 可 旋转 的 . ) 
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(9) YIXa] 的 等 高 线 图 (b). 响应 曲面 图 
图 1121. 例 11.2 可 旋转 СОГ 中 预测 响应 的 标准 差 的 等 高 线 


恰当 选择 a 可 以 使 中 心 复合 设计 是 可 旋转 的 . 满足 可 旋转 性 要 求 的 a 值 依赖 于 设计 的 析 因 
部 分 内 点 的 数目 ; 事实 上 , a = (np)! 能 产生 可 旋转 中 心 复合 设计 , 其 中 ny 是 用 在 设计 的 析 
因 部 分 中 的 点 的 个 数 . 

2. 球面 CCD 

可 旋转 性 是 一 种 球面 性 质 , BD, 当 所 关注 的 区 域 是 球面 时 ， 可 旋转 性 是 最 有 意义 的 设计 准则 . 
然而 , 严格 的 可 旋转 性 对 于 一 个 良好 的 设计 而 言 并 不 重要 . 对 于 球形 区 域 , 从 CCD 的 预测 方差 
的 观点 来 看 , a 的 最 好 的 选择 是 设 a = VE. 将 所 有 的 析 因 设计 点 和 坐标 轴 上 的 设计 点 都 放 在 
半径 为 VE 的 球体 表面 的 设计 称 为 球面 CCD. 对 此 更 详细 的 讨论 见 Myers and Montgomery 
(2002). 

3. CCD 的 中 心 试验 点 

在 COD 中 , a 的 选择 主要 由 感 兴趣 的 区 域 决定 当 这 个 区 域 是 球面 时 , 设计 必定 包含 中 心 
试验 点 以 提供 预测 响应 的 合理 稳定 方差 一 般 推荐 用 3~5 个 中 心 试验 点 . 

4. Box-Behnken 设计 

Box and Behnken (1960) 提出 过 一 些 拟 合 响应 曲面 的 三 水 平 设计 . 这 些 设计 由 2* 析 因 设 
计 与 不 完全 区 组 设计 组 合 而 成 . 所 得 出 的 设计 对 所 要 求 做 的 试验 次 数 来 说 , 十 分 有 效 , 而 且 它们 
是 可 旋转 的 或 接近 可 旋转 的 

表 118 列 出 了 3 个 变量 的 Box-Behnken 设计 . 图 11.22 是 此 设计 的 图 解 . 注意 到 Box- 
Behnken 设计 是 一 个 球面 设计 , 所 有 设计 点 都 在 半径 为 V3 的 球面 上 . 而 且 Box-Behnken 设计 
不 包含 由 各 个 变量 的 上 限 和 下 限 所 生成 的 立方 体 区 域 的 顶点 处 的 任 一 点 当 立 方 体 项 点 所 代表 
的 因子 水 平 组 合 因 试验 成 本 过 于 昂贵 或 因 实际 限制 而 不 可 能 做 试验 时 ， 此 设计 就 显示 出 它 特 有 
的 长 处 . 

5. 立方 体形 区 域 

在 许多 情况 下 , 所 关注 的 区 域 是 立方 体形 而 不 是 球形 的 . 此 时 , 面 中心 的 中 心 复合 设计 或 称 
面 中 心 立方 是 中 心 复合 设计 的 一 种 变形 , 其 中 w 二 1. 此 设计 在 各 坐标 轴 上 所 取 的 点 是 立方 体 各 
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个 面 上 的 中 心 点 , Ж k= 3, 如 图 11.23 AR. 有 时 采用 中 心 复合 设计 的 这 种 变形 , 因为 它 只 要 
求 每 个 因子 有 3 个 水 平 , 而 在 实践 中 , 经 常 难于 改变 因子 水 平 , 但 是 , 要 注意 面 中 心 的 中 心 复合 
设计 是 不 可 旋转 的 . 


表 11.8 3 个 变量 的 Box-Behnken 设计 


试验 ті ES z3 试验 z 


1 ЕЛ zs 
1 -1 ті 0 9 0 -1 -1 
2 -1 1 0 10 0 -1 1 
3 1 -1 0 п 0 1 -1 
а 1 1 0 12 0 1 1 
5 -1 0 -1 13 0 0 0 
6 -1 0 1 14 0 0 0 
7 1 0 -1 15 0 0 0 
8 1 0 1 


图 11.22 三 因子 的 Box-Behnken 设计 图 11.23 k=3 的 面 中 心 的 中 心 复合 设计 


面 中 心 立方 并 不 像 球形 ССР 那样 需要 许多 中 心 点 . 实际 上 , nc = 2 或 3 就 足以 对 整个 实 
验 区 域 提供 好 的 预测 方差 ， 应 该 注意 , 有 时 用 更 多 的 中 心 试验 点 可 以 给 出 实验 误差 更 合理 的 估 
计 . 图 11.24 ERT k — 3 H nc = 3 个 中 心 点 (zs = 0) 时 , 面 中 心 立方 的 预测 方差 平方 根 
МУТ еу 的 相关 图 形 . 预测 响应 的 标准 差 在 设计 空间 相对 较 大 的 区 域内 是 相当 一 致 的 , 


图 11.24 k-3,no = 3,z3 = 0 的 面 中 心 立方 的 预测 响应 的 标准 差 YVE] 
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6. 其 他 设计 

在 实践 中 偶尔 也 使 用 许多 其 他 的 响应 曲面 设计 , 对 于 两 个 变量 , 可 以 用 这 样 的 设计 , 它 由 加 
周 上 等 距离 的 点 所 组 成 , 并 构成 正 多 边 形 . 因为 设计 点 与 原点 是 等 距离 的 , 所 以 , 这 些 设 计 常 称 
为 等 半径 设计 . 

k = 2 时 , 可 旋转 等 半径 设计 可 以 在 圆周 上 取 na > 5 个 等 距离 的 点 并 在 圆心 上 取 ma > 1 
个 点 组 合 起 来 而 求 得 . k = 2 时 , 特别 有 用 的 设计 是 五 边 形 和 六 边 形 . 这 些 设计 如 图 11.25 所 示 . 
其 他 有 用 的 设计 包括 小 复合 设计 和 混杂 设计 类 . 小 复合 设计 由 分 辨 度 为 II*( 主 效应 与 二 因子 交 
互 作用 混杂 ， 子 交互 作用 之 间 无 混杂 ) 的 立方 体 中 的 分 式 析 因 设 计 , 以 及 通常 的 坐标 轴 点 和 
中 心 点 构成 . 在 需要 尽 可 能 减少 试验 次 数 时 , 可 以 考虑 这 两 种 设计 . 


(а) (») 
图 11.25 ”两 个 变量 的 等 半径 设计 ， (a) 正六 边 形 (b) 正 五 边 形 


k = 3 个 因子 的 小 复合 设计 如 表 11.9 所 示 , 这 个 设计 在 立方 体 中 用 23 设计 的 标准 1/2 分 
式 设计 , 因为 它 满足 分 辨 度 为 Ше 的 要 求 ， 此 设计 有 4 次 立方 体 上 的 试验 , 6 次 坐标 轴 上 的 试 
K, 且 必须 至 少 有 一 次 中 心 点 上 的 试验 . 于 是 , 该 设计 至 少 有 N = 11 次 试验 , k = 3 个 变量 的 
二 阶 模型 要 估计 p = 10 个 参数 , 所 以 对 试验 次 数 而 言 是 非常 有 效 的 设计 . 表 11.9 中 的 设计 有 
nc=4 个 中 心 点 , 我 们 选择 a=1.73 以 得 到 球形 设计 , 因为 小 复合 设计 不 可 能 是 可 旋转 的 设计 . 


表 11.9 k= 3 个 因子 的 小 复合 设计 


标准 次 序 zi 22 zi т? аз 
1 1.00 1.00 0.00 1.73 0.00 
2 1.00 一 1.00 0.00 0.00 一 1.73 
3 —1.00 1.00 0.00 0.00 1.73 
4 —1.00 -1.00 0.00 0.00 0.00 
5 -173 0.00 0.00 0.00 0.00 
6 1.73 0.00 0.00 0.00 0.00 
T 0.00 -173 0.00 0.00 0.00 


Ж 11.10 ЯНУ к = 3 时 的 混杂 设计 . 这 类 设计 中 的 一 些 设计 有 不 规则 的 水 平 , 在 应 用 时 
会 受到 限制 , 然而 , 它们 是 很 小 的 设计 , 并 有 优良 的 预测 方差 的 性 质 有 关 小 复合 设计 和 混杂 设 
计 更 详细 的 内 容 , 可 参阅 Myers and Montgomery (2002). 

T. 响应 曲面 设计 的 图 形 评估 


响应 曲面 设计 最 常用 于 为 了 预测 而 建立 模型 . 因此 , [由 (11.15) 式 定义 的 ] 预测 方差 在 评估 
或 比较 设计 时 是 相当 重要 的 . 类 似 于 图 11.21 和 图 11.24, 预测 方差 (或 它 的 平方 根 , 预测 标准 
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ж) 的 二 维 等 高 线 图 或 三 维 响应 曲面 图 在 这 方面 是 有 价值 的 . 但 对 于 有 k 个 因子 的 设计 , 这 些 图 
形 只 允许 两 个 设计 因子 显示 在 图 中 . 因为 所 有 其 余 kc - 2 个 因子 在 图 中 为 常数 , 所 以 这 些 图 对 预 
测 方差 在 整个 设计 空间 如 何 分 布 给 出 的 是 不 完整 的 图 像 . Giovannitti-Jensen and Myers (1989) 
为 了 解决 这 个 问题 提出 了 方差 散布 图 (VDG). 


表 11.10 к=з 个 因子 的 混杂 设计 


标准 次 序 ті 22 z3 | 标准 次 序 E та 23 
1 0.00 0.00 141 т 141 0.00 一 0.71 
2 0.00 0.00 一 1.41 8 -141l 0.00 一 0.71 
3 一 1.00 —1.00 0.71 9 0.00 141 -0.71 
4 1.00 -1.00 0.71 10 0.00 -141 一 0.71 
5 一 1.00 1.00 0.71 n 0.00 0.00 0.00 
6 1.00 1.00 0.71 


VDG 对 特定 的 设计 和 响应 模型 , 以 图 形 方式 显示 了 到 中 心 点 有 相同 距离 的 设计 点 的 预测 方 
差 的 最 小 值 、 最 大 值 和 平均 值 . 距离 或 半径 通常 在 堆 (设计 中 心 ) 到 VE 之 间 变 化 , 对 球形 设计 ， 
V 是 设计 点 到 中 心 点 的 最 大 距离 , 在 VDG 中 通常 以 尺度 化 预测 方差 (SPV) 

Avin = № (Х'Х) 1а (11.16) 
ДЕНІ. 注意 , SPV 是 (11.15) ЗІМІ ЛЕ V GU OC (N) 再 除 以 误差 的 方差 o. 除 
以 o? 消除 了 一 个 未 知 参数 , TRAN 便于 比较 试验 次 数 不 同 的 设计 . 

图 11.26a EH k = 3 个 变量 、4 个 中 心 试验 点 的 可 旋转 ССр 的 VDG. 因为 此 设计 是 可 
旋转 的 , 所 有 到 设计 中 心 距离 相同 的 点 的 最 小 、 最 大 、 平 均 SPV 均 相同 , 所 以 在 VDG 中 只 有 
一 条 曲线 , 图 形 显示 了 在 整个 设计 空间 中 ӨРУ 的 变化 情况 , 在 半径 小 于 约 1.2 时 , SPV 近似 为 
常数 , 然后 直到 边界 为 止 一 直 稳 定 增 大 . 图 11.26b 是 有 人 = З 个 变量 、4 个 中 心 试验 点 的 球形 
CCD 的 VDG. 注意 到 最 大 、 最 小 、 平 均 SPV 三 条 曲线 只 有 很 小 的 差异 , 因此 可 以 得 到 这 样 的 
结论 : 可 旋转 设计 和 球形 设计 之 间 的 实际 差异 非常 小 ， 
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Ex 
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半径 , r 
ГС] 
图 11.26 方差 散布 图 : (а) k=3,a = 1.68(4 个 中 心 点 ) 的 CCD 
(b) k = 3,a = 1.732(4 个 中 心 点 ) 的 CCD 


11.27 是 有 k = 4 个 变量 的 可 旋转 СОР 的 VDG. 在 这 个 VDG Ф, 设计 所 含 的 中 心 
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试验 点 个 数 从 nc = 1 到 nc = 5 变化 . VDG 清楚 地 表明 , 中 心 点 个 数 太 少 的 设计 的 预测 方差 
有 非常 不 稳定 的 分 布 , 但 随 着 nc 的 增加 , 预测 方差 迅速 趋 于 稳定 . 用 4 个 或 5 个 中 心 试验 点 
时 , 在 整个 设计 区 域内 会 有 相当 稳定 的 预测 方差 . VDG 已 被 用 于 研究 响应 曲面 设计 中 中 心 试验 
点 个 数 的 变化 引起 的 效应 . 本 章 前 面 的 建议 就 是 基于 这 些 研 究 的 . 


1 
半径 , 
图 11.27 k=4,a=2 i} COD 的 方差 散布 图 
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当 使 用 响应 曲面 设计 时 , 经 常 需要 考虑 划分 区 组 ,以便 消 除 多 余 的 变量 .例如 , 像 在 例 11.1 
和 例 11.2 中 说 明 过 的 那样 , 当 二 阶 设计 是 由 一 阶 设计 序 贯 组 装 而 成 时 , 就 会 出 现 这 种 问题 . 在 做 
一 阶 设计 的 试验 和 做 建立 二 阶 设计 所 需 的 增补 试验 两 者 之 间 , 间隔 时 间 过 长 , 试验 的 条 件 可 能 就 
改变 了 . 因此 , 划分 区 组 就 成 为 必要 的 了 . 

响应 曲面 设计 称 为 正 交 区 组 化 , 如 果 它 划分 成 区 组 , 使 得 区 组 效应 不 影响 响应 曲面 模型 的 参 
数 估计 . зи 2* 或 2*7 设计 用 作 一 阶 响应 曲面 设计 时 , 第 7 章 的 方法 可 用 来 将 试验 安排 在 2r 个 
区 组 内 进行 , 这 些 设计 的 中 心 点 应 该 在 各 区 组 内 同等 地 配置 . 

划分 为 正 交 区 组 的 二 阶 设计 必须 满足 两 个 条 件 . 如 果 在 第 b 个 区 组 中 有 mu 个 观测 值 , 则 这 
些 条 件 如 下 . 

(1) 每 个 区 组 必须 是 一 阶 正 交 设计 , 也 就 是 


Yzeru-0 0D ,hk ЛЬ 
Z 


其 中 ziv 和 ziu 是 实验 的 第 u 个 试验 中 第 i 个 和 第 ; 个 变量 的 水 平 , 对 所 有 u 定义 zou= 1. 
(2) 每 个 区 组 所 贡献 的 每 个 变量 的 总 平方 和 所 占 的 比例 必须 等 于 出 现在 此 区 组 中 的 总 观测 
数 所 占 的 比例 , 也 就 是 


S= i212; 对 一 切 5 
p 


其 中 N 是 设计 的 试验 总 数 . 
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Y шм 
i 
М 
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Lo 
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作为 应 用 这 些 条 件 的 一 个 例子 , 考虑 有 N = 12 个 试验 、k = 2 个 变量 的 可 旋转 中 心 复合 设 
计 , 可 将 此 设计 的 z; 和 zs 的 水 平 以 设计 矩阵 的 形式 写 为 


21 T2 
ЖЕСІ -1 
X -1 
ze 7% 区 组 1 
1 T 
0 0 
D= 0 0 
1.414 0 
—1.414 0 
0 1.414 区 组 2 
0 一 1.414 
0 0 
0 0 


此 设计 分 为 两 个 区 组 , 第 一 个 区 组 由 设计 的 析 因 部 分 加 上 两 个 中 心 点 组 成 ， 第 二 个 区 组 由 坐标 轴 
点 加 上 两 个 附加 的 中 心 点 组 成 . 显然 符合 条 件 1, 也 就 是 说 ， 两 个 区 组 都 是 一 阶 正 交 设 计 . 再 看 
条 件 2, 考虑 区 组 1, 注意 到 


4 EA 
N 
Уз. = 7 z=8 以 及 nm =6 
КЕЛ = 
因此 ， 
a а 
i tom 
Xa " 
EA 
即 
AAE. 
8 12 
于 是 区 组 1 满足 条 件 2. 对 区 组 2, 有 
Ў а, = 5% 2-4 Ш п =6 
A ES 
因此 ， 
а a 
Elm 
Xa " 
ES 
Bp 
4 6 
8 12 
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因为 区 组 2 也 满足 条 件 2, 因此 , 此 设计 的 区 组 是 正 交 的 . 

一 般 说 来 , 中 心 复合 设计 总 可 以 分 为 两 个 正 交 的 区 组 , 第 1 个 区 组 由 ne 个 析 因 点 加 nor 
个 中 心 点 组 成 , 第 2 个 区 组 由 па = 2k 个 坐标 轴 点 加 nca 个 中 心 点 组 成 , 不 论 设计 中 所 用 的 
a 值 是 什么 , 正 交 区 组 所 要 求 的 第 1 个 条 件 总 能 成 立 . 要 使 第 2 个 条 件 成 立 , 就 要 有 


Жа 
x m Patoa (1147) 
ug пе пар 


(11.17) 式 的 左边 是 2a 2/пь, 将 此 量 代 入 (11.17) 式 就 解 得 正 交 区 组 的 a 值 为 


nr(na * ncA 1/3 
Er quas 
一 般 说 来 ,此 a 值得 不 到 可 旋转 设计 或 球形 设计 . 如 果 设计 还 要 求 是 可 旋转 的 , 则 a = 
(nz) ^, 并 有 
(ng)? = etes (11.19) 
要 求 出 正好 满足 (11.19) 式 的 设计 通常 是 不 可 能 的 . 例如 , 34 k = 3 时 , 则 me = 8 Ж na = 6, 
(11.19) 式 为 
= 86 +nca) 
2(83 nor) 
= 48 + 8псл 
16 + 2nor 
不 可 能 求 出 精确 满足 最 后 一 个 等 式 的 nca 和 ner. 但 是 , 如 果 nop 3, nca- 2, 则 右边 是 
48 + 8(2) 
16 + 2(3) 
所 以 , 设计 的 区 组 是 近似 正 交 的 , 在 实践 中 , 只 要 不 损失 重要 的 信息 , 对 可 旋转 性 或 区 组 的 正 交 
性 的 要 求 可 以 放宽 一 些 . 
中 心 复 合 设 计 在 容纳 区 组 化 的 能 力 方面 是 十 分 强大 的 , 如果 k 足够 大 , 设计 的 析 因 部 分 可 
以 分 为 两 个 或 多 个 区 组 (其 个 数 必须 是 2 КЖ, 而 坐标 轴 点 形成 一 个 单一 的 区 组 ). 表 11.11 介 
绍 几 个 有 用 的 对 中 心 复合 设计 的 区 组 化 安排 . 
当 响 应 曲面 设计 分 组 进行 试验 时 , 方差 分 析 有 两 个 要 点 . 第 一 , 关于 用 来 计算 纯 误差 估计 量 
的 中 心 点 的 用 法 . 只 有 在 同一 个 区 组 内 进行 试验 的 那些 中 心 点 才能 看 作为 重复 试验 , 所 以 , 纯 误 
差 项 只 能 在 各 个 区 组 内 计算 , 如 果 变 异性 在 各 个 区 之 间 是 一 致 的 , 则 这 些 纯 误 差 可 以 合并 起 来 . 
第 二 , 关于 区 组 效应 . 如 果 设 计 分 为 m 个 正 交 的 区 组 , 则 区 组 平方 和 是 


(8)/2 


2.83 


= 2.01 


SSka = 3 CPU (11.20) 


其 中 By 是 第 5 个 区 组 的 ne 个 观测 值 的 总 和 , G т 个 区 组 的 全 体 N 个 观测 值 的 总 和 . 当 区 
组 不 是 精确 地 正 交 时 , 可 以 用 第 10 章 描述 的 一 般 回 归 显 著 性 检验 法 (“附加 平方 和 ”法 ). 
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表 11.11 ”一 些 划分 为 正 交 区 组 的 可 旋转 的 及 近似 可 旋转 的 中 心 复合 设计 


k 2 3 4 5 5 6 6 7 7 
1 жя 去 重复 去 重复 

析 因 区 组 
np 4 8 16 32 16 64 32 128 64 
区 组 数 1 2 2 4 1 8 2 16 8 
每 区 组 的 点 数 4 4 8 8 16 8 16 8 8 
每 区 组 的 中 心 点 数 3 2 2 2 6 1 4 1 1 
每 区 组 的 总 点 数 7 6 10 10 22 9 20 9 9 
坐标 轴 点 区 组 
nA 4 6 8 10 10 12 12 14 м 
noa 3 2 2 4 1 6 2 п 4 
坐标 轴 点 区 组 的 总 点 数 7 8 10 14 п 18 14 25 18 
设计 的 总 点 数 NN 14 20 30 54 33 90 54 169 90 
odi 
正 交 区 组 1414 2 1.633 0 2.000 0 2.366 4 2.000 0 2.828 4 2.366 4 3.333 3 2.828 4 
可 旋转 性 1.414 2 1.681 8 2.000 0 2.378 4 2.000 0 2.828 4 2.378 4 3.363 6 2.828 4 


11.4.4 HAMER (最 优 ) 设计 

前 面 各 节 所 讨论 的 标准 响应 曲面 设计 , 如 中 心 复合 设计 、Box-Behnken 设计 , 以 及 它们 的 变 
Е (如 面 中 心 立方 ) 被 广泛 使 用 , 因为 它们 是 相当 通用 的 且 灵 活 的 设计 . 如 果实 验 区 域 是 立方 体 
或 球体 , 通常 应 用 标准 响应 曲面 设计 来 解决 问题 , 然而 实验 者 有 时 会 遇 到 不 易 选 择 标准 响应 曲面 
的 情况 . 这 时 计算 机 生成 设计 可 用 于 这 种 情况 . 

有 3 种 情况 适合 使 用 某 种 计算 机 生成 设计 . 

(1) 不 规则 的 实验 区 域 . 如 果实 验 区 域 不 是 立方 体 或 球体 ， 标准 设计 就 不 是 最 好 的 选择 . 经 
常会 出 现 不 规则 区 域 . 例如 ， 实验 者 正在 研究 一 种 特殊 粘 合剂 的 性 质 . 把 粘 合 剂 涂 在 两 个 零件 上 ， 
然后 高 温 烘 干 . 考虑 的 两 个 因子 是 粘 合 剂 的 用 量 和 烘 干 温度 这 两 个 因子 的 全 部 取 值 范围 在 通常 
的 规范 变量 尺度 下 是 -1 到 1, 实验 者 知道 如 果 粘 合剂 用 量 太 少 是 烘 干 温度 太 低 ， 零件 就 不 会 粘 
合 得 很 好 , 用 规范 变量 写 出 的 对 设计 变量 的 约束 条 件 为 


-155 zl 十 za 


其 中 zl 表示 粘 合剂 的 用 量 , z2 表示 温度 . 此 外 ， 如 果 温 度 太 高 而 粘 合剂 太 多 的 话 ， 零 件 或 者 会 
受到 热 应 力 的 损害 或 者 会 导致 粘 合 不 充分 . 于 是 ， 对 因子 水 平 有 另 一 个 约束 


ті%2251 


1128 显示 了 具有 这 两 个 约束 的 实验 区 域 . 约束 移 去 了 正方 形 的 两 个 角 , 产生 了 不 规则 的 实验 
区 域 (有 时 , 不 规则 区 域 称 为 “ 癌 负 ”). 在 这 个 区 域 上 不 存在 可 以 进行 精确 拟 合 的 标准 响应 曲面 
设计 . 
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а 


图 11.28 ”两 个 变量 时 的 一 个 约束 设计 区 域 


(2) 非 标准 模型 . 实验 者 一 般 选 择 一 阶 或 二 阶 响应 曲面 模型 作为 对 未 知 真实 机 理 近似 的 经 验 
模型 . 然而 有 时 实验 者 对 所 研究 的 实验 有 一 些 特殊 的 看 法 , 这 时 需要 非 标准 模型 ， 例 如 ,需要 模 
型 

у= bo + bizi + Вата + bazina + 81122 + 82225 + Basten + finaste +E 
实验 者 想 要 获得 拟 合 这 个 简化 了 的 4 次 模型 的 一 个 有 效 的 设计 , 有 时 我 们 还 会 遇 到 部 分 因子 是 
分 类 变量 的 响应 曲面 问题 , 在 这 样 的 情况 下 , 不 存在 标准 的 响应 曲面 设计 , [对 于 有 分 类 变量 的 响 
应 曲面 问题 , 参阅 Myers and Montgomery (2002)]. 

(3) 不 寻常 的 样本 重要 求 . 实验 者 偶尔 会 要 求 减少 标准 响应 曲面 设计 所 要 求 的 试验 次 数 , 例 
An, 要 拟 合 有 4 个 变量 的 二 阶 模型 这 种 情况 下 的 中 心 复合 设计 要 求 做 28 到 30 次 试验 , 具体 
试验 次 数 由 所 选 的 中 心 点 个 数 决定 . 而 模型 只 有 15 项 , 如 果 试 验 成 本 极 大 , 或 时 间 极 长 , 实验 者 
会 想 用 试验 次 数 较 少 的 设计 . 尽管 这 种 情况 可 以 用 计算 机 生成 设计 , 但 也 有 更 好 的 常用 方法 . 如 
4 个 因子 的 小 复合 设计 有 20 次 试验 , 其 中 包含 4 个 中 心 点 ; 混杂 设计 可 以 少 到 只 有 16 次 试验 . 
用 计算 机 生成 设计 来 减少 试验 次 数 一 般 是 较 好 的 选择 . 

计算 机 生成 设计 的 许多 进展 是 Kiefer (1959,1961) 及 Kiefer and Wolfowitz (1959) 有 关 最 
优 设计 理论 工作 的 推广 结果 . 所 谓 最 优 设计 , 意味 着 它 是 关于 某 个 准则 的 “最 好 ”设计 , 需要 计 
算 机 程序 来 构造 这 些 设计 . 通常 的 方法 是 指定 一 个 模型 , 确定 所 在 区 域 , 选择 要 做 的 试验 次 数 , 指 
定 最 优化 的 准则 , 然后 从 实验 者 考虑 使 用 的 候选 点 中 选择 设计 点 . 典型 的 候选 点 是 分 布 在 可 行 设 
计 区 域 中 的 网 格 点 . 

有 几 个 常用 的 设计 最 优化 准则 . 或 许 最 常用 的 准则 是 D 最 优 准则 . 如 果 一 个 设计 能 最 小 化 


(xx) 
则 称 之 为 D 最 优 . D 最 优 设计 最 小 化 了 回归 系数 的 联合 置信 区 域 . 在 D 最 优 准 则 下 , 设计 1 关 
于 设计 2 的 相对 效率 定义 为 TET іш 
-( 2242) | 
2. - (885) (uan 
其 中 , хан X: 是 两 个 设计 的 X ER, p 是 模型 中 参数 的 个 数 ， 
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A 最 优 准则 只 涉及 回归 系数 的 方差 . 一 个 设计 称 为 4 最 优 设计 , 如 果 它 能 最 小 化 (х'х-!) 
主 对 角 元 素 的 和 [ 称 为 (X" X)7 的 迹 , За c((X^ X)7))]. 因而 A 最 优 设计 最 小 化 了 回归 系 
数 的 方差 和 . 

因为 许多 响应 曲面 实验 与 响应 的 预测 有 关 ， 所 以 预测 方差 准则 是 实践 中 值得 考虑 的 准则 . С 
最 优 准 则 是 其 中 应 用 最 广 的 一 种 . 一 种 设计 称 为 G 最 优 ， 车 它 能 最 小 化 在 整个 设计 区 域内 尺度 
化 预测 方差 的 最 大 值 . 即 ， мура) 

在 整个 设计 区 域内 的 最 大 值 最 小 , 其 中 N 是 设计 中 的 点 数 ， 如 果 模型 有 p 个 参数 , 一 个 设计 的 
G 效率 是 5 

8. = IT (11.22) 
V 准则 考虑 设计 区 域内 一 个 点 集 (如 zw1,z2,… m2) 的 预测 方差 . 这 个 点 集 可 能 是 所 选 设计 
的 候选 点 集 , 也 可 能 是 对 实验 者 有 特殊 意义 的 点 集 . 使 得 在 т 个 点 上 预测 方差 的 均值 最 小 的 设 
计 就 是 V 最 优 设计 . 

我 们 已 讨论 的 设计 准则 统称 为 字母 最 优 准则 . 在 有 些 情况 下 , 字母 最 优 设计 是 已 知 的 , 且 可 
分 析 地 构造 , 2* 设计 就 是 一 个 这 样 的 好 例子 , 它 对 于 拟 合 及 个 变量 的 一 阶 模型 或 有 交互 作用 
的 一 阶 模型 来 讲 , 是 D 最 优 设计 、4 最 优 设计 、G 最 优 设计 及 V 最 优 设计 , 然而 , 在 大 多 数 情 
况 下 , 最 优 设计 是 未 知 的 , 必须 用 计算 机 算法 来 寻找 设计 ， 许多 有 实验 设计 模块 的 统计 软件 包 都 
有 这 样 的 功能 . 多 数 构造 设计 的 程序 用 交换 算法 原理 编程 这 种 算法 最 简单 的 步骤 是 , 实验 者 先 
确定 网 格 候选 点 , 并 从 中 选择 一 个 初始 设计 (可 以 是 随机 的 ); 然后 , 算法 将 在 网 格 中 但 不 在 设计 
中 的 点 与 当前 在 设计 中 的 点 进行 交换 ， 以 改进 所 选 的 最 优 准 则 . 因为 并 不 是 每 一 个 可 能 的 设计 都 
能 被 评估 到 , 所 以 不 能 保证 一 定 可 以 找到 最 优 设计 ， 然而 , 交换 算法 程序 一 般 可 以 得 到 一 个 “ 接 
近 ” 最 优 结果 的 设计 ， 为 了 增加 最 后 得 到 的 设计 非常 接近 最 优 设计 的 可 能 性 ， 有 时 需要 重复 进行 
几 次 从 不 同 初始 设计 开始 的 设计 构造 过 程 ， 

为 了 说 明 这 种 想法 , 考虑 前 面 所 讨论 的 如 图 11.28 所 示 的 不 规则 实验 区 域 的 粘 合剂 实验 . 设 
分 离 力 为 响应 变量 , 想 对 此 响应 拟 合 二 阶 模型 ， 在 图 11.29a 中 显示 了 有 4 个 中 心 点 ( 共 12 个 
试验 ) 内 接 该 区 域 的 中 心 复 合 设计 . 它 不 是 可 旋转 的 设计 ， 但 它 是 在 此 设计 区 域内 可 以 拟 合 的 最 
大 CCD. 此 设计 的 [(X" X)7*| = 1.852E-2， (X'X) 的 迹 是 6.375. 图 11.29a 中 还 显示 了 预 
测 响应 标准 差 为 常数 的 等 高 线 图 , 计算 中 假定 c 二 1. 图 11.29b 显示 了 相应 的 响应 曲面 图 . 

图 11.30a 和 表 11.12 显示 了 此 问题 的 有 12 个 试验 的 D 最 优 设计 , 这 个 设计 由 Design- 
Expert 软件 包 生成 . 其 |(X'X)-!| = 2.153E-4. Æ D 准则 下 这 个 设计 比 内 接 CCD 好 得 多 . 
内 接 CCD 关于 D 最 优 设计 的 相对 效率 是 

XIX2) ү? /0.000 215 3/5 
не (E) (ооа) -oar 
也 就 是 说 , 内 接 CCD 只 有 D 最 优 设计 47.6% 的 效率 . 这 意味 着 CCD 需要 花 1/0.476 = 2.1 f& 
( 近 两 倍 ) 的 重复 试验 数 以 达到 D 最 优 设计 所 能 达到 的 回归 系数 估计 的 精度 . 这 个 D 最 优 设计 
的 (ХХ)! 的 迹 是 2.516, 表明 此 设计 的 回归 系数 估计 的 方差 之 和 比 CCD 小 得 多 . 图 11.30a 
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(а) 设计 РРА 的 等 高 线 图 (b) 响应 曲面 图 
图 11.29 在 图 11.28 的 约束 设计 区 域 下 的 一 个 内 接 中 心 复合 设计 
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(а) Vil VIC) 等 高 线 
图 11.30 在 图 11.28 的 约束 设计 区 域 中 的 一 个 最 优 设计 


(b) 响应 曲面 图 


和 图 11.30b 也 显示 了 预测 响应 标准 差 为 常数 的 等 高 线 及 相应 的 响应 曲面 图 (假定 с = 1). D 
最 优 设计 预测 标准 差 的 等 高 线 一 般 比 内 接 CCD 的 要 小 , 特别 是 在 靠近 所 关注 区 域 的 边界 附近 
是 如 此 , 因为 内 接 CCD 在 那里 没有 设计 点 . 


表 11.12. ЖШ 11.26 的 约束 区 域 下 的 一 个 D 最 优 设计 


标准 次 序 ті 22 标准 次 序 ті 22 
—1.00 0.25 
0.25 —1.00 
—1.00 —0.50 
1.00 0.00 
0.00 1.00 
一 0.08 一 0.08 


图 11.31a 显示 了 第 3 个 设计 , 此 设计 是 将 前 面 D 最 优 设计 的 两 个 角 上 的 重复 点 移 到 了 中 
心 点 ,这 可 能 是 一 个 好 主意 , 因为 图 11.30b 中 显示 的 D 最 优 设计 预测 响应 的 标准 差 在 设计 区 
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域 的 中 间 部 分 稍微 增 大 了 些 . 图 11.31a 也 显示 了 这 个 改进 的 D 最 优 设计 的 预测 标准 差 的 等 高 
线 图 , 图 11.31b 显示 了 响应 曲面 图 . 这 个 设计 的 D 准则 是 (X X) = 3.71E-4, 相对 效率 是 


Lf KX5X2) | V"? /0.000 215 3 te 
ШЕКТЕ «БУЫН ~ X 0.000 371 ý 


即 这 个 设计 与 D 最 优 设计 的 效率 几乎 相同 . (X X) 7. 的 迹 是 2.473, 略 小 于 D 最 优 设计 , 这 个 
设计 的 预测 标准 差 的 等 高 线 看 起 来 至 少 像 D 最 优 设计 一 样 好 , 特别 是 在 区 域 的 中 心 , 


1,00; 


[E : 


0.50 


C 
00 -0.50 
(а) BHV) LIS (0) 响应 曲面 图 
图 11.31 在 图 11.28 的 约束 设计 区 域 下 的 一 个 改进 的 D 最 优 设计 


计算 机 以 字母 最 优 准则 产生 的 设计 在 实验 区 域 既 不 是 球体 也 不 是 立方 体 的 情况 下 的 确 是 有 
用 的 ， 然而, 在 多 数 问题 中 它们 并 不 能 取代 标准 设计 . 因为 在 生成 字母 最 优 设计 时 , 只 能 严格 六 
守 一 个 准则 , 注意 到 在 11.4 节 开 始 部 分 列 出 了 几 个 不 同 的 设计 准则 ， 其 中 有 几 个 准则 实际 上 有 
点 定性 的 或 主观 的 . 在 真正 的 实验 问题 中 选择 设计 时 , 通常 需要 评估 许多 准则 有 关 这 个 问题 更 
多 的 讨论 , I Myers and Montgomery (2002, # 8 章 ). 


11.5 混 料 实验 


前 面 各 节 所 介绍 的 响应 曲面 设计 中 , 每 个 因子 的 水 平 都 独立 于 另外 因子 的 水 平 ， 在 混 料 实验 
中 , 因子 是 混合 物 的 分 量 或 成 分 , 因此 , 它们 的 水 平 不 再 是 独立 的 . 例如 , MUR zl, m2, zp Ж 
示 一 混 料 实验 的 p 个 分 量 的 比例 , 则 


0<::<і1, і-1,2,--,р 


10) 


0.0077 0.50 — L00 


а + аа +554 ар 二 1( 即 10090) 
Е 11.32 ў p = 2 р = 3 个 分 量 的 情形 说 明了 这 些 约束 . 对 两 个 分 量 来 说 , 设计 的 因子 空间 
包括 两 个 分 量 在 直线 段 ri + za = 1 上 的 所 有 值 , 每 个 分 量 界 于 0 与 1 之 间 . 有 3 个 分 量 时 ， 
混 料 空间 是 一 个 三 角形 , 其 顶点 对 应 于 纯 混合 物 ( 仅 由 单一 成 分 组 成 )， 
当 混 料 实验 有 3 个 分 量 时 ,为 方便 起 见 ， 可 以 将 约束 的 实验 区 域 用 三 线 坐 标 纸 来 表示 , 如 图 
11.33 表示 的 那样 . 图 11.33 的 3 条 边 中 的 每 一 条 边 表示 3 种 成 分 中 缺少 一 种 成 分 (此 成 分 的 
名 称 标 在 此 边 对 应 的 顶点 处 ) 的 混合 物 . 每 一 方向 上 的 9 条 栅 格 线 标记 出 分 量 的 10% 的 增 量 . 
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aybzy-l E: шад] 
(а) p=2 个 变量 (b) p=3 个 变量 
图 11.32 ” 泥 料 设计 的 约束 因子 空间 图 11.33 “三线 坐标 系 


单纯 形 设计 用 来 研究 混 料 分 量 在 响应 变量 上 的 效应 . р 个 分 量 的 {p, т) 单纯 形 格 点 设计 由 
下 述 坐 标 值 定 义 的 点 所 组 成 : 每 个 分 量 的 百分率 取 0 到 1 之 间 的 m. + 1 个 等 距离 的 值 : 
2 


1 
mm mesh dele, (11.23) 


然后 使 用 (11.23) 式 中 比值 的 所 有 可 能 组 合 (混合 ). 作为 一 个 例子 , 设 p = 35 m = 2. M 
220531, 1= 1,2,3 
而 单纯 形 格 点 由 下 述 6 个 试验 所 组 成 : 


(2529) = (1,0,0), 0,1,0), 0,0,1), (5,50). (2.2). (0.2.2) 
此 设计 如 图 11.34 8125, 3 个 顶点 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 是 纯 混合 物 , 而 (3, 2,0) (1,0,1), 
(0, 4, 1) 是 二 元 混合 物 或 两 种 成 分 的 混合 物 , 位 于 三 角形 З 条 边 的 中 点 上 . 图 11.34 还 显示 出 {3， 
3), (4, 2), (4,3) 单纯 形 格 点 设计 . 一 般 说 来 , {p, m). 单纯 形 格 点 设计 的 点 数 是 


N= (p-- m — 1)! 
тр 1)! 
EST EX 
L 
тарғын “ее 
үзе. А 
e" g ua 
d—o—À—ÀX 2 1 
xS х0 хі x үзі 


0.2 格 点 [Ere аза 
Æ 11.34 р-3ЯІр-а4 ЕМЕН ОНЫН 
另 一 种 单纯 形 格 点 设计 是 单纯 形 重心 设计 . 在 一 个 р 分 量 单纯 形 重 ， dii 有 2? 一 1 个 
点 , 对 应 于 (1,0,… ,0) 的 p 个 排列 , (5, 4,0) 的 (3) 个 排列 , (3,2, 3, ,0) 的 (2) 个 排 
列 ,…， 以 及 总 重心 (3,1, 2). 图 11.35 显示 了 某 些 单纯 形 重 心 设计 . 
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xi 
(b) 


图 11.35 4 (a) p=3 28 (b) p = 4 个 分 量 的 单纯 形 重心 设计 


对 上 面 所 描述 的 单纯 形 设计 的 一 种 批评 是 ， 大 多 数 试验 点 都 是 在 区 域 的 边界 上 出 现 , 因此 只 
包含 有 p 个 成 分 中 的 p 一 1 个. 通常 希望 在 单纯 形 格 点 设计 或 单纯 形 重心 设计 的 区 域内 部 加 上 一 
些 附加 点 , 以 使 混合 物 能 由 所 有 p 种 成 分 组 成 . 进一步 的 讨论 请 参阅 Cornell (2002) ЖІ Myers 
and Montgomery (2002). 

混 料 设计 的 模型 不 同 于 通常 在 响应 曲面 设计 中 所 用 的 多 项 式 , 因为 有 约束 Dasi .| 
使 用 的 混 料 设计 模型 的 标准 形式 有 


线性 的 : , 
Ely) = Ў frs (11.24) 
E 
二 次 的 : 
А А 
E(y) = 5 ва + У > батат (11.25) 
6 е 
完全 三 次 式 ， 


EG) = Ў aie Y Y Bone t E Y unc сауа EE вузи (11.26) 


UE 
特殊 三 次 式 : 
Е(у)- Ў В + У x Вз + 3; ; У Baca. (11.27) 
а Ez Dr. 


这 些 模型 的 各 项 都 有 相对 简单 的 解释 ， 从 (11.24) 式 到 (11.27) R, 参数 0, 表示 纯 混 合 物 
2 =1 和 zi=0 当 5 关 i 时 的 期 望 响 应 , Жаз 部 分 称 为 线性 混合 物 部 分 . 当 分 量 对 之 间 的 
非 线性 混合 物 引起 弯曲 时 , 参数 6;; 或 者 表示 协同 性 的 混合 或 者 表示 对 立 性 的 混合 在 混 料 模型 
中 经 常 需要 更 高 阶 的 项 , 因为 (1) 所 研究 的 现象 可 能 很 复杂 , (2) 实验 的 区 域 经 常 是 整个 可 操作 
的 区 域 , 因而 是 较 大 的 区 域 , 需要 有 一 个 更 精致 的 模型 . 

例 11.3 有 3 个 分 量 的 混 料 设计 

Cornell (2002) 描述 了 一 个 混 料 实验 ， 其 中 混合 了 3 种 成 分 — — RZA (zi) REZA (аз) КЖ 
丙烯 (zs) 一 一 并 将 其 制 成 纤维 , 用 以 纺 成 织 布 用 的 纱 . 感 兴趣 的 响应 变量 是 在 数 千 克 的 力作 用 下 纱 的 伸 长 
值 用 一 个 {3, 2} 单纯 形 格 点 设计 来 研究 产品 ， 设 计 和 观测 得 到 的 响应 如 表 11.13 所 示 . 注意 , 所 有 的 格 点 
或 者 是 纯 混合 物 ,或 者 是 二 元 混合 物 ， 也 就 是 说 , 产品 的 任 一 配方 仅 用 了 3 种 成 分 中 的 最 多 两 种 进行 重复 
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JUN, 每 种 纯 混合 物 进行 两 次 重复 , 每 种 二 元 混合 物 进行 3 次 重复 . 误差 的 标准 差 可 以 用 这 些 重复 观测 来 估 
ùt, 5 = 0.85. Cornell 用 二 阶 混合 多 项 式 来 拟 合 这 些 数据 ,得 到 
9 = 11.771 十 9.4z2 + 16.4r3 十 19.07172 + 11.47173 — 9.61223 
这 能 够 说 明 此 模型 是 响应 的 合适 表示 式 . 因为 Âs > i» до, 结论 是 , 成 分 3 (Жа) 生产 的 纱 有 最 高 的 
伸 长 值 , 而 且 , 因为 із 和 房 s 是 正 的 , 成 分 1 和 2 或 成 分 1 和 3 的 混合 物产 生 较 高 的 伸 长 值 ， 比 纯 混 合 
物 的 平均 伸 长 值 要 高 ， 这 是 一 个 “协同 性 ”混合 效应 的 例子 ， 因 为 оз 是 负 的 , 所 以 成 分 2 和 З 有 对 立 性 
的 混合 效应 
表 11.13” 纱 伸张 度 问题 的 {3， 2) 单纯 形 格 点 设计 


成 分 比例 平均 伸 长 值 
设计 点 i "a Е XUNMBU Mb 2 
1 1 0 0 11.0, 12.4 17 
2 i i 0 15.0, 14.8, 16.1 15.3 
3 0 1 0 8.8, 10.0 94 
4 0 i i 10.0, 9.7, 11.8 10.5 
5 0 0 1 16.8, 16.0 16.4 
6 i 0 i 17.7, 16.4, 16.6 16.9 


图 11.36 画 出 了 伸 长 值 的 等 高 线 图 , 这 有 助 于 解释 这 些 结果 , 审视 一 下 这 张 图 , 如 果 希 望 伸 长 值 达到 最 
A, 则 应 选择 成 分 1 和 3 的 混合 物 , 而 且 由 约 80% 的 成 分 З 和 20% 的 成 分 1 所 构成 

前 面 已 注意 到 单纯 形 格 点 设计 和 单纯 形 重 心 设计 都 是 边界 点 设计 . 如 果实 验 者 想 要 作出 完 
全 混 料 性 质 的 预测 , 则 在 单纯 形 内 部 做 更 多 的 试验 是 很 理想 的 . 我 们 推荐 在 普通 单纯 形 设计 中 增 
加 轴 试 验 和 总 重心 处 的 试验 (如 果 总 重心 还 不 是 设计 点 ). 

ЭЖ i 的 轴 是 从 基点 zi = 0,2, = 1/( p - 1)00—8I j y: i) 出 发 ,到 对 顶点 2-1, 
mj = 0 (对 一 切 j 7 i) 的 一 条 直线 或 射线 . 基点 总 是 位 于 单纯 形 的 顶点 zi = 1,2; = 0( 对 一 切 
j 7 i) 的 对 面 的 p — 2 维 边缘 的 重心 处 . [这 个 边缘 有 时 也 称 为 ( p — 2 ) 维 平面 ] 分 量 轴 的 长 
度 是 一 个 单位 . 轴 点 放 在 分 量 轴 上 距离 重心 A 处 . A 的 最 大 值 是 ( p — 1 )/p. 建议 将 轴 试验 点 
放置 在 单纯 形 的 重心 与 每 个 项 点 的 中 间 , 所 以 A = (p 1 )/2 p. 有 时 称 这 些 点 为 轴 检 测 混合 ， 
因为 , 在 实践 中 通常 在 拟 合 预备 泥 料 模型 并 用 这 些 轴 点 处 的 响应 来 检测 预备 模型 的 合适 性 之 后 ， 
就 将 这 些 点 排除 ， 


xd ху 


图 11.36 0111.3 二 阶 温 料 模型 所 估计 的 纱 的 伸 长 值 的 等 高 线 图 
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图 11.37 显示 了 增加 了 轴 点 的 {3, 2} 单纯 形 格 点 设计 . 这 个 设计 有 10 个 点 , 其 中 有 4 个 
点 在 单纯 形 内 部 . (3, 3} 单纯 形 格 点 设计 可 支持 拟 合 完全 三 次 模型 , 但 扩大 的 单纯 形 格 点 设计 
并 不 如 此 ; 然而 扩大 的 单纯 形 格 点 可 以 让 实验 者 拟 合 特殊 三 次 模型 , 或 者 在 二 次 模型 中 添加 诸如 
Bizaazlzaz3 的 特别 的 4 次 项 . 从 探测 和 建立 完全 三 次 模型 中 不 能 计算 的 三 角形 内 部 的 弯曲 性 
的 意义 来 说 , 扩大 的 单纯 形 格 点 设计 对 于 研究 完全 混 料 的 响应 有 良好 的 表现 . 扩大 的 单纯 形 格 点 
设计 在 检测 拟 合 不 足 时 比 {3, 3} 格 点 设计 更 强 . 这 类 设计 在 下 列 情况 下 特别 有 用 , 即 , 实验 者 不 
能 确定 什么 样 的 模型 更 合适 , 需要 序 贯 地 建立 模型 , 也 就 是 要 从 简单 的 多 项 式 模型 (或 许 是 一 阶 
模型 ) 开始 , 检验 模型 的 拟 合 不 足 , 然后 用 更 高 阶 的 项 扩大 模型 , 检验 新 模型 的 拟 合 不 足 , 等 等 . 


ESI 


x xui xl 
图 11.37 一 个 扩大 的 单纯 形 格 点 设计 
在 某 些 泥 料 问题 中 , 会 出 现 对 各 个 分 量 的 约束 . 形 如 
lh&z&l і-1,2,,р 
的 下 界 约束 十 分 普遍 , 在 只 有 下 界 约束 时 , 可 行 设计 区 域 仍然 是 单纯 形 , 但 它 内 接 于 原单 纯 形 区 
域内 , 这 种 情况 可 以 通过 引用 定义 为 


(11.28) 


的 伪 分 量 (pseudocomponent) 来 简化 , 其 中 Y^ 1, <1. 现 有 
A 
Titi) Бр 1 
所 以 , 当下 界 是 实验 情况 的 一 部 分 时 ， 可 通过 引进 伪 分 量 来 使 用 单纯 形 设计 . 利用 (11.28) 式 的 


逆 变 换 式 , 就 可 以 将 伪 分 量 的 单纯 形 设计 的 特定 配方 变换 为 原来 分 量 的 配方 . 也 就 是 说 , 如 果 zi 
是 一 次 试验 中 第 i 个 伪 分 量 的 设计 值 , 则 第 i 个 原来 的 混合 分 量 是 


р 
5+0) Ед (11.29) 
ж 


如 果 一 个 分 量 同时 有 上 界 约束 也 有 下 界 约束 , 则 可 行 区 域 不 再 是 单纯 形 , 而 是 一 个 不 规则 多 
边 形 , 因为 实验 区 域 不 再 是 标准 的 形状 , 所 以 计算 机 生成 设计 对 这 类 混 料 问题 很 有 用 . 
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例 11.4 涂料 配方 
实验 者 想 优化 汽车 透明 面 漆 的 配方 . 面 漆 是 合成 产品 , 且 有 特殊 的 性 能 要 求 , 特别 地 , 顾客 需要 Knoop 
硬度 超过 25、 固 体 物质 比例 低 于 30% 的 面 漆 . 透明 面 漆 由 3 种 成 分 混合 组 成 , 它们 是 单 体 (z1)、 交 联 剂 
(22) 和 树脂 (аз). 对 成 分 比例 有 如 下 约束 : 
ті +22 + z3 = 100 
5<r «25 
25 < z2 «40 
50 < z3 « 70 
约束 的 实验 区 域 如 图 11.38 所 示 ， 因 为 这 个 区 域 并 不 是 单纯 形 ， 我 们 用 最 优 设计 来 求解 这 个 问题 , 
假定 两 个 响应 都 用 二 次 混 料 模型 来 建 模 ， 我 们 可 以 用 Design-Expert 得 到 如 图 11.38 所 示 的 D 最 优 设计 . 
假定 除了 附加 6 个 二 次 混 料 模型 所 需 的 试验 外 ， 另 做 4 个 不 同 的 试验 以 检测 拟 合 不 足 ， 这 些 试验 中 有 4 个 
试验 要 做 重复 试验 以 提供 纯 误差 的 估计 ，Design-Expert 用 顶点 、 棱 的 中 点 、 区 域 重心 以 及 检测 试验 点 (位 
于 重心 与 顶点 中 间 ) 作为 候选 点 . 


2 
单 体 
2500 


2 
45 5.00 70 
交 联 剂 "m 


图 11.38 例 11.4 ARET LET AI ЗО СЕ (以 实际 分 量 的 尺度 显示 )} 


含有 14 个 试验 的 设计 ,以 及 硬度 和 固体 物质 响应 都 列 在 表 11.14 P. 对 两 个 响应 拟 合 的 二 次 模型 的 
结果 小 结 在 表 11.15 和 表 11.16 中 . 注意 到 , 对 于 硬度 与 国体 物质 响应 ， 二 次 模型 都 拟 合 得 很 好 ,两 个 响应 
(关于 伪 分 量 ) 的 拟 合 方程 也 都 列 在 表 中 .图 11.39 和 图 11.40 显示 了 响应 的 等 高 线 图 


表 11.14” 例 11.4 RRAN D 最 优 设计 


标准 试验 单 体 交 联 剂 树脂 硬度 固体 物质 

mu ms ті та тз yi ya 
1 2 17.50 32.50 50.00 29 9.539 
2 1 10.00 40.00 50.00 26 27.33 
3 4 15.00 25.00 60.00 17 29.21 
4 13 25.00 25.00 50.00 28 30.46 
5 7 5.00 25.00 70.00 35 74.98 
6 3 5.00 32.50 62.50 31 31.5 
7 6 11.25 32.50 56.25 21 15.59 
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(%) 
标准 试验 单 体 ET 树脂 硬度 固体 物质 
ms 序号 ті т? E ЕД y2 

8 11 5.00 40.00 55.00 20 19.2 
9 10 18.13 28.75 53.13 29 23.44 
10 14 8.13 28.75 63.13 25 32.49 
п 12 25.00 25.00 50.00 19 23.01 
12 9 15.00 25.00 60.00 14 41.46 
13 5 10.00 40.00 50.00 30 32.98 
14 8 5.00 25.00 70.00 23 70.95 
表 11.15 ”关于 硬度 响应 的 模型 拟 合 
Response: hardness 
ANDVA for Mixture Quadratic Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 
Sum of Mean F 
Source Squares | DF Square Value | Prob»F 
Model 279.73 5 55.95 2.37 0.1329 
Linear Mizture 29.13 2 14.56 0.62 0.5630 
АВ 72.61 1 72.61 3.08 0.1174 
AC 179.67 1 179.67 7.62 0.0247 
BC 8.26 1 8.26 0.35 0.5703 
Residual 188.63 8 23.58 
Lack of Fit 63.63 4 15.91 0.51 0.7954 
Pure Error 125.00 4 31.25 
Cor Total 468.36 13 
Std.Dev. 4.86 R-Squared 0.5973 
Mean 24.79 Adj R-Squared 0.3455 
c.v. 19.59 Pred R-Squared -0.3635 
PRESS 638.60 Adeq Precision 4.975 
Coefficient Standard 95% Cl 95% Cl 
Component Estimate ОҒ Error Low High 
А-Мопопег 23.81 1 3.36 16.07 31.55 
B-Crosslinker 16.40 1 7.68 .32 34.12 
C-Resin 29.45 1 3.36 21.71 37.19 
ав 44.42 1 25.31 -13.95 102.80 
AC -44.01 1 15.94 -80.78 -7.25 
BC 13.80 1 23.32 -39.97 67.57 
Final Equation in Terms of Pseudo Components: 
hardness= 
%23.81%4 
*16.404B 
*29.45«C 
+44.42*A*B 
—44.01+A*C 


+13.80*B*C 
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表 11.16 ”关于 固体 物质 响应 的 模型 拟 合 


Response: solids 
ANOVA for Mixture Quadratic Model 
Analysis of variance table [Partial sum of squares] 


Sum of Mean F 
Source Squares DF Square Value Prob»F 
Model 4297.92 5 859.59 25.78 <0.0001 
Linear Misture 2931.09 2 1465.66 43.95 «0.0001 
АВ 211.20 1 211.20 6.33 0.0360 
m 285.67 1 285.67 8.57 0.0191 
BC 1036.72 1 1036.72 31.09 0.0005 
Residual 266.79 8 33.35 
Lack of Fit 139.92 4 34.98 1.10 0.4633 
Pure Error 126.86 4 31.72 
Cor Total 4564.73 13 
Std. Dev. 5.77 R-Squared 0.9416 
Mean 33.01 Adj R-Squared 0.9050 
c.v. 17.49 Pred R-Squared 0.7827 
PRESS 991.86 Adeq Precision 15.075 
Coefficient Standard 95% Сі 95% Сі 
Component Estimate ОЕ Error Low High 
A-Monomer 26.53 1 3.99 17.32 35.74 
B-Crosslinker 46.60 1 9.14 25.53 67.68 
C-Resin 73.28 1 3.99 64.02 82.43 
AB -75.76 1 30.11 -145.19 -6.34 
AC -55.50 1 18.96 -99.22 -11.77 
BC -154.61 1 27.73 -218.56 -90.67 


Final Equation in Terms of Pseudo Components : 
solids= 
+26.53*A 
+46.60*В 
*T3.23«C 
-T5.T6«A«B 
-55.50*A*#C 
-154.61*B*C 


单 体 
Н 25.00 
% 00 2 


45.00. 5.00 70.00 45.00. 5.00. 70.00 
交 联 剂 树脂 ZERRA 树脂 
图 11.39 例 11.4 中 Knoop 硬度 图 11.40 例 11.4 中 国体 物质 比例 


响应 的 等 高 线 图 响应 的 等 高 线 图 
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图 11.41 是 两 个 响应 曲面 的 重 登 等 高 线 图 ， 显 示 了 Knoop 硬度 的 25 等 高 线 和 固体 物质 30% 等 高 线 . 
产品 的 可 行 域 是 图 的 中 心 处 没有 阴影 部 分 ， 显 然 , 在 透明 面 漆 能 满足 性 能 要 求 的 条 件 下 , 单 体 、 交 联 剂 及 树 
脂 的 比例 有 相当 大 的 选择 余地 . 


单 体 
25.00 


50.00 


45.00 5.00 70,00 
交 联 剂 树脂 
图 1141 Knoop тарала алата 7 KY ETAT SR Po A TCR P 


1L6 调 优 运算 

响应 曲面 法 常 在 小 型 试验 工厂 中 使 用 , 用 以 研究 和 开发 当 应 用 到 大 规模 的 生产 过 程 中 时 ， 
因为 实验 程序 相对 比较 复杂 , 所 以 通常 只 做 一 次 (或 很 不 经 常 做 ), 但 是 , 在 小 型 试验 工厂 中 得 到 
的 最 优 条 件 不 一 定 是 大 规模 生产 时 的 最 优 条 件 ， 小 型 工厂 也 许 每 天 生产 2 磅 产品 , 而 大 规模 生产 
过 程 每 天 也 许 就 要 生产 2 000 89. 小 型 试验 工厂 的 “规模 上 升 ”至 大 规模 生产 过 程 , 通常 会 导致 
最 优 条 件 的 变化 ,甚至 当 大 规模 工厂 以 此 最 优 条 件 运行 时 , 因为 原料 的 变异 、 环 境 的 改变 、 操 作 
人 员 的 改变 等 原因 , 最 后 也 会 从 那 一 最 优 条 件 “漂移 " 开 来 

我 们 需要 有 一 种 方法 来 继续 监视 并 改善 大 规模 生产 过 程 ， 其 目标 是 将 运行 条 件 自动 转 为 最 
优 条 件 或 者 自动 调节 “漂移 "， 这 种 方法 不 应 该 对 运行 条 件 作 大 的 更 改 或 突然 更 改 , 那样 做 可 能 
会 使 生产 停顿 ，Box (1957) 提出 的 调 优 运算 (BVOP) 就 是 这 类 操作 方法 . 它 是 作为 常规 性 工 
厂 运行 方法 来 设计 的 ， 在 研究 和 开发 人 员 稍 加 帮助 下 ， 就 可 以 由 生产 人 员 来 执行 . 

EVOP 由 对 所 考虑 的 运行 变量 水 平 有 计划 地 引进 小 的 改变 所 组 成 . 通常 , 用 2* 设计 来 做 到 
这 一 点 , 取 变 量 的 小 改变 量 不 会 对 产量 、 质量 或 数量 产生 大 的 干扰 ， 而 变量 的 大 改变 量 会 使 过 程 
性 能 可 能 的 改善 最 终 被 发 现 . 对 所 感 兴趣 的 响应 变量 在 2% 设计 的 每 个 点 处 收集 数据 , 当 在 每 个 
设计 点 处 都 取得 一 个 观测 值 时 ， 就 叫做 完成 了 一 个 循环 . 然后 计算 过 程 变量 的 效应 和 交互 作用 ， 
最 后 , 经 过 几 个 循环 之 后 ， 一 个 或 多 个 过 程 变量 的 效应 或 它们 的 交互 作用 就 可 能 显示 出 对 响应 有 
显著 的 效应 , 此 时 , 就 应 该 作出 决定 ， 来 改变 基本 运行 条 件 以 改善 响应 . 当 改 进 的 条 件 被 检测 而 
通过 时 , 就 称 为 完成 了 一 个 阶段 . 

在 检测 过 程 变量 和 交互 作用 的 显著 性 时 ， 需要 实验 误差 的 估计 量 . 这 可 从 循环 数据 中 算得 . 
此 外 , 2* 设计 通常 以 当前 最 好 的 运行 条 件 为 中 心 . 将 这 一 点 上 的 响应 和 析 因 设计 部 分 的 2* 4 
点 上 的 响应 进行 比较 ， 就 可 以 检测 弯曲 性 或 平均 改变 量 (CIM); 也 就 是 说 , 如 果 过 程 实际 上 以 最 
大 值 为 中 心 ， 则 在 中 心 点 处 的 响应 应 该 显著 地 大 于 在 2* 个 周边 点 处 的 响应 . 
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从 理论 上 说 , EVOP 可 应 用 于 个 过 程 变量 . 在 实践 中 , 通常 只 考虑 两 个 或 3 个 变量 . 我 
们 对 此 方法 将 提供 一 个 有 两 个 变量 的 例子 ，Box and Draper (1969) 对 3 个 变量 的 情况 进行 了 
详尽 的 讨论 , 包括 必要 的 形式 和 工作 纸 . Myers and Montgomery (2002) 讨论 了 EVOP 的 计算 


机 实现 方法 . 


例 11.5 考虑 一 化 学 过 程 , 其 产 率 是 温度 (z1) 和 压强 (го) 的 函数 ， 当 前 的 操作 条 件 是 ті- 250 F 
和 za = 145 psi. EVOP 方法 用 22 设计 加 中 心 点 , 如 图 11.42 所 示 . 在 每 个 设计 点 上 按 数 字 顺 序 (1, 2, 3, 
4, 5) 做 完 试验 就 完成 了 一 个 循环 . 第 1 个 循环 的 产 率 如 图 11.42 BR. 


150 


140 


245 250 
(Б) 


255 


图 11.42 EVOP 的 2? 设计 


将 第 1 个 循环 所 得 的 产 率 记录 在 EVOP 计算 纸 上 , 如 表 11.17 所 示 
作 不 出 标准 差 的 估计 量 . 温度 和 压强 的 效应 和 交互 作用 按 22 设计 的 方法 计算 


在 第 1 个 循环 的 计算 纸 的 末尾 ， 


表 11.17 例 11.5 的 EVOP 计算 纸 (nm = 1) 


E] 循环 : n = 1 阶段 : 1 
2 4 响应 , 产 率 日 期 : 1/11/04 
计算 平均 值 计算 标准 差 
运行 条 件 Q (0 (3) (4) o 
(0) 前 一 循环 的 和 前 一 和 S = 
(i) 前 一 循环 的 平均 值 前 一 平均 值 S = 
(іі) 新 的 观测 值 84.5 842 84.9 845 843 新 的 S = Ж xfs n= 
(iv) Æ [ (ii) ~ Gii) ] (iv) 的 极 差 = 
(v) 新 的 和 [ (1) + (ій) | 845 842 840 845 843 新 的 和 5 - 
(vi) 新 的 平均 值 [p= (v) / n] 845 842 840 845 84.3 新 的 平均 值 S = mers 
计算 效应 计算 误差 限 


温度 效应 = 3 (9s + ба — ğa — s) = 045 
压强 效应 = } (93 + gs — ya — ба) = 0.25 


Tx P ЖЕЙ = 4(0 + Ua — 9a — s 
平均 改变 量 的 效应 = i(a + ўз + ба + Us — 471) = 0.02 


= 0.15 


对 新 的 平均 值 = 25 = 
对 新 的 效应 2-5 = 
对 平均 改变 量 1485 = 


然后 进行 第 2 个 循环 的 试验 , 并 在 另 一 张 EVOP 的 计算 纸 上 记录 产 率 的 数据 , 如 表 11.18 所 示 . 在 第 
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2 个 循环 的 计算 纸 末尾 ,可 以 估计 实验 的 误差 ,并 将 效应 的 估计 量 与 近似 的 95% (两 个 标准 差 ) 误差 限 进行 
比较 ， 极 差 是 行 (iv) 的 差 的 极 差 ， 所 以 极 差 是 +1.0 — (-1.0) = 2.0， 因 为 表 11.18 的 效应 没有 超过 它们 


的 误差 限 , 所 以 真实 的 效应 可 能 是 零 ， 从 而 不 改变 运行 条 件 . 


Ж1148 例 11.5 的 EVOP HWE (n = 2) 


循环 : n = 2 阶段 : 1 
Jy. 产 率 日 期 : 1/11/04 
计算 平均 值 计算 标准 差 
运行 条 件 () qe (3) (4) (0 
(i) 前 一 循环 的 和 845 842 849 845 843 前 -和 3= 
(ii) 前 一 循环 的 平均 值 845 842 840 845 843 前 -一平 均值 5 = 
(їйї) 新 的 观测 值 849 846 859 83.5 840 新 的 S= Xx fs,n= 0.60 
(iv) Æ [ (ii) - (iii) | -0.4 -04 -10 +10 03 (iv) 的 极 差 = 2.0 
(v) 新 的 和 | (1) + (ін) | 169.4 168.8 170.8 168.0 168.3 新 的 和 S — 0.60 
(vi) 新 的 平均 值 六 = (v) / п] 84.70 84.40 85.40 84.00 84.15 新 的 平均 值 9 = 8005 = 0,60 
计算 效应 计算 误差 限 
湿度 效应 = 3s + da — $a — о) = 0.43 对 新 的 平均 值 = 2-5 = 0.85 


压强 效应 = (3 + gs — 2 — ğa) = 0.58 
Tx P 交互 效应 = (Jo +s — a — 9s) = 0.83 
平均 改变 量 的 效应 = 1(0 +ga + ба + ds — 4) = —017 


第 3 个 循环 的 结果 如 表 11.19 BER. 现在 压强 的 效应 超过 
来 应 该 改变 运行 条 件 了 . 


对 新 的 效应 -23 = 0.85 


对 平均 改变 量 2798 = 0.76 


它 的 误差 限 , 温度 效应 等 于 误差 限 . 现在 , 看 


31119 例 11.5 的 EVOP 计算 纸 (n = 3) 


ET 循环 : n=3 阶段 : 1 
2 4 响应 : 产 率 日 期 : 1/11/04 
计算 平均 值 计算 标准 差 
运行 条 件 () (0 (3) (4) (5 
(i) 前 一 循环 的 和 169.4 168.8 170.8 168.0 168.3 前 一 和 S = 0.60 
(ii) 前 一 循环 的 平均 值 84.70 84.40 85.40 84.00 84.15 前 一 平均 值 5 = 0.60 
(ii) 新 的 观测 什 85.0 840 866 849 852 #5 2 xfs n= 0.56 
(iv) Æ | (ii) - (ін) ] -0.30 +0.40 -1.20 -0.90 -1.05 (іу) 的 极 差 = 1.60 
(v) 新 的 和 [ (i) + (ii) ] 2544 252.8 257.4 2529 253.5 新 的 和 5 - 116 
(vi) 新 的 平均 值 [w=(v)/n] 84.80 84.27 85.80 8430 84.50 — 新 的 平均 值 9 一 ENAS = 0.58 
计算 效应 计算 误差 限 


温度 效应 = 1(0з +ga — p2 — 9s) = 0.67 

压强 效应 = 19s + fs — ja — da) = 0.87 

Tx 已 交 互 效应 = } (g2 + ўз — а — ds) = 0.64 

平均 改变 量 的 效应 = $ (g2 + pa +a 4 s — 4p) = -0.07 


对 新 的 平均 值 2-8 = 0.67 
对 新 的 效应 7S = 0.67 


对 平均 改变 量 1785 = 0.60 


看 一 下 这 些 结果 , 似乎 有 理由 关于 点 (3) 开始 新 的 ЕУОР 阶段 


- 于 是 , r1= 255 下 ,za = 150 psi 就 
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成 为 22 设计 在 第 2 个 阶段 中 的 中 心 点 . 
EVOP 的 一 个 重要 方面 就 是 将 产生 的 信息 反馈 给 过 程 操作 人 员 和 管理 者 ， 这 一 点 可 通过 安放 在 醒目 位 
TER) EVOP 信息 板 来 完成 . 本 例 在 第 3 个 循环 之 后 的 信息 板 如 表 11.20 所 示 . 


Ж 11.20 EVOP 信息 板 (循环 3) 


палу: 产 率 
要 求 : 最 大 化 


84.50 85.80 
б ` 


245 250 255 
温度 


平均 值 的 误差 限 280.67 
效应 及 其 95% 误 差 限 温度 0.67 +0.67 
压强 0.87 +0.67 
ТхР 0.64 +0.67 
平均 改变 量 0.07 +0.60 
标准 差 0.58 


EVOP 计算 纸 上 大 多 数 的 量 直 接 由 分 析 22 析 因 设计 而 得 到 . 例如 , 任 一 效应 的 方差, 比如 ， 
3s + s — Ja 一 ga) 的 方差, 简化 是 o? /n, 其 中 o? 是 观测 值 (y) 的 方差 , 这 样 一 来 , 任 一 效 
应 上 的 两 个 标准 差 误差 限 (对 应 于 95%) 将 是 +20 /VA 平均 改变 量 的 方差 是 


he 20Y o? 
V(CIM) = V[z (ja + ja + ja + s — 4) = aoi +1602) = - 


于 是 , CIM 上 的 两 个 标准 差 误差 限 是 +(2/20/25)0/ yn = X1.780/ Vn. 

标准 差 o 用 极 差 法 估计 , 令 yi(n) 表示 循环 n 的 第 i 个 设计 点 处 的 观测 值 , ps (n) 表示 经 n 
个 循环 之 后 的 对 应 于 y (п) 的 平均 值 . EVOP 计算 纸 中 行 (iv) 的 量 是 差 y(n) -i(n - 1). 这 
些 差 的 方差 是 


y т) 
а-,|7%(а-)) 

差 的 极 差 ( 记 作 Ro) 与 差 的 标准 差 的 估计 量 的 关系 是 5p = Rp/da. 因子 do 依赖 于 用 来 计算 
Rp 的 观测 值 的 个 数 . 现在 Rp /ds = à /n](n — 1), 所 以 


Ур (п) - (n -1] = ob = dL 十 


LEB = (s Rp = 
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可 用 于 估计 观测 值 的 标准 差 , 其 中 k 表示 用 于 设计 的 点 数 . 对 于 有 一 个 中 心 点 的 22 设计 ,上 = 
5; 有 一 个 中 心 点 的 2? 设计 , k = 9. fen 的 值 见 表 11.21. 


51121 fun 的 值 


= 2 3 4 5 6 T 8 9 10 
0.30 0.35 0.37 0.38 0.39 0.40 0.40 0.40 0.41 
0.27 0.29 0.30 0.31 0.31 0.31 0.32 0.32 
0.23 0.26 0.28 0.29 0.30 0.30 0.30 0.31 0.31 


бол 
Eo 
ә 
Еч 


11.7 B 考题 


“11,1 一 化 学 工厂 利用 先 液化 空气 ,再 用 分 饮 法 分 解 的 方法 生产 氧气 , 氧气 的 纯度 是 主 冷凝 器 温度 和 分 饮 
塔 上 下 之 间 压 强 比 的 函数 ， 当 前 的 操作 条 件 是 温度 (6 ) = -220'C, 压强 比 (62) = 1.2. 利用 下 列 数 
据 , 求 最 速 上 升 路 径 . 


温度 (1) —225 . -225 —2?15 -215  —220 -220 -220 —220 | 
压强 比 (£2) — 11 18 14 13 12 12 12 12 
纯度 828 835 847 4850 841 845 839 вз 


1,2 一 位 工业 工程 师 开 发 双 项 存货 系统 的 计算 机 模拟 模型 ， 决策 变量 是 每 -项 目的 订货 量 和 再 订购 点 . 
需要 最 小 化 的 响应 是 总 存货 的 成 本 ,模拟 模型 用 来 产生 如 下 表 所 示 的 数据 , 识别 出 实验 的 设计 , 求 最 


WERE. 
项 目 1 项 目 2 
"mh = T. 总 成 本 
订货 量 (6) 再 订购 点 (€2) 订货 量 (£3) 再 订购 点 (£4) 
100 25 250 40 625 
140 45 250 40 670 
140 25 300 40 663 
140 25 250 80 654 
100 45 300 40 648 
100 45 250 80 634 
100 25 300 80 692 
140 45 300 80 686 
120 35 275 60 680 
120 35 275 60 674 
120 35 275 60 681 
11.3 证 明 下 列 设计 是 一 单纯 形 设计 . 拟 合 一 阶 模型 并 求 最 速 上 升 路 径 . 

ті та E y 
0 у2 -1 18.5 
-v3 0 1 19.8 
0 -у2 -1 17.4 
v2 0 1 22.5 


114 求 一 阶 模型 
9 = 60 + 1.521 — 0.82 + 2.023 


的 最 速 上 升 路 径 ， 变 量规 范 为 -1 < zi < 1. 
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1.5 3 个 因子 的 实验 区 域 是 时 间 (40 < Ті < 80 шіп). 温度 (200 < 7; < 300C) 和 压强 (20 < P < 

50 psig). 规范 变量 的 一 阶 模型 已 很 好 地 拟 合 了 29 设计 的 产 率 数据 . 所 得 模型 是 
9 = 30 十 5zl 十 2.5z2 + 3.523 
点 Ті- 85, T2= 325, P = 60 是 否 在 最 速 上 升 路 径 上 ? 
11.6 两 个 因子 的 实验 区 域 是 温度 (100 <T < 300 "F) 和 催化 剂 进 料 速率 (10 < C < 30 Ib/in). 通常 的 
土 1 规范 变量 的 一 阶 模型 已 很 好 地 拟 合 了 分 子 量 响 应 , 得 到 如 下 模型 ， 
9 = 2 000+125z1 十 40z2 
(а) 求 最 速 上 升 路 径 . 
(b) 希望 移动 到 分 子 量 在 2 500 以 上 的 区 域 . 利用 已 从 此 实验 区 域内 得 到 的 信息 , 沿 最 速 上 升 路 径 移 
至 所 希望 的 区 域 大 约 需要 多 少 步 ? 

11.7 通常 在 计算 最 速 上 升 路 径 时 假定 模型 是 真正 的 一 阶 模型 ， 即 模型 中 不 含 交互 作用 .然而 , 即使 在 有 交 
互 作 用 时 , 不 考虑 交互 作用 的 最 速 上 升 路 径 通常 仍然 可 以 得 到 好 的 结果 . 为 了 说 明 这 个 结论 , 假设 用 
规范 变量 (1 < zi < 1) 得 到 如 下 拟 合 模型 : 

=20+5r1 — 8x2 + 32122 
(а) 画 出 忽略 交互 作用 时 的 最 速 上 升 路 径 
(b) 画 出 模型 中 有 交互 作用 时 的 最 速 上 升 路 径 ， 将 此 结果 与 (a) 中 求 得 的 路 径 进行 比较 . 
*1L8 下 表 所 示 的 数据 是 在 优化 作为 3 个 变量 =1, тә, rs 的 函数 的 晶体 生长 的 实验 中 所 收集 得 的 . 希望 y 


的 值 (以 克 为 单位 的 产量 ) 大 一 些 , 拟 合 一 个 二 阶 模型 并 分 析 拟 合 曲面 ,在 什么 条 件 下 能 实现 最 优 的 
晶体 生长 ? 


11.9 下 列 数 据 是 一 位 化 学 工程 师 所 收集 得 的 ， 响 应 y 是 潜 透 时 间 , тү ЖӨНДЕ, тә 是 压强 . 拟 合 一 个 二 阶 


模型 . 

ті та y zi 22 У 
“g =f 54 0 1.414 51 
-1 1 45 0 0 41 
1 E 32 0 0 39 
r 1 47 0 0 44 
—1414 0 50 0 0 42 
1.414 0 53 0 0 40 

0 —1414 47 


(a) 如 果 目 标 是 最 小 化 渗透 时 间 , 你 会 推荐 什么 运行 条 件 ? 
(b) 如 果 目 标 是 使 过 程 在 平均 渗透 时 间 非 常 接近 46 处 运行 , 你 会 推荐 什么 运行 条 件 ? 
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1L10 为 拟 合 一 个 二 阶 模型 , 用 正六 边 形 设计 进行 实验 , 收集 得 下 列 数据 : 


zi 22 V zi z2 y 
0 
0 
0 
0 
0 


1 0 68 
0.5 v0.75 74 
-0.5 v0.75 65 
-і 0 60 
一 0.5 -v0.75 63 
0.5 -У075 70 


оооо о 
E 
s 


(a) 拟 合 此 二 阶 模型 ， 
(b) 进行 正则 分 析 . 曲面 属于 哪 种 类 型 ? 
(c) 在 稳定 点 处 , 运行 条 件 ті 和 z2 取 什么 值 ? 
(4) 如 果 目 标 是 使 获得 的 响应 尽 可 能 表 近 65, 你 会 在 什么 条 件 下 运行 此 过 程 ? 
11.11 实验 者 已 进行 了 一 个 Box-Behnken 设计 的 实验 , 结果 如 下 ， 其 中 响应 变量 是 聚合 物 的 黏度 , 


水 平 温度 搅拌 速率 压强 ті 22 тз 
т 200 10.0 25 十 1 十 1 十 1 
中 175 7.5 20 0 0 0 
低 150 5.0 15 1 1 -1 


(a) 拟 合 此 二 阶 模型 . 
(b) 进行 正则 分 析 . 曲面 属于 哪 种 类 型 ? 
(c) 在 稳定 点 处 , 运行 条 件 zl, га, zs 取 什么 值 ? 
(9) 如 果 获 得 尽 可 能 靠近 600 的 黏度 很 重要 , 你 会 推荐 什么 操作 条 件 ? 
11.12 考虑 下 表 所 示 的 三 变量 中 心 复合 设计 ,假定 希望 最 大 化 转化 率 (1), 且 使 活性 (уг) 在 55 至 60 之 
Ін, 分 析 数 据 并 得 出 结论 . 


试验 时 间 (分 钟 ) 温度 (С) 催化 剂 (96) MAU, 活性 ya 


1 -1.000 -1.000 -1.000 74.00 53.20 
2 1.000 -1.000 —1.000 51.00 62.90 
3 —1.000 1.000 -1.000 88.00 53.40 
4 1.000 1.000 —1.000 70.00 62.60 
5 -1.000 -1.000 1.000 71.00 57.30 
6 1.000 -1.000 1.000 90.00 67.90 
Т -1.000 1.000 1.000 66.00 59.80 
8 1.000 1.000 1.000 97.00 67.80 
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11.13 


11.14 


*11.15 
11.16 


11.17 


11.18 


(&) 

试验 时 间 (分 钟 ) 温度 (С) 催化 剂 (96) 转化 率 y1 活性 yo 
9 0.000 0.000 0.000 81.00 59.20 
10 0.000 0.000 0.000 75.00 60.40 
11 0.000 0.000 0.000 76.00 59.10 
12. 0.000 0.000 0.000 83.00 60.60 
13 —1.682 0.000 0.000 76.00 59.10 
14 1.682 0.000 0.000 79.00 65.90 
15 0.000 —1.682 0.000 85.00 60.00 
16 0.000 1.682 0.000 97.00 60.70 
17 0.000 0.000 —1.682 55.00 57.40 
18 0.000 0.000 1.682 81.00 63.20 
19 0.000 0.000 0.000 80.00 60.80 
20 0.000 0.000 0.000 91.00 58.90 


ИИ ТА АИГ ОД ИА 00 74r. (y1) 和 以 美元 为 单位 的 刀具 成 本 (y2) 研究 了 两 个 
经 验方 程 . 两 个 模型 都 是 钢材 硬度 (сі) 和 制造 时 间 (го) 的 线性 函数 ， 两 个 方程 是 


=10+5zl+2r2，  ý2 = 23 + 321 + 402 


两 个 方程 都 在 范围 -1.5 < zi < L5 内 有 效 ， 单 件 刀具 成 本 必须 低 于 27.5 美元 , 寿命 必须 超过 12 
小 时 ,以 使 产品 具有 竞争 性 ,对 此 过 程 存在 一 组 行 得 通 的 操作 条 件 吗 ? 你 建议 此 过 程 怎样 实行 ? 
进行 一 项 化 学 汽 相 淀 积 过 程 的 中 心 复合 设计 的 实验 , 所 得 实验 数据 如 下 表 所 示 ， 对 设计 的 每 个 试验 
点 , 同时 进行 4 个 实验 单元 , 响应 是 4 个 实验 单元 中 厚度 的 均值 与 方差 


m -1 360.6 6.689 0 1.414 497.6 7.649 
l 1 445.2 14.230 0 -1.414 397.6 11.740 
al 1 4121 7.088 0 0 530.6 7.836 
1 1 601.7 8.586 0 0 495.4 9.306 
1.414 0 518.0 13.130 0 0 510.2 7.956 
-1.414 0 411.4 6.644 0 0 487.3 9.127 


(в) 对 均值 响应 拟 合 一 个 模型 ,并 进行 残 差分 析 . 
(b) 对 方差 响应 拟 合 一 个 模型 ， 并 进行 残 差分 析 . 

(c) 对 in(s2) 拟 合 一 个 模型 , 这 个 模型 比 你 在 (b) 中 得 到 的 模型 好 吗 ? 

(d) 假设 希望 平均 厚度 在 区 间 450 + 25 内 . 找 出 可 以 达到 此 目标 且 最 小 化 方差 的 运行 条 件 . 

(е) 讨论 在 (d) 中 的 方差 最 小 化 问题 . 你 已 经 最 小 化 总 的 过 程 方差 了 吗 ? 

证 明正 交 一 阶 设计 也 是 一 阶 可 旋转 设计 . 

证 明 2^ 设计 添加 上 nc 个 中 心 点 不 影响 Bi ( i = 1,2, o, Б) 的 估计 量 , 但 截 距 Do 的 估计 量 是 
所 有 2* + nc 个 观测 值 的 平均 值 ， 

可 施 转 的 中 心 复合 设计 . 如 果 在 a 或 5 (或 两 者 ) 是 奇数 时 ЕЛЕНЕ È ER -E EM 


则 可 证 明 二 阶 设计 是 可 旋转 的 证 明 , 对 中 心 复合 设计 ， 这 些 条 件 能 推导 出 аш (ъв), E np 
是 析 因 部 分 的 点 数 . 
证 明 下 面 的 中 心 复合 设计 区 组 是 正 交 的 . 


3906 X113 响应 曲面 法 与 设计 


区 组 1 区 组 2 区 组 3 
E21 T2 аз ті T2 T3 ті 22 23 
0 0 0 0 0 0 -1.633 0 0 
0 0 0 0 0 0 1.633 0 0 
1 1 1 1 1 1 0 -1.633 0 
1 EI -1 1 -1 1 9 1.633 0 
-1 а 1 1 1 1 0 0 -1.633 
-1 1 -1 -1 ud 1 0 0 1.633 
0 0 0 
0 0 0 


1119 中 心 复合 设计 的 区 组 化 ， 考 虑 К = 4 个 变量 分 为 两 个 区 组 的 中 心 复合 设计 . 总 可 以 求 得 正 交 区 组 的 
可 旋转 的 设计 吗 ? 

11.20 怎样 将 正六 边 形 设计 分 为 两 个 正 交 区 组 进行 试验 ? 

1.21 一 个 化 工 过 程 的 前 4 个 循环 的 产 率 如 下 表 所 示 . 变量 是 : 浓度 百分率 (zi)， 其 水 平 为 30、31 和 32; 
温度 (гә), 其 水 平 为 140、142 和 144 'F. 用 EOVP 法 分 析 . 


CC 


条 W 

^s а) 0) а) а) (5) 

1 60.7 59.8 60.2 64.2 57.5 

2 59.1 62.8 62.5 64.6 58.3 

3 56.6 59.1 59.0 62.3 61.1 
4 


60.5 59.8 64.5 61.0 60.1 

一 -一 5 5 во 6, 
11.22 设 用 阶 为 d, 的 模型 (如 Y = Ху, + e) 来 通 近 一 响应 曲面 , 真实 曲面 由 阶 数 为 d。 > di 的 模型 

描述 , 也 就 是 , E(Y) = Х.в, + X282. 

(а) 证 明 回归 系数 是 有 偏 的 , 具体 说 , E(B,) = 8, + А6, 其 中 A = (XIX1)-1X1X2, 通常 称 

A 为 别名 矩阵 . 

(b) 如 果 由 = 1, do = 2, 并 用 完全 24 设计 来 拟 合 模型 , 用 (а) 中 的 结果 来 确定 别名 结构 . 

(c) 如 果 由 = 1, da = 2, k = 3, 用 23-1 设计 拟 合 模型 , 求 别名 结构 . 

(d) ШЖ di = 1, da = 2, k = 3, 并 用 甩 考 题 11.3 中 的 单纯 形 设计 拟 合 模型 ， 确 定 别名 结构 并 与 

(c) 中 的 结果 进行 比较 . 

“11.23 设 需 要 设计 一 个 实验 在 指定 区 域 上 拟 合 一 个 二 次 模型 , 该 区 域 为 -1 < zi <+ i= 1,2, 且 满 足 约 
东 zl ла <1. 如 果 破 坏 约束 ,过 程 将 不 能 正常 工作 , 可 以 进行 至 多 不 超过 n = 12 次 试验 ， 试 建 
立 下 列 设 计 ， 

(a) 中 心 点 在 zl = z2 = 0 ff) "Wit" ССР. 
(b) 中 心 点 在 zl = 22 = -0.25 的 “内 接 * 32 析 因 设计 . 
(c) D 最 优 设计 . 
(9) 除了 重复 点 都 在 中 心 点 外 ,其余 均 与 (c) 相同 的 改进 的 D 最 优 设计 . 
(е) 计算 上 述 每 个 设计 的 (OX XC) 71 | 准则 . 
(f) 计算 上 述 每 个 设计 相对 于 (o) 中 D 最 优 设计 的 效率 . 
(в) 你 更 愿意 用 哪个 设计 ? 为 什么 ? 
*11.24 考虑 用 23 设计 来 拟 合 一 个 一 阶 模型 . 
(а) 计算 此 设计 的 D 准则 |(X'X)-1|. 
(b) 计算 此 设计 的 A 准则 tr(X'X)-1. 


пл Ж 考题 397 


(с) 求 此 设计 最 大 的 尺度 化 预测 方差 . 它 是 G 最 优 的 吗 ? 

11.25 对 一 个 含 二 因子 交互 作用 的 一 阶 模型 重 做 思考 题 11.24. 

11.26 一 化 学 工程 师 希望 对 一 新 的 生产 过 程 拟 合 一 条 校准 曲线 , 用 于 测量 他 所 在 工厂 加 工 的 产品 中 的 一 种 
特殊 成 分 的 浓度 . 可 以 抽取 已 知 浓度 的 12 个 样品 . 工程 师 想 建立 一 个 用 于 所 测 浓度 的 模型 . 他 猜想 ， 
对 于 所 测 浓度 作为 已 知 浓度 函数 的 模型 ， 线 性 的 校准 曲线 (RU y = Bo + Biz + e, 其 中 > 是 实际 
浓度 ) 是 合适 的 , 考虑 下 面 4 个 实验 设计 . 设计 1 由 6 个 在 已 知 浓度 1 和 6 个 在 已 知 浓度 10 处 的 
试验 组 成 , 设计 2 由 在 已 知 浓度 1. 5.5 和 10 处 各 4 个 试验 组 成 , 设计 3 由 在 已 知 浓度 1、4、7 和 
10 处 各 3 个 试验 组 成 , 设计 4 由 在 已 知 浓度 1 和 10 处 各 3 个 试验 以 及 5.5 处 6 个 试验 组 成 . 
(a) 在 同一 张 图 中 夯 出 所 有 4 个 设计 浓度 在 1 < zx < 10 范围 内 的 尺度 化 预测 方差 . 哪个 设计 更 好 ? 
(b) 对 每 个 设计 计算 (XX) 71. 的 行列 式 . 根据 D 准则, 哪个 设计 更 好 ? 
(c) 计算 每 个 设计 相对 于 (b) 中 得 到 的 “最 佳 ”设计 的 D ЖЖ. 
(d) 对 于 每 个 设计 , 计算 在 点 集 z = 1, 1.5, 2, 2.5,,，，10 上 的 平均 预测 方差 ， 3838 V. 准则 , 哪个 

设计 更 好 ? 

(е) 计算 每 个 设计 相对 于 (d) 中 得 到 的 最 佳 设计 的 V ЖЖ. 
(f) 每 个 设计 的 G 效率 是 什么 ? 

11.27 假定 工程 师 希 望 拟 合 的 模型 是 二 次 模型 ， 重 做 思考 题 11.26. 显然 , 现在 只 能 考虑 设计 2、 设计 З 和 
设计 а. 

*11.28 一 实验 者 希望 进行 有 З 个 分 量 的 混 料 实验 ， 对 分 量 所 占 比 例 的 约 东 如 下 : 


02«z; «04, 01<ғ:<03, 04 <23<07 


(a) 用 2 准则 创建 一 个 有 п = 14 个 试验 、4 次 重复 的 用 于 拟 合 二 次 混 料 模型 的 实验 . 
(b) 画 出 实验 区 域 . 
(c) 用 D 准则 创建 一 个 拟 合 二 次 泥 料 模 型 的 实验 , EA n = 12 个 试验 且 其 中 的 3 个 试验 是 重复 
um. 
(d) 评述 你 已 得 到 的 两 个 设计 . 
711.29 Myers and Montgomery (2002) 描述 了 一 个 含 3 种 成 分 的 汽油 混合 实验 , 对 混 料 比例 没有 限制 , 使 
用 有 如 下 10 个 试验 点 的 设计 . 


设计 点 ол ”za ”za ”办 英里 /加 仓 设计 点 21 4: ”za y REME 
1 1 0 0 24.5, 25.1 6 0 р d 23.5 
2 0 1 0 24.8, 23.9 7 i H i 24.8, 24.1 
3 0 0 1 22.7, 23.6 8 3 4 d 242 
4 4 4 o 25.1 9 à 3 d 23.9 
5 à 0 i 243 10 à d 34 23.7 


(a) 实验 者 用 的 是 哪 一 类 设计 ? 
(b) 对 上 表 数 据 拟 合 一 个 二 次 混 料 模型 ， 这 个 模型 合适 吗 ? 
(c) 画 出 响应 曲面 的 等 高 线 图 为 了 最 大 化 每 加 仑 英里 数 ， 你 推荐 用 哪 种 温 料 配方 ? 
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12.1 引 Е 


稳健 参数 设计 (Robust Parameter Design, КРЮ) 是 一 种 产品 实现 活动 的 方法 , 它 在 过 程 
或 产品 中 强调 选择 可 控 因 子 (或 参数 ) 的 水 平 以 完成 如 下 两 个 目标 ; (1) 保证 输出 的 响应 均值 是 
所 期 望 的 水 平 或 目标 , (2) 保证 围绕 目标 值 的 变异 性 尽 可 能 小 . 当 对 一 个 过 程 进行 RPD 研究 时 ， 
通常 称 为 过 程 稳健 性 研究 . 20 世纪 80 年 代 由 日 本 工程 师 田口 玄 一 发 展 的 一 般 RPD 问题 引入 
到 了 美国 (参阅 Taguchi and Wu, 1980, 及 Taguchi, 1987). 田口 提出 了 一 种 方法 , 他 用 设计 过 
的 实验 和 某 些 分 析 实验 结果 数据 的 新 方法 来 解决 RPD 问题 . 其 基本 原理 和 技术 方法 在 工程 师 
和 统计 学 家 中 引起 了 广泛 关注 , 在 20 世纪 80 年 代 ， 他 的 那 套 方法 被 用 于 许多 大 企业 , 其 中 包括 
AT&T 贝尔 实验 室 、 福 特 汽车 公司 和 施乐 . 这 些 技术 在 统计 和 工程 领域 引发 了 广泛 的 争论 . 引 
起 争议 的 并 不 是 基本 的 RPD 问题 (虽然 它 本 身 其 实 是 极为 重要 的 问题 ), 而 是 田口 所 倡导 的 实 
验 过 程 和 数据 分 析 方法 . 大 量 的 分 析 表明 , 田口 的 技术 方法 通常 效率 很 低 , 在 许多 情况 下 甚至 无 
К. 因此 , 随后 出 现 了 解决 RPD 问题 的 新 方法 的 大 量 研究 与 发 展 . 从 这 些 成 果 中 可 以 看 到 , 响 
应 曲面 方法 (RSM) 显示 出 它 作为 解决 RPD 问题 的 一 种 方法 , 允许 我 们 使 用 田 口 的 稳健 设计 的 
概念 , 但 RSM 提供 了 更 好 的 和 更 有 效 的 方法 进行 设计 和 分 析 . 

本 章 考虑 解决 RPD 问题 的 RSM 方法 . 有 关 原 来 田口 的 方法 的 更 多 信息 , 包括 指出 这 个 
方法 的 缺陷 和 低 效率 性 的 讨论 , 在 本 章 的 补充 材料 中 介绍 . 其 他 有 用 的 参考 资料 有 Вох (1988), 
Box, Bisgaard, and Fung (1988), Hunter (1985,1989), Montgomery (1999), Myers and Mont- 
gomery (2002), Pignatiello and Ramberg(1992), 以 及 Nair 等 人 汇编 的 专题 小 组 的 讨论 (1992). 

在 稳健 设计 问题 中 , 重点 通常 是 下 面 的 一 个 或 几 个 问题 . 

(1) 设计 系统 : 一 旦 系统 投入 实际 使 用 ， 设计 系统 使 得 它 对 影响 系统 性 能 的 环境 因子 不 敏感. 
例如 , 开发 一 种 可 以 在 各 种 气候 条 件 下 保持 较 长 寿命 的 外 墙 涂 料 . 因为 气候 条 件 并 不 是 完全 可 以 
预测 的 , 当然 不 是 常量 , 产品 配方 设计 师 希望 涂料 对 影响 涂料 磨损 和 光洁 度 的 温度 、 湿度 以 及 降 
水 量 因子 在 大 范围 内 的 变化 是 稳健 的 . 

(2) 设计 产品 : 使 产品 对 系统 组 件 所 传递 的 变异 性 不 敏感 . 例如 ， 设计 一 种 电子 放大 器 , 它 不 
受 组 成 系统 的 晶体 管 、 电 阻 、 电源 有 关 参 数 变异 性 的 影响 , 输出 电压 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 值 

(3) 设计 过 程 : 即使 有 些 过 程 变量 (如 温度 ) 或 原材料 性 能 不 易 被 精确 控制 , 所 制造 的 产品 
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仍 将 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 规格 . 

(4) 确定 过 程 运行 条 件 : 使 得 关键 的 过 程 特征 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 值 并 在 目标 值 附近 的 
变异 最 小 . 这 类 问题 的 实例 很 多 . 例如 , 在 半导体 工厂 , 我 们 希望 晶片 上 氧化 物 的 厚度 尽 可 能 接 
近 所 希望 的 目标 平均 厚度 , 且 整 个 晶片 上 厚度 的 变化 程度 (均匀 性 的 一 种 度量 ) 尽 可 能 小 . 

RPD 问题 并 不 是 一 个 新 问题 . 数 10 年 来 , 产品 和 过 程 的 设计 者 /开发 者 一 直 都 在 关心 稳健 
性 问题 , 并 且 远 在 田口 的 成 就 之 前 , 就 已 经 在 致力 于 解决 这 个 问题 . 用 于 实现 稳健 性 的 典型 方法 
之 一 是 用 更 坚固 的 零 部 件 , 或 有 更 小 容 差 的 零 部 件 , 或 用 不 同 的 材料 , 重新 设计 产品 . 然而 , 这 会 
导致 过 度 设计 (overdesign) 问题 , 从 而 使 得 产品 价格 更 高 , 更 难 制造 , 或 重量 难以 承受 . 有 时 , 可 
以 利用 不 同 的 设计 方法 , 或 采用 新 技术 . 例如 , 过 去 许多 年 里 , 汽车 速度 计 由 金属 线 线 传导 , 缆 线 
中 的 润滑 剂 性 能 随 着 时 间 逐 渐 退 化 , 这 可 能 导致 在 寒冷 气候 条 件 下 运行 有 噪声 或 车 速 测 量 不 稳 
E. 有 时 缆 线 会 破裂, 产生 昂贵 的 修理 费用 , 这 是 一 个 由 产品 老化 引起 的 稳健 性 问题 的 例子 . 而 
现代 的 汽车 用 电子 速度 计 , 不 会 出 现 上 述 问题 . 在 一 个 过 程 环境 中 , 老 的 设备 可 以 用 能 改进 过 程 
稳健 性 的 新 工具 取代 , 但 通常 成 本 很 大 , 另 一 个 可 能 性 是 对 影响 稳健 性 的 变量 施行 更 严格 的 控制 . 
例如 , 如 果 环 境 条 件 的 波动 引发 稳健 性 问题 , 那么 这 些 条 件 或 许 必须 被 更 严格 地 控制 . 半导体 厂 
中 利用 除尘 室 就 是 为 了 控制 环境 条 件 . 有 些 情况 下 , 会 对 影响 稳健 性 的 原材料 的 性 能 或 过 程 变量 
进行 更 严格 的 控制 , 尽管 这 些 经 典 的 方法 仍然 有 用 , 但 田口 的 主要 贡献 是 认识 到 实验 的 设计 和 其 
他 统计 工具 在 许多 情况 下 可 以 用 于 解决 这 个 问题 

田口 方法 的 一 个 重要 观点 是 , 某 类 变量 能 影响 系统 重要 响应 变量 的 变异 . 我 们 称 这 类 变量 是 
噪声 变量 或 不 可 控 变量 . 前 面 已 讨论 过 这 个 概念 (比如 , 见 图 1.1). 这 些 噪声 因子 通常 是 诸如 温 
度 或 相对 湿度 之 类 环境 条 件 的 函数 , 也 可 能 是 原材料 各 批 次 间或 持续 的 过 程 中 性 能 的 变化 , 还 可 
能 是 难以 控制 或 保持 在 指定 目标 值 的 过 程 变 量 ， 有 了 时, 它们 可 能 涉及 用 户 操作 或 使 用 产品 的 方 
Ж. 噪声 变量 通常 在 研究 或 开发 阶段 是 可 控 的 , 但 在 生产 或 使 用 阶段 是 不 可 控 的 ，RPD 问题 的 
主要 工作 就 是 识别 出 影响 过 程 或 产品 性 能 的 可 控 变量 和 噪声 变量 , 并 找到 可 控 变量 的 设置 , 来 最 
小 化 由 噪声 变量 引起 的 变异 . 

为 了 说 明 可 控 变量 和 噪声 变量 , 考虑 一 名 正在 设计 蛋糕 粉 配方 的 产品 开发 人 员 . 开发 人 员 必 
须 详细 指定 蛋糕 粉 的 成 分 及 混合 物 , 包括 面粉 、 9. ЗЛОЮ. 氧化 油 、 玉 米 淀粉 以 及 香料 的 用 量 . 在 
生产 蛋糕 粉 时 , 容易 控制 这 些 变量 当 用 户 烘焙 蛋糕 时 , 需要 加 水 , 并 将 湿 的 和 干 的 成 分 配料 混 
合成 蛋糕 面糊 , 在 烤箱 中 以 指定 的 温度 和 时 间 烘焙 , 但 产品 的 配方 师 并 不 能 精确 控制 用 户 究竟 向 
干 蛋糕 粉 中 加 多 少 水 , 湿 的 和 干 的 成 分 混合 得 有 多 好 , 精确 的 烘焙 时 间 与 精确 的 烤箱 温度 . 一 般 
可 以 指定 这 些 变量 的 目标 值 , 但 它们 的 确 是 噪声 变量 , 因为 不 同 的 用 户 使 用 这 些 因子 的 水 平 存在 
差异 (或 许 是 很 大 的 差异 ), 因此 , 产品 配方 师 遇 到 了 一 个 稳健 设计 问题 . 目标 是 设计 出 好 的 蛋糕 
粉 配方 , 不 管 最 后 做 蛋糕 时 噪声 变量 如 何 变化 , 做 出 的 蛋糕 都 很 好 , 可 以 满足 或 超过 用 户 的 期 望 
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对 于 RPD 问题 , 原来 的 田口 方法 以 可 控 变量 的 统计 设计 和 噪声 变量 的 统计 设计 为 中 心 进 
行 . 这 两 个 设计 被 “ 直 积 ", Вр, 将 可 控 变 量 设计 中 的 每 一 个 处 理 组 合 与 噪声 变量 设计 的 每 个 处 理 
组 合 结合 在 一 起 进行 试验 . 这 类 实验 设计 就 称 为 直 积 表 设 计 (crossed array design). 
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我 们 用 思考 题 8.7 中 的 簧 片 实验 来 说 明 直 积 表 设计 方法 , 在 这 个 实验 中 , 研究 5 个 因子 对 
汽车 上 使 用 的 簧 片 自由 高 度 的 效应 . 实验 中 的 5 个 因子 是 : А = 炉 温 , В = 加 热 时 间 , C = 传递 
时 间 , D = 保持 时 间 , E = НМА. 这 原本 就 是 一 个 RPD 问题 , 淳 火 油 温 是 噪声 变量 . 此 实 
验 的 数据 见 表 12.1. 可 控 因 子 的 设计 是 生成 元 为 D = ABC 的 24-! 分 式 析 因 设 计 . 称 此 设计 
为 内 表 (inner array) 设计 . 单个 噪声 因子 的 设计 用 21 设计 , 称 为 外 表 (outer array) 设计 . 注意 
外 表 的 每 个 试验 是 如 何 完成 内 表 中 所 有 的 8 个 处 理 组 合 的 试验 , 产生 直 积 表 结 构 的 . ЗЕН 
中 , 在 16 个 不 同 的 设计 点 的 每 个 点 上 进行 3 次 重复 试验 , 实验 结果 是 自由 高 度 的 48 个 观测 值 . 


表 12.1 HRE 

A B с D Е-- Е-е ? a 
- - - 7.78, 7.78, 7.81 7.50, 7.25, 7.12 7.54 0.090 
* - * 8.15, 8.18, 7.88 7.88, 7.88, 7.44 7.90 0.071 
- * - 十 7.50, 7.56, 7.50 7.50, 7.56, 7.50 7.52 0.001 
+ + - 7.59, 7.56, 7.75 7.63, 7.75, 7.56 7.64 0.008 
- - * * 7.54, 8.00, 7.88 7.82, 7.44, 7.44 7.60 0.074 
十 - 十 7.69, 8.09, 8.06 7.56, 7.69, 7.62 7.79 0.053 

* 十 7.56, 7.52, 7.44 7.18, 7.18, 7.25 7.86 0.030 
* 十 十 十 7.56, 7.81, 7.69 7.81, 7.50, 7.59 7.66 0.017 


直 积 表 设 计 的 一 个 重点 是 , 它 提供 了 可 控 因 子 与 噪声 因子 之 间 交互 作用 的 信息 . 这 些 交互 作 
用 对 解决 RPD 问题 是 极为 重要 的 , 例如 , 考虑 图 12.1 中 二 因子 用 的 图 形 , 其 中 т 是 可 
RAF, z 是 噪声 因子 . 图 12.1a 中 , z z 之 间 没 有 交互 作用 , 因此 , 不 存在 影响 噪声 因子 z 的 
变异 性 传递 给 响应 变异 性 的 可 控 变 量 z 的 设置 , 然而 , 在 图 12.1b 中 , x 与 z 之 间 有 强烈 的 交互 
TERI. 当 г 处 于 低 水 平时 , 响应 变量 的 变异 性 比 因 а 处 于 高 水 平时 低 得 多 . FE, 除非 有 至 少 一 
个 可 控 因 子 与 噪声 因子 有 交互 作用 , 否则 不 存在 稳健 设计 问题 . 随后 我 们 会 看 到 , 将 重点 放 在 识 
别 这 些 交互 作用 并 建立 相应 模型 是 解决 RPD 问题 高 效 实 用 方法 的 关键 之 一 . 
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(а) 没有 可 控 ГҮР. (b) 可 控 жаная 
图 12.1 在 稳健 设计 中 的 可 控 x 噪声 交互 作用 
表 12.2 给 出 了 RPD 问题 的 又 一 个 例子 , 这 个 例子 来 自 Byrne and Taguchi (1987). 该 
问题 涉及 一 种 弹性 塑料 连接 器 的 开发 , 该 连接 器 与 尼龙 管 装配 在 一 起 ， 要 求 它 能 提供 所 需 的 拉 开 
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D. 有 4 个 三 水 平 的 可 控 因 子 (4 = 障碍 物 , B = 连接 器 壁 厚 , C = RARE, D = 粘 合剂 量 )， 
3 个 二 水 平 的 噪声 或 不 可 控 因子 (E = 规定 时 间 , F = 规定 温度 , С = 规定 相对 湿度 ). 表 12.2 
的 面板 (а) 中 包含 了 可 控 因 子 的 内 表 设计 . 这 个 设计 是 三 水 平分 式 析 因 设 计 , 317? 设计. Ж 12.2 
的 面板 (b) 中 包含 了 噪声 因子 的 2? 外 表 设 计 . 像 前 面 一 样 , 现在 , 内 表 中 每 一 个 试验 点 要 进行 
外 表 的 所 有 处 理 组 合 的 试验 , 产生 表 中 所 示 的 、 有 72 个 拉 开 力 观 测 的 直 积 表 设 计 . 

考察 表 12.2 中 的 直 积 表 设计 , 可 以 看 到 田口 设计 策略 中 的 主要 问题 , 即 , 直 积 表 方法 会 导致 
非常 大 的 实验 . 在 我 们 的 例子 中 , 只 有 т 个 因子 , 而 这 个 设计 有 72 个 试验 点 . 此 外 , 内 表 设计 是 
分 辨 度 为 TIT 的 37? 设计 ( 见 第 9 章 对 此 设计 的 讨论 ), 所 以 , 尽管 已 做 了 那么 多 个 试验 , 仍然 
得 不 到 可 控 因 子 之 间 的 交互 作用 的 任何 信息 . 实际 上 , 即使 是 有 关 主 效应 的 信息 , 也 可 能 受到 破 
ж, 因为 主 效应 与 二 因子 交互 作用 严重 混杂 ，12.4 节 将 介绍 组 合 表 设 计 , 一 般 而 言 , 它 比 直 积 表 
设计 有 效 得 多 . 


表 12.2 ”连接 器 拉 开 力 实验 的 设计 


(b) ^X 

E * E * * 

F - 十 十 E 十 十 

G 十 十 十 

(a) ”内 家 
试验 A B c D 

10-1 1 1 1 156 95 160 199 196 196 200 191 
22-100 о о 15.0 162 194 192 197 198 242 21.9 
3 -1 + +l +l 163 167 191 156 226 182 233 204 
4 0 4 0 + 183 174 180 186 210 189 232 247 
5 0 0 + 4 19.7 186 194 251 256 214 275 253 
6 0 + 1 0 16.2 163 200 198 147 196 225 247 
7 41 -1 4 0 164 191 184 23.6 168 186 243 216 
8 +1 0 1 +H 14.2 156 151 168 178 196 232 242 
9 41 + 0 -1 161 199 193 173 231 227 226 28.6 
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田口 提出 了 直 积 表 实 验 中 汇总 数据 的 两 个 统计 量 ; 内 表 每 试验 点 所 对 应 的 外 表 所 有 试验 数 
据 的 平均 值 ,以 及 称 之 为 信 品 比 (signal-to-noise ratio) 的 试图 组 合 均值 与 方差 信息 的 一 个 综合 
性 统计 量 . 定义 这 些 信 噪 比 据 称 是 为 了 使 信 噪 比 的 最 大 值 最 小 化 由 噪声 变量 所 传递 的 变异 . 然后 
进行 分 析 以 确定 可 控 因 子 的 哪些 设置 可 以 使 得 : (1) 均值 尽 可 能 接近 所 希望 的 目标 值 ，(2) 信 品 
比 取得 最 大 值 . 信 噪 比 是 一 个 有 问题 的 统计 量 : 它们 可 能 导致 位 置 效 应 和 散 度 效应 的 混淆, 通常 
也 不 能 由 此 找到 解决 最 小 化 传递 变异 的 RPD 问题 的 期 望 方案 . 这 个 问题 将 在 本 章 的 补充 材料 
中 详细 讨论 . 

对 直 积 表 设计 更 合适 的 分 析 是 直接 对 响应 的 均值 与 方差 建立 模型 , 其 中 , 内 表 上 每 一 观测 的 
样本 均值 和 样本 方差 由 外 表 中 所 有 试验 的 结果 计算 得 到 . 根据 直 积 表 的 结构 , 样本 均值 т, 与 样 
本 方差 SP 是 在 噪声 变量 取 相 同 水 平时 计算 得 到 的 , 所 以 这 些 量 之 间 的 任何 差异 都 是 由 可 控 变 量 
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水 平 之 间 的 差异 造成 的 . 因此 , 选择 优化 均值 同时 最 小 化 方差 的 可 控 变量 的 水 平 是 一 种 有 用 的 方 
法 . 

为 了 说 明 这 种 方法 , 考虑 表 12.1 中 的 簧 片 实验 . 表 中 最 后 两 列 对 内 表 的 每 一 试验 列 出 了 样 
本 均值 y, 与 样本 方差 2. 图 12.2 是 平均 自由 高 度 响应 效应 的 半 正 态 概率 图 . 显然, 因子 А, В, 
D 是 重要 因子 . 由 于 这 些 因子 与 三 因子 交互 作用 混杂 , 有 理由 得 到 这 些 效应 是 确实 存在 的 结论 . 
平均 自由 高 度 响应 的 模型 是 
Ӯ, = 7.63 + 0.1211 — 0.0812: + 0.04424 


其 中 , 各 z 表示 原 设计 因子 A, B, D. 因为 样本 方差 不 服从 正 态 分 布 (服从 尺度 化 卡 方 分 布 ), 所 
以 通常 最 好 是 分 析 方差 的 自然 对 数 , 图 12.3 是 In(s?) 响应 的 效应 的 半 正 态 概率 图 . 只 有 因子 B 
是 显著 的 . In(s?) 响应 的 模型 是 


In(s?) = —3.74 — 1.09z2 


图 12.4 是 因子 A 与 因子 B 在 因子 D = 0 时 平均 自由 高 度 的 等 高 线 图 , 图 12.5 是 方差 响应 在 
原始 尺度 下 的 图 . 显然 , 自由 高 度 的 方差 随 着 加 热 时 间 (因子 В) 的 增加 而 减少 . 
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半 正 态 分 布 的 概率 (所) 


G00 — 000 012 0 — 94 000 — 055 — 100 ге 215 
效应 效应 | 
图 12.2 平均 自由 高 度 响应 的 效应 的 半 正 态 图 图 12.3 In(s2) 响应 效应 的 半 正 态 图 


假定 实验 的 目的 是 找 出 这 样 一 组 运行 条 件 ; 它们 导致 平均 自由 高 度 在 7.74 英寸 与 7.76 英 
十 之 间 , 且 可 以 最 小 化 变异 性 . 这 个 标准 的 多 重 响应 优化 问题 可 以 用 第 11 章 所 描述 的 解决 这 类 
问题 的 任 一 方法 来 求解 . 图 12.6 是 两 个 响应 的 重 登 等 高 线 图 , 其 中 因子 D = 保持 时 间 在 高 水 
平 上 保持 不 变 . 还 可 以 选择 因子 4 = 温度 在 高 水 平 , 因子 B = 加 热 时 间 在 0.5 (规范 单位 ), Ж 
而 把 平均 自由 高 度 控制 在 所 希望 的 界限 内 , 而 方差 近似 为 0.013 8. 

使 用 直 积 表 设 计 对 均值 和 方差 进行 建 模 的 一 个 缺点 是 ， 它 不 能 直接 利用 可 控 变 量 与 噪声 变 
量 之 间 的 交互 作用 ， 在 某 些 情况 下 , 它 甚至 可 能 掩饰 这 些 关系 . 此 外 ,方差 响应 很 可 能 与 可 控 
变量 有 非 线性 关系 (例如 , 参见 图 12.5), 这 可 能 使 建 模 过 程 变 得 复杂 12.4 节 将 介绍 克服 这 些 
问题 的 另 一 种 设计 策略 和 建 模 方法 . 
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图 12.6 та = 保持 时 间 (D) 在 高 水 平时 平均 自由 高 度 和 自由 高 度 的 方差 的 重生 等 高 线 图 
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如 12.3 节 所 指出 的 , 可 控 因 子 与 噪声 因子 之 间 的 交互 作用 是 稳健 设计 问题 的 关键 . 因此 , 对 

于 响应 使 用 包括 可 控 因子 和 噪声 因子 及 其 交互 作用 的 模型 是 合理 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 设 有 两 个 

可 控 因子 z， 和 zs 与 一 个 噪声 因子 а. 假定 可 控 因 子 和 噪声 因子 都 按 通常 的 规范 变量 ( 即 中 心 
EF, ЕКЫ ta) 的 形式 表达 . 若 希望 使 用 包含 可 控 变 量 的 一 阶 模型 , 则 合理 的 模型 是 

y = Bo + fizi + бото + (22122 + улга бітігі + болто +E (12.1) 


这 个 模型 包括 了 可 控 因子 的 主 效 应 及 其 交互 作用 、 噪 声 变量 的 主 效应 、 可 控 变量 与 噪声 变量 的 
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两 个 交互 作用 . 这 类 同时 包含 可 控 变量 和 噪声 变量 的 模型 通常 称 为 响应 模型 . 除非 回归 系数 511 
和 621 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 否则 它 就 不 是 稳健 设计 问题 . 

响应 模型 方法 的 重要 优势 是 , 可 控 因子 和 噪声 因子 可 以 同时 放 在 一 个 实验 设计 中 , 也 就 是 说 ， 
可 以 避免 使 用 田口 方法 的 内 表 和 外 表 结构 ， 通 常 称 同 时 包含 可 控 因 子 和 噪声 因子 的 设计 为 组 合 
Hitit (combined array design). 

与 前 面 提 到 的 相同 , 尽管 噪声 变量 对 实验 目的 是 可 控 的 , 但 我 们 仍 假定 它们 是 随机 变量 . 我 
们 特地 假定 噪声 变量 以 规范 变量 形式 表示 , 期 望 为 零 , 方差 为 o2; 如 果 噪 声 变量 不 止 一 个 , 则 假 
定 它们 之 间 的 协 方差 为 零 . 在 这 些 假定 下 , 对 (12.1) RR y 的 期 望 就 易 得 到 响应 均值 模型 ， 于 
是 有 

Е.(у)- bo + 8121 + Par2 + 8122122 (12.2) 

其 中 的 期 望 算 子 的 下 标 z 表示 是 对 (12.1) 式 中 的 两 个 随机 变量 zx 和 = 两 者 求 期 望 . 为 了 求 模 
型 中 响应 y 的 方差, 我 们 用 误差 传递 法 . 首先 , 将 12.1 式 中 的 响应 模型 在 zi = 0 处 以 一 阶 泰勒 
级 数 方法 展开 . 得 


d 
у yz=0 + ano —0)+R+e 
Sfo + х1 + Baro + Piriza + (i + oz + бза) + R6 


其 中 , R 是 泰勒 级 数 的 余 项 . 通常 情况 下 将 忽略 此 余 项 . WE, y 的 方差 可 以 通过 对 最 后 一 个 表 
达 式 (ЖЯ R) 取 方 差 获得 , 所 得 的 方差 模型 是 


Valy) = o2m + биз + даз)? + 0° (12.3) 


在 方差 算 子 上 又 用 了 下 标 z, 表示 z 和 e 二 者 都 是 随机 变量 . 

(12.2) RAI (12.3) 式 是 响应 变量 的 均值 和 方差 的 简单 模型 . 注意 以 下 几 点 . 

(1) 均值 模型 和 方差 模型 只 包含 可 控 变量 这 意味 着 可 以 通过 设置 可 控 变 量 以 使 均值 达到 目 
标 值 , 并 最 小 化 由 噪声 变量 传递 的 变异 性 ， 

(2) 尽管 方差 模型 只 包含 可 控 变量 , 但 它 也 包含 可 控 变量 与 噪声 变量 交互 作用 的 回归 系数 
它 表明 噪声 变量 是 如 何 影响 响应 的 . 

(3) 方差 模型 是 可 控 变 量 的 二 次 函数 . 

(4) 方差 模型 ( 除 ”外 ) 恰好 是 所 拟 合 响应 模型 在 噪声 变量 方向 上 斜率 的 平方 . 
为 了 使 用 这 些 模型 , 我 们 要 

(1) 进行 一 项 实验 , 并 拟 合 一 个 适当 的 响应 模型 , 如 (12.1) Ж. 

(2) 用 响应 模型 中 系数 的 最 小 二 乘 估计 取代 均值 模型 和 方差 模型 中 的 未 知 回归 系数 ， 用 拟 合 
响应 模型 中 的 残 差 均 方 取代 方差 模型 中 的 o2. 

(3) 用 11.3.4 节 中 讨论 的 标准 多 重 响应 优化 方法 优化 均值 模型 和 方差 模型 ， 

可 以 很 容易 地 把 这 些 结果 一 般 化 . 假设 有 个 可 控 变 量 , 7 个 噪声 变量 . 包含 这 些 变量 的 一 
般 模型 可 以 写成 

ylz, z) = Да)“ Қ(т,а) 6 (124) 

其 中 f(z) 是 模型 仅 包含 可 控 变 量 的 部 分 , h(z,z) 包括 了 噪声 因子 的 主 效 应 和 可 控 因 子 与 噪声 
因子 的 交互 作用 的 项 . h(x, х) 的 典型 结构 是 
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T kom 
h(z,z) = Ута + 22 У бутна; 
E eA 


Қа) 的 结构 取决 于 实验 者 认为 适当 的 可 控 变 量 的 模型 类 型 . 合理 的 选择 是 带 有 交互 作用 的 一 阶 
模型 和 二 阶 模型 . 如 果 假定 噪声 变量 的 均值 为 零 , 方差 为 02,, 协 方差 为 零 , 且 噪 声 变量 与 随机 误 
3 є 的 协 方差 也 是 零 , 则 响应 的 均值 模型 是 


BEz[y(z,z)] = Қа) (12.5) 
响应 的 方差 模型 是 4 i 
У.и.) = Z [22] о? +а? (12.6) 
Myers and Montgomery (2002) 直接 对 响应 模型 应 用 条 件 方差 算 子 , 给 出 了 比 (12.6) 式 更 一 般 
化 的 形式 . 


fi 12.1 为 了 说 明 前 面 介绍 的 方法 , 重新 考虑 例 6.2, 它 在 24 析 因 设计 中 研究 4 个 因子 对 化 学 产品 渗 
透 率 的 效应 , 假定 因子 AGE), 在 大 规模 生产 时 可 能 是 难以 控制 的 , 但 在 实验 期 间 (在 小 试验 工厂 进行 ) 是 
可 控 的 . 其 他 3 个 因子 [压强 (в). 浓度 (C) 和 搅拌 速度 (D)), 是 容易 控制 的 ， 于 是 , 噪声 因子 гі 是 温度 ， 
可 控 变 量 x1, то, тз 分 别 是 压强 、 浓度 和 搅拌 速度 . 因为 可 控 因 子 和 噪声 因子 都 在 同一 个 设计 中 , 用 于 这 个 
实验 的 24 析 因 设计 是 组 合 表 设 计 的 一 个 例子 . 

由 例 6.2 中 的 结果 知 , 响应 模型 是 


.625 9.875 14.62 
Жаа) 270.06 + (225) әй ( ы 3 ал ( sens 2 


аш) ИЕ 16.625 is 
2 221 2 2321 


= 70.06 + 10.8121 + 4.9412 + 7.3123 — 9.060221 十 8.3173z1 
由 (12.5) AI (12.6) Ж, 可 求 得 均值 模型 和 方差 模型 分 别 为 


Ez[y(æ, 21)] = 70.06 + 4.9472 十 7.31z3 


和 
У.[и(а, 21)] = 02(10.81 — 9.0622 + 8.3123)? + о? 
= 02(116.91-- 82.0823 469.0623 — 195.8812 -- 179.663 — 150.581223) 4-0? 


现在 假定 噪声 变量 温度 的 低 水 平和 高 水 平 运行 在 它 的 典型 值 或 平均 值 两 边 一 个 标准 差 , 则 o2 = 1, 62 = 
19.51 (这 是 拟 合 响应 模型 所 得 的 残 差 均 方 和 ). 因此 , 方差 模型 变 成 


Vs [y(2, 21)] = 136.42 — 195.8822 + 179.6673 — 150.5872:3 + 82.0822 + 69.0622 


图 12.7 是 由 Design-Expert. 软件 包 给 出 的 均值 模型 的 响应 等 高 线 图 ， 为 了 构造 这 张 图 , 我 们 将 噪声 因子 
(温度 ) 保持 在 零 , 不 显著 的 可 控 因子 (压强 ) 也 保持 在 零 注意 随 着 浓度 和 搅拌 速度 的 增加 , 平均 渗透 率 是 增 
加 的 ，Design-Expert 也 将 自动 构造 方差 平方 根 的 等 高 线 图 ， 记 为 误差 传播 (propagation of error, POE). 
显然, 作为 可 控 变量 函数 的 POE 恰好 是 响应 中 传递 变异 性 的 标准 差 , 图 12.8 显示 了 由 Design-Expert 得 
到 的 POE 的 等 高 线 图 和 三 维 响应 曲面 图 ，( 在 这 张 图 中 , 像 前 面 一 样 , 噪声 变量 保持 为 常数 零 .) 

假设 实验 者 想 将 平均 渗透 率 保持 在 75 左右 , 并 最 小 化 围绕 该 值 的 变异 性 . 图 12.9 显示 了 作为 显著 的 
可 控 变量 (浓度 和 搅拌 速度 ) 函数 的 平均 渗透 率 与 POE 的 重 副 等 高 线 图 ， 为 了 达到 理想 的 目标 , 必须 将 浓 
度 保持 在 高 水 平 , 搅拌 速度 保持 在 中 等 水 平 . 
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(b) 响应 曲面 图 
图 12.8 例 12.1 中 zl = 温度 = O 时 误差 传播 的 等 高 线 图 和 响应 曲面 图 


从 例 12.1 中 可 以 看 到 , 渗透 率 响应 的 标准 差 仍 然 很 大 . 这 说 明 有 时 候 过 程 的 稳健 性 研究 并 


不 能 产生 一 个 完全 令 人 满意 的 结果 有 必要 用 其 他 方法 来 实现 更 好 的 过 程 性 能 , 如 可 以 在 大 规模 
生产 中 更 精确 地 控制 温度 . 


阶 模型 的 例子 , 它 来 自 Montgomery (1999). 


例 12.1 给 出 了 用 含 交 互 作用 的 一 阶 模型 fan) 作为 可 控 因子 的 模型 . 下 面 给 出 一 个 含有 二 


例 12.2 半导体 工厂 进行 一 项 包括 2 个 可 控 变量 和 3 个 品 声 变量 的 实验 实验 者 使 用 的 组 合 表 设 计 


如 表 12.3 所 示 , 这 个 设计 有 23 次 试验 , 是 以 5 个 因子 的 标准 CCD 设计 (立方 部 分 是 25-1 分 式 设计 ) 为 
基础 , 删 去 了 与 3 个 噪声 因子 有 关 的 轴 向 试验 点 的 中 心 复合 设计 的 变形 . 这 个 设计 支持 的 响应 模型 中 包括 
了 可 控 变量 的 二 阶 模型 的 项 、3 个 噪声 变量 的 主 效 应 以 及 可 控 因子 和 噪声 因子 之 间 的 交互 作用 . 


拟 合 所 得 的 响应 模型 是 


Hw, z) =30.37 — 2.92, — 4.132 + 2.6022 + 2.1823 + 2.870122 527321 — 2.33z2 
+2.33z3 02121 i 0.8921 22 2.582123 42.012221 — 1.432222 1.562323 


124 ”组合 表 设计 及 响应 模型 法 407 


五 = ЖЕ 


ЕГІЛЕ 
n= 搅拌 速度 
图 12.9 例 12.1 21= 温度 =0 时 渗透 率 的 均值 与 POE 的 重合 等 高 线 图 


Sins 0112.2 中 含 2 个 可 控 变 量 和 3 个 噪声 变量 的 组 合 表 实 验 


试验 号 ті 21 22 23 У 
1 -1.00 -1.00 -1.00 1.00 442 
2 1.00 -1.00 -1.00 -1.00 30.0 
3 -1.00 -1.00 一 1.00 —1.00 30.0 
4 1.00 一 1.00 -1.00 1.00 35.4 
5 -1.00 1.00 —1.00 -1.00 49.8 
6 1.00 1.00 —1.00 1.00 36.3 
т -1.00 1.00 -1.00 1.00 41.3 
8 1.00 1.00 -1.00 -1.00 31.4 
9 -1.00 -1.00 1.00 -1.00 43.5 

10 1.00 -1.00 1.00 1.00 36.1 
11 -1.00 -1.00 1.00 1.00 227 
12 1.00 -1.00 1.00 -1.00 16.0 
13 -1.00 1.00 1.00 1.00 43.2 
14 1.00 1.00 1.00 -1.00 30.3 
15 -1.00 1.00 1.00 -1.00 30.1 
16 1.00 1.00 1.00 1.00 39.2 
17 -2.00 0.00 0.00 0.00 461 
18 2.00 0.00 0.00 0.00 36.1 
19 0.00 0.00 0.00 0.00 47.4 
20 0.00 0.00 0.00 0.00 31.5 
21 0.00 0.00 0.00 0.00 30.8 
22 0.00 0.00 0.00 0.00 30.7 
23 0.00 0.00 0.00 0.00 310 
均值 模型 和 方差 模型 分 别 为 


Ez[y(z, z)] = 30.37 — 2.9221 一 4.1322 十 2.60z 十 2.1822 十 2.872122 


和 
Vzly(%, z)] = 19.26 + 6.40rl + 24.9122 十 7.52z? + 8.5222 + 4.427122 
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在 此 , 我 们 将 拟 合 到 的 响应 模型 的 参数 估计 代入 均值 模型 与 方差 模型 ， 并 且 与 前 面 的 例子 相同 , 假定 o2 = 1. 
(由 Design-Expert 得 到 的 ) 图 12.10 与 图 12.11 分 别 给 出 了 这 些 模型 的 过 程 均值 与 POE (POE 是 方差 
响应 曲面 的 平方 根 ) 的 等 高 线 图 . 

在 这 个 问题 中 , 较为 理想 的 情况 是 将 过 程 的 均值 保持 在 30 以 下 , 由 图 12.10 和 图 12.11 可 以 看 到 , 如 
果 我 们 希望 过 程 方差 较 小 ， 显 然 必须 要 有 某 种 折衷 ， 因 为 只 有 两 个 可 控 变量 ， 完 成 这 个 折 惠 的 合理 方法 应 该 
是 如 图 12.12 所 示 , 重 登 均值 响应 和 方差 的 等 高 线 . 这 张 图 显示 了 过 程 均值 小 于 等 于 30, 过 程 标准 差 小 于 等 
于 5 的 等 高 线 , 这 两 条 等 高 线 所 围 区 域 是 低 平 均值 响应 和 低 过 程 方差 的 典型 的 运行 区 域 . 
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图 1210 例 12.2 中 均值 模型 的 等 高 线 图 图 12.11 例 12.2 中 POE 的 等 高 线 图 
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B 1212 i122 中 均值 与 POE ЖАЗЫ, 未 迹 盖 的 区 域 表示 
均值 与 方差 都 令 人 满意 时 的 过 程 操 作 条 件 
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实验 设计 的 选择 是 RPD 问题 中 一 个 非常 重要 的 方面 . 一 般 而 言 ， 组 合 表 方 法 得 到 的 设计 比 
直 积 表 得 到 的 设计 小 . TA, 响应 建 模 方法 允许 直接 加 入 可 控 因 子 与 噪声 因子 的 交互 作用 , 这 通 


1.00 


12.5 设计 的 选择 409 


常 优 于 直接 的 均值 与 方差 建 模 . 因此 , 本 节 仅 评述 组 合 表 设 计 . 

如 果 所 有 设计 因子 都 是 二 水 平 的 , 则 对 RPD 研究 来 说 , 分 辨 度 为 V 的 设计 是 一 个 很 好 的 
选择 , 因为 在 假定 所 有 三 因子 交互 效应 和 更 高 阶 交互 效应 可 以 忽略 时 , 它 可 以 估计 所 有 主 效应 和 
二 因子 交互 效应 . 在 有 些 情况 下 , 标准 的 257? 分 式 析 因 设计 是 好 的 选择 . 例如 , 有 5 个 因子 , 设 
计 和 需要 16 次 试验 . 然而 , 有 6 个 或 更 多 的 因子 时 , 标准 的 2y ?分 式 析 因 设计 相当 大 . 如 第 8 章 
所 述 , Design-Expert 软件 包 包含 了 更 小 的 分 辨 度 为 V 的 二 水 平 设计 . 表 12.4 所 示 的 是 来 自 这 


表 12.4 有 7 个 因子 、30 次 试验 的 分 辨 度 为 V 的 设计 


A B C D E F G 
2 F - % " 
+ 5 s E = E E 
- + + + - + - 
+ - + - - = 
+ + - + 
+ - 十 十 - 
十 十 十 十 十 十 
- 十 十 十 - 
* - * = 2 十 
- - 十 十 - * 
十 - - * - 
- * * 十 十 - 十 
十 
- - + + - + + 
+ + - + - - - 
+ + - + + - + 
+ + - - + + - 
- - + + + - - 
十 十 * - - - 
* * - 十 十 
= 3 А 2 十 
十 + - + + - 
- + - - + - + 
- * - * + + + 
" E Е = 十 n < 
+ - - + - + + 
+ - - - * + + 
+ + + - + + + 
+ - - * * * - 
* - + + + + + 


个 软件 包 的 有 7 个 因子 的 设计 , 需要 30 次 试验 . 这 个 设计 可 容纳 7 个 因子 , 它们 可 以 是 可 控 变 
量 与 噪声 变量 的 任意 组 合 , 该 设计 可 以 估计 所 有 主 效应 和 二 因子 交互 效应 . 

有 时 可 以 用 只 有 很 少 试验 点 的 设计 . 例如 , 假设 有 3 个 可 控 变量 ( A, В, C) 和 4 个 噪声 变 
量 (D, E, F, G). 要 估计 可 控 变 量 的 主 效应 和 二 因子 交互 效应 (6 个 参数 )、 噪 声 变 量 的 主 效应 
(4 个 参数 ), 以 及 可 控 变 量 与 噪声 变量 之 间 的 交互 效应 (12 个 参数 )， 包括 截 距 项 在 内 共 需 估计 
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23 个 参数 . 对 这 类 问题 , 用 D 最 优 准则 构造 的 设计 是 非常 好 的 设计 . 


表 12.5 是 这 种 情况 的 含 23 次 试验 的 D 最 优 设计 . 在 这 个 设计 中 , 包含 可 控 因子 的 二 因子 
交互 作用 不 会 与 其 他 可 控 因 子 的 二 因子 交互 作用 混杂 , 或 与 其 他 包含 可 控 因 子 与 噪声 因子 的 二 
因子 交互 作用 混杂 然而 这 些 主 效应 和 二 因子 交互 作用 与 噪声 因子 的 二 因子 交互 作用 混杂 , 所 
以 , 这 个 设计 的 有 效 性 取决 于 对 噪声 因子 

在 拟 合 可 控 变量 的 完全 二 阶 模型 时 ， 中 心 复合 设计 (CCD) 是 选择 实验 设计 的 合理 依据 . 
COD 可 以 像 例 12.2 那样 修改 为 只 有 可 控 变量 方向 才 有 轴 向 点 . 例如 , 如 果 有 З 个 可 控 变 量 和 4 
个 噪声 变量 , 在 表 12.4 的 有 30 个 试验 点 的 设计 中 , 添加 关于 因子 A, B,C 的 6 个 轴 向 试验 点 ， 
以 及 а 个 中 心 点 , 所 得 的 设计 对 拟 合 响应 模型 而 言 是 非常 好 的 . 所 得 设计 有 40 个 试验 点 , 响应 


因子 交互 作用 是 否 可 忽略 的 假定 . 


模型 有 26 个 参数 . 
#125 з 个 可 控 变 量 和 4 个 噪声 变量 的 含 23 次 试验 的 D 最 优 设计 

A B C D E F G 
- 十 - 十 + + + 
+ + + + + 
- + + + 
+ + E = + 

十 十 - 十 
十 + - + - + - 
+ * t - 
十 - * 

* - * 十 
- 2 十 А 
+ + + + 

+ + + - * 
E + : 
: + 十 4 қ 
- + + 
+ + + + = 
- * * * * - 
S М 2 Б Е; + 
+ - * - * * 
十 - - 十 = - 
* 十 - * * * 
= + b ж x n : 
* 十 十 + + ы + 
表 12.6 З 个 控制 变量 和 2 个 噪声 变量 的 拟 合 二 阶 响应 模型 的 D 最 优 设计 
A B с D E 
十 十 十 十 - 
* * - * * 
十 - - + - 
0 + = Я 
+ + + + 
- - 十 


(%) 
А В (2) р Е 
Е Е r3 Y = 
+ + = - - 
* - - * 
Ж = = 
- + - - + 
- - + + 
+ 0 * 
0 0 0 0 十 
- 十 十 十 
= + + a a 


也 可 以 用 其 他 方法 构造 二 阶 情况 下 的 设计 , 例如 , 假设 有 З 个 可 控 因 子 和 2 个 噪声 因子 . 一 
个 修改 过 的 CCD 在 立方 体 中 有 16 次 试验 (257), 在 可 控 变 量 方向 有 6 个 轴 向 试验 点 , 以 及 
4 个 中 心 试验 点 . 这 产生 了 一 个 有 26 次 试验 的 设计 , 可 估计 有 18 个 参数 的 模型 另 一 种 方法 
是 用 立方 体 小 复合 设计 (11 次 试验 ), 并 加 上 在 可 控 变 量 方向 上 的 6 个 轴 向 试验 点 和 4 个 中 心 
Ж. 这 个 设计 总 共 只 有 21 次 试验 , 也 可 以 用 D 最 优 方法 . 表 12.6 中 的 有 18 次 试验 的 设计 是 
用 Design-Expert 软件 构造 的 . 这 是 一 个 饱和 设计 . 一 般 来 说 , 设计 越 小 , 响应 模型 中 参数 就 越 
不 能 像 大 的 设计 那样 估计 得 更 好 , 预测 的 方差 也 越 大 , RPD 设计 和 过 程 稳健 性 研究 方面 更 多 的 
内 容 可 参阅 Myers and Montgomery (2002) 以 及 其 中 的 参考 文献 ， 


12.1 


4122 


12.3 


124 


12.5 


12.6 思 жН 


再 考虑 表 12.1 中 的 簧 片 实验 ， 设 实验 目标 是 找 出 一 组 运行 条 件 ， 使 得 簧 片 的 平均 自由 高 度 尽 可 能 
接近 7.6 英寸, 同时 簧 片 自由 高 度 的 方差 尽 可 能 小 ， 为 达到 上 述 目 标 , 你 推荐 什么 运行 条 件 ? 

考虑 思考 题 6.18 中 的 瓶装 饮料 实验 ， 设 碳酸 百分比 (А) 是 噪声 变量 (02 = 1 规范 单位 ). 

(a) 对 这 些 数据 拟 合 响应 模型 ， 有 稳健 设计 问题 吗 ? 

(b) 求 出 均值 模型 以 及 方差 模型 或 POE. 

(c) 找 出 可 以 使 灌注 偏差 尽 可 能 接近 零 并 最 小 化 传递 方差 的 一 组 运行 条 件 . 

考虑 思考 题 11.12 中 的 实验 ， 设 温度 是 噪声 变量 (02 = 1 规范 单位 )， 对 两 个 响应 分 别 拟 合 响应 模 
型 ， 关于 这 两 个 响应 ， 有 稳健 设计 问题 吗 ? 找 出 一 组 运行 条 件 ， 使 转化 率 最 大 化 ， 活 性 在 55 至 60 
之 间 , 并 且 使 温度 传递 的 变异 性 最 小 化 

再 考虑 表 12.1 "RUSO T SCR. RAT A, B, C 是 可 控 变 量 , 因子 D 和 已 是 噪声 因子 . 建立 一 个 
直 积 表 设计 来 研究 这 个 问题 , 假定 所 有 可 控 变量 的 二 因子 交互 作用 可 忽略 不 计 . 你 获得 的 是 哪 一 种 
设计 ? 

续 思 考题 12.4. 再 考虑 表 12.1 ЮЙНЮ. ИНТ А, B, C 是 可 控 变 量 , 因子 D 和 E 是 品 
声 因 子 . 怎样 列 出 一 个 组 合 表 设计 , 使 之 可 用 于 估计 所 有 二 因子 交互 作用 且 只 需 16 次 试验 ,将 此 
设计 与 思考 题 12.4 中 的 直 积 表 设计 进行 比较 .从 中 可 以 看 到 ， 一般 情况 下 组 合 表 设计 比 直 积 表 设 
计 的 试验 次 数 会 如 何 减少 ? 
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12.6 考虑 表 12.2 中 的 连接 器 拉 开 力 实验 ， 用 这 个 设计 可 以 估计 哪些 主 效应 及 可 控 因 子 的 交互 效应 ? 注 
意 所 有 可 控 变 量 都 是 定量 因子 . 
12.7 ЖЕЖ 12.2 中 的 连接 器 拉 开 力 实验 ， 对 这 个 问题 怎样 列 出 一 个 设计 的 实验 ， 使 它 可 拟 合 这 样 的 模 
型 , 其 中 包含 可 控 变 量 的 全 二 次 模型 的 所 有 项 、 噪 声 变量 的 主 效应 及 噪声 变量 与 可 控 变 量 的 交互 作 
用 . 这 个 设计 需要 多 少 次 试验 ? 比较 这 个 设计 与 表 122 中 的 设计 . 
“12.8 考虑 思考 题 11.11 中 的 实验 ， 设 压强 是 噪声 变量 (o2 = 1 规范 单位 )， 拟 合 黏度 响应 的 响应 模型 ， 
找 出 黏度 尽 可 能 接近 600 并 最 小 化 噪声 变量 压强 所 传递 变异 的 一 组 运行 条 件 , 
12.9 例 12.1 的 变形 ， 在 例 12.1 (CHA 6.2 的 数据 ) H, 我 们 发 现 过 程 变量 之 一 (B = Еш) ЖЖЖ 
要 . 删 去 这 个 变量 后 , 就 变 成 一 个 二 次 重复 的 23 设计 . 数据 如 下 : 
с D A(+) AC) y 82 
- - 45,48 71,65 57.25 161.58 
+ - 68,80 60,65 68.25 72.25 
+ 43,45 100,104 73.00 1 124.67 
+ + 75,70 86,96 81.75 134.92 
假定 C 和 р 是 可 控 因子 ，4 是 噪声 因子 . 
(а) 拟 合 均值 响应 的 模型 . 
(b) 拟 合 In(s?) 响应 的 模型 
(c) 找 出 平均 渗透 率 超过 75 且 最 小 化 方差 的 运行 条 件 . 
(9) 将 你 的 结果 与 例 12.1 中 的 结果 比较 , 哪个 用 了 误差 传递 方法 两 个 答案 如 何 类 似 ? 
71210 在 一 篇 文章 中 ( "Let's All Beware the Latin Square,” Quality Engineering, Vol.1, 1989, pp. 


453-465), J. S. Hunter 说 明了 与 3*-? 分 式 析 因 设计 有 关 的 一 些 问题 . 因子 A 是 添加 到 标准 燃料 
中 乙 醉 的 量 , B 表示 空气 /燃料 比 ， 响 应 变量 是 一 氧化 碘 (СО) 排放 量 , 单位 g/m3， 设 计 如 下 . 


设计 观测 


A B ті E y 
0 0 -1 -1 66 62 
1 0 0 -1 78 81 
2 0 十 1 -1 90 94 
0 l -1 0 72 67 
l l 0 0 80 81 
2 1 十 1 0 75 78 
0 2 -1 ka 68 66 
1 2 0 十 1 66 69 
2 2 +1 +1 60 58 


注意 到 我 们 已 经 使 用 了 0, 1, 2 符号 系统 来 表示 因子 的 低 ， 中 , 高 水 平 . 我 们 也 使 用 了 —1,0, +1 的 
“几何 符号 ”系统 . 设计 中 的 每 个 试验 重复 两 次 . 
(a) 验证 二 阶 模型 


0 = 78.5 + 4.511 — 7.075 — 4.512 — 4.023 - 9.0z172 


是 该 实验 的 一 个 合理 的 模型 ， 画 出 CO 浓度 在 z1, z2 空间 上 等 高 线 的 草图 ， 
(b) 假定 用 四 因子 的 34-2 分 式 析 因 设计 取代 二 因子 获得 与 (а) 中 完全 相同 的 数据 设计 将 会 是 : 


设 计 观测 

A B с D ті та їз та y 

0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 66 62 
1 0 1 1 0 -1 0 0 78 81 
2 0 2 2 ES! -1 +1 +1 90 94 
0 1 2 1 -1 0 + 0 72 67 
1 1 0 2 0 0 -1 + 80 81 
2 1 1 0 к 0 0 -1 75 78 
0 2 H 2 - +1 0 十 1 68 66 
1 2 2 0 0 +1 +1 -1 66 69 
2 2 0 : 十 1 十 1 -1 0 60 58 


计算 CO 响应 在 4 个 因子 A, B, С, D 每 个 水 平 上 的 边际 平均 . 画 出 这 些 边际 平均 的 图 形 并 解 
жа. 可 以 看 出 因子 C 和 D 有 强 的 效应 吗 ? 这 些 因子 的 确 对 CO 排放 有 影响 吗 ? 为 什么 它 
们 有 强 的 效应 ? 

(с) 用 (b) 中 的 设计 可 拟 合 模型 


Я 
у= бо + Y; Bii + Y; Bind +e 
Jar іші 
BUE Ax 
d 
y fo Ў Bizi + Y Bust YS Y Bn) e 
P EE i 


证 明 , 如 果 Â; 表示 拟 合 模型 中 系数 的 最 小 二 乘 估 计 ， ЛІ 


E(Bo) = Bo — fia — Pia — Poa E(fhi) = Bii — (23 - 821)/2 

E(B) = B — (баз + a4)/2 E(ĝ22) = Baa + (B13 + Вла 十 Ba4)/2 
Е(з) = pa — (Віз + бла + 634)/2 EP) = Bas — (Boa = Bla)/2 + Pia 
Е(дз) = ps — (B12 + B24)/2 Е(даа) = Baa — (812 — B23)/2 + B13 


E(ĝa) = pa — (B12 + 23)/2 
这 有 助 于 解释 在 (b) 中 所 观测 到 的 因子 С 和 D 的 强 效应 吗 ? 
12.11 在 晶片 涂 层 的 工序 中 进行 实验 ， 实 验 中 的 每 次 试验 生产 一 个 唱片， 并 在 晶片 的 不 同位 置 测量 若干 个 
涂 层 的 厚度 , 得 到 涂 层 厚度 的 平均 值 yl 和 标准 差 yo. 数据 [根据 Box and Draper (1987) 改写 | 
如 下 表 : 


试验 号 速度 压强 距离 均值 y， 标 准 差 yo [试验 号 速度 压强 距离 均值 yi 标准 差 yo 
1 -1 -1 -1 240 125 0 0 5017 92.5 
2 0 -1 -1 1203 84 +1 0 2040 63.5 
3 +1 -1 -1 213.7 428 ы 0 4270 88.6 
4 -1 0 -1 860 3.5 41 0 7807 211 
5 0 0 -1 1366 804 -1 41 2207 133.8 
6 
7 
8 


+1 0 -1 3407 16.2 -1 41 2397 23.5 
-l 4&1 -1 1123 27.6 -1 41 4220 18.5 


0 41 -1 2563 46 0-1 1990 29.4 
9 41 ы -1 2717 23.6 0 +1 4853 44.7 
10 -1 -1 0 810 0.0 0 41 6737 158.2 
11 0 =r 101.7 17.7 +1 +1 176.7 55.5 


0 

0 357.0 32.9 
13 -1 0 0 1713 15.0 

0 372.0 0.0 


+1 41 5010 138.9 
+1 +1 10100 142.4 
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(a) 实验 所 用 的 是 哪 种 类 型 的 设计 ? 它 是 拟 合 二 次 模型 好 的 选择 吗 ? 
(b) 建立 两 个 响应 的 模型 . 
(с) 找 出 均值 尽 可 能 大 且 标准 差 小 于 60 的 一 组 最 优 运行 条 件 . 
“12.12 假设 有 4 个 可 控 变量 和 2 个 噪声 变量 ， 需 要 估计 所 有 可 控 变 量 的 主 效应 和 二 因子 交互 作用 、 噪声 
变量 的 主 效应 以 及 所 有 可 控 因 子 与 噪声 因子 之 间 的 二 因子 交互 作用 .者 所 有 因子 有 两 个 水 平 ,可 估 
计 所 有 模型 参数 的 组 合 表 设 计 最 小 试验 次 数 是 多 少 ? 用 DD 最 优 算法 找 出 一 个 设计 . 
“12.13 设 有 4 个 可 控 变量 和 2 个 噪声 变量 , 需要 拟 合 的 模型 包括 : 可 控 变量 的 完全 二 次 模型 的 所 有 项 、 ЫА 
声 变量 的 主 效应 ,以 及 所 有 可 控 因子 与 噪声 因子 之 间 的 二 因子 交互 作用 .用 修改 中 心 复合 设计 的 方 
式 对 此 问题 建立 一 个 组 合 表 设 计 . 
12.14 再 考虑 思考 题 12.13 的 情况 ,对 此 问题 可 以 使 用 改进 的 小 复合 设计 吗 ?用 小 复合 设计 有 什么 缺点 ? 
12.15 再 考虑 思考 题 12.13 的 情况 . 可 估计 所 有 模型 参数 的 组 合 表 设计 的 最 少 试验 次 数 是 多 少 ? 用 万 最 
优 算法 对 此 问题 找 出 一 个 合理 的 设计 . 
12.16 对 波动 焊接 过 程 做 一 个 实验 ， 有 5 个 可 控 变量 和 3 个 噪声 变量 . 响应 变量 是 每 百 万 次 焊接 中 焊接 
缺陷 的 个 数 ， 所 用 的 实验 设计 是 如 下 所 示 的 直 积 表 . 


^ X 

内 * F -1 1 1 -1 

А в с D E G -1 1 -1 1 

H: -1 -1 1 1 

1 1 Е -l -1 194 197 193 275 

1 1 -1 1 1 136 136 132 136 

1 -1 1 =f 1 185 261 264 264 

1 -1 t 1 -1 47 125 127 42 

-і 1 1 1 --1 295 216 204 293 

-1 1 ЖЖ =1 1 234 159 231 157 

-1 -l1 1 1 1 328 326 247 322 

-1 -1 *L -1 1. 186 187 105 104 
一 9 8505 104 


(а) 内 表 和 外 表 所 用 的 分 别 是 哪 种 类 型 的 设计 ?这 些 设计 的 别名 关系 是 什么 ? 
(b) 建立 焊接 缺陷 的 均值 模型 与 方差 模型 ， 你 会 推荐 什么 操作 条 件 ? 

1217 再 考虑 思考 题 12.16 中 的 波动 焊接 实验 找 出 此 实验 需要 较 少 试验 次 数 的 组 合 表 设 计 . 

1218 再 考虑 思考 题 12.16 中 的 波动 焊接 实验 ， 设 需要 拟 合 的 模型 包括 ， 可 控 变量 的 完全 二 次 模型 的 所 有 
项 、 噪声 变量 的 所 有 主 效应 ,以 及 所 有 可 控 变量 与 噪声 变量 之 间 的 交互 作用 . 你 推荐 什么 设计 ? 


第 13 章 ” 含 随机 因子 的 实验 


本 章 纲 要 
13.1 ”随机 效应 模型 13.7.3 方差 分 量 的 最 大 似 然 估计 
13.2 含 随机 因子 的 二 因子 析 因 设计 第 13 章 补充 材料 
13.3 ”二 因子 混合 模型 513.1 ”随机 模型 的 期 望 均 方 
13.4 含 随机 效应 的 样本 量 的 确定 513.2 ”混合 模型 的 期 望 均 方 
13.5 “期望 均 方 的 计算 法 则 S13.3 ”约束 混合 模型 与 无 约束 混合 模型 
13.6 ”近似 F 检验 5134 样本 容量 不 等 的 随机 与 混合 模型 
13.7 ”关于 方差 分 量 估计 的 一 些 其 他 论题 513.5 ”关于 修正 的 大 样本 方法 的 背景 材料 
13.7.1 方差 分 量 的 近似 置信 区 间 513.6 ”基于 修正 的 大 样本 方法 的 
13.7.2 ”修正 的 大 样本 方法 方差 分 量 比 的 置信 区 间 


本 书 大 部 分 都 假定 实验 中 的 因子 是 固定 因子 , 即 实验 者 采用 的 因子 水 平 是 感 兴趣 的 特定 水 
平 . 这 意味 着 , 对 因子 所 做 的 统计 推断 被 限制 于 所 研究 的 特定 水 平 , 在 例 5.1 电池 寿命 实验 中 研 
究 3 种 材料 , 我 们 的 结论 只 对 这 些 特定 的 材料 类 型 有 效 , 当 一 个 或 多 个 因子 是 定量 因子 时 , 会 出 
现 与 此 不 同 的 情况 . 这 时 , 我 们 通常 用 一 个 把 响应 与 因子 相 联系 的 回归 模型 来 预测 实验 设计 中 因 
子 水 平 范围 内 的 响应 , 第 5 章 到 第 9 章 中 已 给 出 几 个 例子 , 一 般 来 讲 , 对 于 固定 效应 , 实验 的 推 
断 空间 是 指 所 研究 的 一 组 特定 的 因子 水 平 

在 某 些 实验 中 , 因子 水 平 是 从 大 量 的 可 能 水 平 中 随机 选 出 的 , 实验 者 想 从 中 得 出 适用 于 所 有 
水 平 的 结论 , 而 不 仅仅 是 适用 于 那些 实验 设计 中 用 到 的 水 平 . 此 时 , 这 种 因子 称 为 随机 因子 . 我 
们 先 从 一 个 简单 的 情况 开始 , 单 因 子 实验 中 的 因子 是 随机 的 , 以 此 引进 用 于 方差 分 析 和 方差 分 量 
分 析 的 随机 效应 模型 ， 随 机 因子 也 经 常 在 析 因 实验 以 及 其 他 类 型 的 实验 中 出 现 , 本 章 主要 讨论 
有 随机 因子 的 析 因 实验 的 设计 与 分 析 的 方法 . 第 14 章 将 介绍 的 嵌 套 设计 与 裂 区 设计 在 实际 中 经 
常会 遇 到 随机 因子 


13.1 ”随机 效应 模型 


实验 者 经 常会 对 某 个 有 许多 可 能 水 平 的 因子 感 兴趣 . 若 实 验 者 从 这 众多 水 平 中 随机 选取 a 
个 水 平 , 则 称 该 因子 是 随机 的 . 由 于 实验 中 采用 的 该 因子 的 水 平 是 随机 选取 的 , 相应 的 推断 对 因 
子 的 全 体 水 平 都 有 效 ， 假 定 因子 的 水 平 总 数 是 无 限 的 或 大 到 可 以 认为 是 无 限 的 . 通常 不 会 遇 到 
随机 因子 的 水 平 总 数 小 到 只 能 利用 有 限 总 体 方法 的 情况 . 关于 有 限 总 体 情况 时 的 讨论 , 可 以 参见 
Bennett and Franklin(1954) 以 及 Searle and Fawcett (1970). 

线性 统计 模型 为 
i=1,2,.… ,a 
j-12,-,n 
Жент 与 ef 都 是 随机 变量 . 若 r 的 方差 为 o2, ELS е) 独立 , 则 任 一 观测 值 的 方差 为 


уу =H + Ti + Eij { (13.1) 
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V(ya) = o? +0? 


方差 o2 与 o? 称 为 方差 分 量 , 而 模型 [(13.1) 式 ] 称 为 方差 分 量 或 随机 效应 模型 . 为 了 检验 该 模 
型 的 假设 , 我 们 要 求 (65) 是 NID(0,c?), Іт) 是 NID(0,02), 且 i 与 e 相互 独立 @. 
方差 分 析 的 平方 和 分 解 式 
SSr = SSug + SSE (13.2) 


仍然 有 效 . 即 我 们 将 观测 中 的 总 差异 分 解 成 两 部 分 , 一 部 分 度量 了 处 理 间 的 差异 (55ия), 另 一 
部 分 度量 了 处 理 内 部 的 差异 (SSe). 检验 单个 处 理 效应 是 没有 意义 的 , 所 以 我 们 对 方差 分 量 а? 
的 假设 进行 检验 ; 

Ho:o2=0 

Ні:о2>0 
车 o? = 0, 则 所 有 处 理 都 相等 ; 若 c? > 0, 则 处 理 间 存在 差异 . 和 以 前 一 样 ， SSp/o? 服从 自由 
度 为 N 一 a 的 卡 方 分 布 , 在 零 假设 下 , SSwm/o? 服从 自由 度 为 a 一 1 的 卡 方 分 布 . 所 有 随机 变 
量 都 相互 独立 . 这 样 , 在 零 假设 下 , 比值 


(13.3) 


ss, 
laci _ Mun 
E T use 


服从 自由 度 为 a 一 1 和 N —a 的 FAN. 但 是 , 为 了 说 明 检验 方法 , 我 们 先 计算 期 望 均 方 值 , 
考虑 


Е(М5ия)- 


ly (бнт) -»(É Ён) | 


n izi 


因为 | E(r) = 0, ionic 包含 c? 的 项 都 用 o2 HR. 同时 , 包含 ez eR 
X X т? 的 项 分 别 用 no, anc? 和 an?o? 替换 , ПІН, 所 有 包含 n 或 ei 的 交叉 项 的 期 望都 


E(MSun) = 1 [Nu? + No? + ao? — Np? ~ no? 0] 


E(M San) = o? + no? (13.5) 
类 似 地 , 可 以 证 明 
E(MSg) = o? (13.6) 
由 期 望 均 方 可 知 , YE Ho 下 检验 统计 量 ((13.4) Ж) 的 分 子 和 分 母 都 是 o? 的 无 偏 估计 , 而 在 
Hi 下 分 子 的 期 望 大 于 分 母 的 期 望 . 所 以 Fo 的 值 特别 大 时 我 们 应 该 拒绝 Ho. 这 是 上 尾部 的 单 
边 拒绝 域 , 因此 , 当 Fo > Faa-i,N-a 时 我 们 拒绝 Ho. 
Ф (т) 是 独立 的 随机 变量 这 一 假设 意味 着 , 固定 效应 模型 中 的 一 般 假设 b» Ti = 0 并 不 应 用 于 随机 
效应 模型 
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随机 效应 模型 的 计算 步骤 和 方差 分 析 类 似 于 固定 效应 的 情形 . 不 过 结论 对 处 理 的 所 有 水 平 
有 效 , 这 点 上 有 很 大 不 同 . 

我 们 通常 需要 估计 模型 中 的 方差 分 量 (02. 与 o?). 用 于 估计 o? 与 o? 的 方法 称 为 方差 分 析 
ж, 因为 它 利用 方差 分 析 表 得 到 . 计算 步骤 为 ; 先 令 方差 分 析 表 中 的 各 期 望 均 方 等 于 它们 的 观测 
值 , 然后 解 得 方差 分 量 . 在 单 因子 随机 效应 模型 中 , 令 各 均 方 观 测 值 等 于 它们 的 期 望 值 , 得 到 


MSag = о? +по?, | MSg-c? 


所 以 , 方差 分 量 的 估计 为 


ô? = MSp, (13.7) 
аз = Mua -M5r (13.8) 
样本 容量 不 等 时 , 把 (13.8) 式 中 的 n 换 成 
ıle ES 
m=- Ln- 旦 (13.9) 
i Ут 


估计 方差 分 量 的 方差 分 析 法 并 不 要 求 正 态 假定 ， 得 到 的 02 与 o? 估计 是 最 优 二 次 无 偏 的 
( 即 在 由 观测 值 的 二 次 函数 构成 的 所 有 无 偏 估 计 中 , 这 类 估计 量 的 方差 最 小 )， 

有 时 方差 分 析 法 会 得 到 负 的 方差 分 量 估计 值 , 显然 , 由 定义 知 , 方差 分 量 是 非 负 的 , 所 以 负 
的 方差 分 量 估计 值 应 该 被 特别 对 待 . 一 种 做 法 是 , 假定 抽样 波动 导致 负 的 估计 值 , 则 可 接受 该 估 
Vb, 并 以 此 作为 方差 分 量 的 实际 值 为 零 的 依据 , 这 种 做 法 很 直观 , 但 在 理论 上 有 一 些 问题 . 例如 ， 
用 零 代替 负 的 估计 值 会 影响 其 他 估计 的 统计 性 质 . 另 一 种 做 法 是 , 采用 总 是 得 到 非 负 估计 的 其 他 
方法 重新 估计 这 个 负 的 方差 分 量 . 还 有 一 种 做 法 是 , 得 到 负 估计 说 明 线性 模型 的 假定 是 错误 的 ， 
应 该 重新 检查 线性 假定 . 方差 分 量 估计 的 更 多 内 容 参 见 Searle(1971a, 1971b), Searle, Casella, 
and McCullogh(1992), 以 及 Burdick and Graybill(1990). 

例 13.1 一 家 纺织 厂 用 许多 台 织 机 编织 一 种 织物 ， 希 望 织 机 尽量 相同 使 得 织物 的 强度 一 致 . 过 程 工程 
师 怀 疑 , 除了 同一 台 织 机 编织 的 织物 间 强度 会 有 差异 外 , 在 不 同 的 织 机 间 织 物 的 强度 也 有 显著 差异 . 为 此 , 她 
随机 选择 了 4 台 织 机 , 并 对 每 台 织 机 生产 的 织物 进行 了 4 次 强度 测量 实验 按 随机 顺序 进行 , 数据 如 表 13.1 
所 示 . 进行 方差 分 析 , 其 结果 列 在 表 13.2 上 . 根据 方差 分 析 , 得 出 工厂 的 织 机 间 存 在 显著 差异 的 结论 . 


Жізл 0113.1 的 强度 数据 
观测 值 


Бр 1 2 3 4 ^ 
1 98 97 99 96 390 
2 91 90 93 92 366 
3 96 95 97 95 383 
4 95 96 99 98 388 


方差 分 量 的 估计 为 52 = 1.90, 且 
:2.2973-190 _ 


6.96 
62 i 
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913.2 0113.1 强度 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Pi 
织 机 89.19 3 29.73 15.68 «0.001 
误差 22.75 12 1.90 
m 111.94 15 


所 以 , 任 一 强度 观测 的 方差 的 估计 为 
Gy = 02 +ô? = 1.90 十 6.96 = 8.86 


这 里 大 部 分 的 变异 源 于 织 机 间 的 差异 . 

上 述 例子 说 明 方差 分 量 的 一 个 重要 应 用 一 一 分 离 影响 一 个 产品 或 系统 的 不 同 变异 来 源 , Ж 
量 保证 中 经 常会 遇 到 产品 的 变异 性 问题 , 但 要 分 离 变异 的 来 源 通常 比较 困难 . 例如 , 该 研究 也 许 
缘起 于 观测 到 织物 的 强度 间 有 很 大 的 变异 性 , 如 图 13.1a BER. 该 图 显示 了 将 过 程 产 出 (织物 强 
Ж) 看 作 方差 ôg = 8.86( 即 例 13.1 中 对 强度 观测 值 的 方差 的 估计 值 ) 的 正 态 分 布 . 强度 规格 的 
上 限 与 下 限 也 都 标示 在 图 13.1a 上 , 容易 看 出 , 过 程 产 出 中 有 相当 大 的 比例 落 在 规格 限 之 外 (图 
13.10 的 尾部 阴影 区 域 ). 过 程 工程 师 疑虑 为 什么 这 么 多 的 织物 不 合格 , 需要 报废 、 返 修 或 降格 为 
低 质量 产品 , 答案 是 产品 强度 的 差异 主要 源 于 织 机 间 的 差异 ， 织 机 间 性 能 的 差异 可 能 源 于 错误 的 
BUR. CE (OR. 缺少 监管 、 操 作 员 技术 差 、 原 材料 有 问题 等 . 


LSL n USL LSL и USL 
(а) 过 程 产 出 的 变异 (b) о? = 0 时 的 过 程 产 出 的 变异 


图 13.1 ”纤维 性 织物 强度 问题 中 的 过 程 产 出 


过 程 工程 师 现在 需要 区 分 造成 织 机 性 能 差异 的 具体 原因 . 若 她 能 找 出 并 消除 织 机 间 差异 的 
根源 , 过 程 产 出 的 方差 就 可 以 明显 减少 , 也 许可 以 低 到 бу = 1.90, 即 例 13.1 中 织 机 内 (随机 误 
Ж) 方差 分 量 的 估计 值 . 图 13.1b 显示 的 是 织物 强度 的 方差 为 9% = 1.90 的 正 态 分 布 , 注意 此 时 
产 出 中 的 不 合格 品 率 已 被 大 大 降低 . 昌 然 不 太 可 能 根除 织 机 间 的 所 有 差异 , 但 是 , 方差 分 量 的 明 
显 减 小 显然 能 大 大 提高 所 产 织物 的 质量 . 

容易 求 得 方差 分 量 o 的 置信 区 间 , 车 观测 值 是 正 态 的 且 相 互 独立 , 则 (М-а)М8ь/о2 的 
ЖЖ Xira. 因此 有 


e (N - а)М85 


P [e-em < E < хлам) =1-а 


从 而 c? 的 100(1 — o)96 的 置信 区 间 为 
(М - а)М5ь 


2 < (М-а)М8: 
т 
Хама 


` Xi-(/2,N-a 


Xo (13.10) 
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现在 考虑 方差 分 量 o2 的 置信 区 间 . o2. 的 点 估计 为 
„2 MSua — М9 
Ms 
随机 变量 (a — 1)M Saa/(a2 + no?) ИЯ хі, (N — a) М5 /о? 的 分 布 为 xu. 所 以 
02 的 概率 分 布 为 两 个 卡 方 分 布 随机 变量 的 线性 组 合 , 即 


2 2 
11Xa-l 一 22XN-a 


其 中 
2 no? 0? 
ne Ce 

不 幸 的 是 , 对 于 这 个 卡 方 分 布 随 机 变量 的 线性 组 合 的 分 布 而 言 无 法 得 到 其 精确 表达 式 . 这 样 , 就 
不 能 构造 o? 的 精确 置信 区 间 . 近似 算法 参见 Graybill(1961) 和 Searle(1971a)， 也 可 以 参见 
13.7 节 . 

容易 得 到 关于 比值 o2/(o? + 02) 的 置信 区 间 的 精确 表达 式 . 该 比值 称 为 组 内 相关 系数 , 它 
反映 了 , 在 观测 值 的 方差 中 , 由 处 理 间 的 差异 产生 的 那 部 分 所 占 的 比例 , 为 了 推导 在 平衡 设计 情 
形 下 它 的 置信 区 间 , 注意 到 MS 与 M ,Sum 是 相互 独立 的 随机 变量 , 而 且 可 以 证 明 


MSum/(no? + о?) 


~ Fa-iN-a 


Мејо? 
所 以 ， Я 
м8 
(аласа < 9 nog от < Fees) = 170 (341) 
将 (13.11) 式 变形 , 可 以 得 到 ; 
о? 
һ(і<%<ш)-1-а (13.12) 
Am 1 ( MS; 
L=} C 1 — 1) 13.1 
n ( MSE Fa/aa-lN-a (18138) 
1/ М5 1 ) 
U-- >------і 13.1 
n ( MSs 而 -oj2o-bw-a 


这 里 工 与 U 分 别 是 比值 o2/o? 的 100(1 — a)% 置信 下 限 与 上 限 . 所 以 比值 o2/(o? + о?) 的 
100(1 — a)% 置信 区 间 为 
EXE NR 
1-2 `0 +0? 71-0 
为 说 明 该 方法 , 我 们 根据 例 13.1 中 的 强度 数据 计算 02 (02-02) 的 95% 的 置信 区 间 . 由 于 
Маз = 29.73, MSE = 1.90, a = 4, п = 4, Fo.025,312 = 447, H. Fo.975,3,12 = қаша 7 
iis = 0.070. 所 以 由 等 式 (13.13a) 和 (13.13b)， 


L=} e 1. 1) -095 U-i (22 st 1) = 56.633 


(13.14) 


190 447^ 190 " 0.070 
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由 (13.14) R, o2/(o? + o2) 的 9596 的 置信 区 间 为 


0.625 о2 55633 
1.625 ^ o2 +0? ^ 56.633 


即 
E 

0.38 < 935? < 0.98 

我 们 认为 在 织物 强度 观测 的 方差 中 织 机 间 的 变异 占 了 38% 到 98% 的 比重 . 这 里 的 置信 区 间 比 较 

宽 是 因为 实验 中 的 样本 容量 较 小 . 不 过 , 显然 织 机 间 的 变异 是 不 能 忽略 的 . 
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假定 有 两 个 因子 4 和 B, 它们 都 有 许多 水 平 受到 关注 (如 上 节 所 述 ， 假定 水 平 的 总 数 是 无 
AE). 随机 选取 因子 4 的 a 个 水 平 , 因子 B 的 6 个 水 平 ， 并 采用 析 因 实验 设计 来 安排 它们 的 
水 平 组 合 . 车 实验 重复 n 次 , 我 们 可 用 线性 模型 


Sab (13.15) 


san 


描述 观测 值 , 其 中 模型 参数 五, Aj, (0), Eir ЖИЕН. 还 要 假定 随机 变量 7, 8), (70) Eijk 
都 服从 均值 为 0 的 正 态 分 布 , 方差 分 别 为 V(ri) = o, V(8)) = оф, V((TB)u] = o5, У(вуж) = 
о?, 任 一 观测 值 的 方差 是 


Уук = H + Tit Bj + (TP)ij + Eijk 


V(ygk) = 02 + 03 + 025 +0? (13.16) 
Н 07,08,0130 称 为 方差 分 量 ， 我 们 要 检验 的 假设 是 Ho: o = O Ho : ой = 0, 
Но: отр = 0 注意 它们 与 单 因子 随机 效应 模型 的 相似 性 ， 方 差分 析 中 的 数值 计算 不 变 . 也 
就 是 说 , 554, 885, SS4n, SSE 的 计算 方法 都 和 国定 效应 的 情况 相同 . 但 是 要 给 出 检验 统计 量 ， 
须 先 考察 各 期 望 均 方 , 可 以 证 明 


E(MS4) = о? + по?з bino), Е(М8в) = o? 4 по?) + anoh (13.17) 


Е(М5лн) = о? + по? Е(М8в) = о? 
由 期 望 均 方 看 出 , 用 来 检验 无 交互 作用 假设 Ho: оа = 0 的 恰当 的 统计 量 是 


_ MSAB 
及 = ia (13.18) 


因为 在 Ho F, Fo 的 分 子 与 分 母 的 期 望都 是 c, 而 且 , 仅 当 Ho REN, 才 有 Е(М5лв) 大 于 
E(MSz). 比值 Fo 的 分 布 为 Fo, yo -Dasm_D， 同 理 , 要 检验 Ho:o2 = 0, 可 用 
M$4 


Б = ma (13.19) 
ЖӘЖАЕ, s oco; 要 检验 Ho: 03 = 0, 统计 量 是 
r = Mss (13.20) 


MSAB 
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ЖОЖ 8-,а-у-у 这 些 都 是 上 尾部 的 单 边 检验 . 注意 , 这 些 检验 统计 量 与 因子 ALB 
都 是 固定 效应 时 所 用 的 检验 统计 量 不 同 . 均 方 的 期 望 常常 可 以 用 来 指导 检验 统计 量 的 构造 . 

在 许多 涉及 随机 因子 的 实验 中 , 方差 分 量 的 估计 至 少 受到 与 假设 检验 同等 程度 的 关注 . 可 用 
方差 分 析 法 来 求 出 方差 分 量 的 估计 . 也 就 是 说 , 令 方 差分 析 表 中 观测 到 的 均 方 值 等 于 它们 的 期 望 
值 , 进而 解 得 方差 分 量 . 得 出 

RI MSap - MSE (13.21) 


43- М8в, 9%- 
n 


22. Мӛв- М8ав 42. М8А - М5лв 
ago an AES Sd bn 
作为 二 因子 随机 效应 模型 中 方差 分 量 的 点 估计 , 我 们 将 在 13.7 节 中 讨论 方差 分 量 点 估计 的 其 他 
方法 , 以 及 构造 置信 区 间 的 方法 . 
例 13.2 测量 系统 的 能 力 研 究 
统计 设计 的 实验 经 常用 于 研究 影响 一 个 系统 的 变异 来 源 ， 一 个 常见 的 工业 应 用 是 用 实验 设计 去 研究 一 
个 测量 系统 的 变异 成 分 ， 这 类 研究 常 称 为 量具 能 力 研究 (gauge capability studies) 或 量具 可 重复 性 与 
可 再 现 性 (gauge repeatability and reproducibility, R&R) 研究 , 因为 它们 是 受到 关注 的 变异 成 
分 (关于 R&R 研究 的 更 多 讨论 , 参见 本 章 补充 材料 ). 

-个 典型 的 R&R 实验 [来 自 Montgomery(2001)] JU 13.3. 量具 用 于 测量 工作 的 关键 尺寸 . 从 生产 
线 上 选 出 20 个 工件 , 随机 选择 3 名 操作 员 用 这 种 量具 测量 每 个 工件 两 次 ， 测 量 次 序 是 完全 随机 的 ， 所 以 这 
是 一 个 二 因子 析 因 实验 , 设计 因子 是 工件 与 操作 员 , 有 两 次 重复 . 工件 与 操作 员 都 是 随机 因子 . 应 用 (13.16) 
式 中 的 方差 分 量 等 式 , 即 


00 = 02 +03 +02g +0? 
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工件 编号 操作 员 1 操作 员 2 操作 员 3 
1 21 20 20 20 19 21 
2 24 23 24 24 23 24 
3 20 21 19 21 20 22 
4 27 27 28 26 27 28 
5 19 18 19 18 18 21 
6 23 21 24 21 23 22 
7 22 21 22 24 22 20 
8 19 17 18 20 19 18 
9 24 23 25 23 24 24 
10 25 23 26 25 24 25 
11 21 20 20 20 21 20 
12 18 19 17 19 18 19 
13 23 25 25 25 25 25 
14 24 24 23 25 24 25 
15 29 30 30 28 81 30 
16 26 26 25 26 25 27 
17 20 20 19 20 20 20 
18 19 21 19 19 21 23 
19 25 26 25 24 25 25 


20 19 19 18 17 19 17 
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其 中 oj 是 总 变异 (包括 了 由 不 同 工 件 、 操 作 员 以 及 量具 造成 的 变异 )，c? 是 工件 的 方差 分 量 ， c2 是 操作 
员 的 方差 分 量 , o2, 是 工件 与 操作 员 的 交互 作用 的 方差 分 量 ，c2 是 随机 实验 误差 的 方差 ， 特 别 地 ,由 于 o? 
被 认为 是 反映 了 由 同一 名 操作 员 测 量 同一 工件 时 观测 到 的 变异 ， 所 以 方差 分 量 o2 称 为 量具 的 可 重复 性 . 而 
о + 025 反映 了 操作 员 使 用 量具 所 造成 的 测量 系统 中 的 其 余 的 变异 ， 所 以 它 被 称 为 量具 的 可 再 现 性 . 

R 13.4 列 出 了 本 实验 的 方差 分 析 . 计算 是 由 Minitab 中 的 Balanced ANOVA 过 程 完成 的 ， 根 据 
Р 值 , 我 们 认为 工件 的 效应 是 大 的 , 操作 员 也 许 稍微 有 些 影响 , 工件 一 操作 员 交 互 作用 没有 显著 效应 . 用 
13.21 式 估计 各 方差 分 量 如 下 : 


62.39 — 0.71 0.71 — 0.99 
02 = MÀ — 10.28, 02, = — — — — — 0.14 
= 0802) ud 2 
1.31 ~ 0.71 
ja 32 = 
ĉa = — M = 0.015, 67 = 0.99 
5^ Q9) 


表 13.4 9013.2 的 方差 分 析 (Minitab Balanced ANOVA) 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 


part | random 20 1 2 3 4 5 6 7 


operator random 3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source DF 88 MS F P 

part 19 1185.425 62.391 87.65 0.000 

operator 2 2.617 1.808 1.84 0.173 

part*operator 38 27.050 0.712 0.72 0.861 

Error 60 59.500 0.992 

Total 119 1274.592 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using unrestricted model) 

1 part 10.2798 3 (4) + 2(3) + 6(1) 

2 operator 0.0149 3 (4) + 2(3) + 400) 

3 part*operator -0.1399 4 (а) + 2(3) 

4 Error 0.9917 (4) 


Minitab 输出 的 表 13.4 的 底部 包含 了 随机 模型 的 各 期 望 均 方 ， 带 圆 括号 的 数字 代表 了 方差 分 量 (4) 
代表 o2, (3) 代表 26， 等 等 ]， 还 给 出 了 方差 分 量 的 估计 ， 以 及 用 于 检验 方差 分 析 中 的 方差 分 量 的 误差 项 
术语 “unrestricted model( 无 约束 模型 )” 与 随机 模型 无 关 , 它 要 在 后 面 才 讨论 

注意 到 有 个 方差 分 量 ( 即 o2。) 的 估计 是 负 的 . 这 当然 不 合理 , 因为 根据 定义 方差 是 非 负 的 . ange, 
采用 方差 分 析 法 进行 估计 ， 可 能 会 得 到 负 的 方差 分 量 估计 值 . 可 以 用 不 同 的 方法 来 处 理 这 种 负 的 估计 值 . 一 
种 方法 是 , 假定 负 的 估计 值 意味 着 方差 分 量 实 际 值 为 零 ， 于 是 就 设 其 为 堆 ， 其 余 方差 分 量 估计 值 不 变 . 另 一 
种 方法 是 , 用 一 种 确保 估计 值 非 负 的 方法 来 估计 方差 分 量 . 最 后 , 注意 到 表 13.4 中 交互 作用 项 的 Р 值 很 大 ， 
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这 可 看 作 02, 实际 值 为 零 且 没 有 交互 效应 的 证 据 , 因此 拟 合 如 下 的 简化 模型 : 
Vijk =H + Ti Bj + Eijk 
其 中 不 含 交互 作用 项 . 这 种 方法 相对 简单 , 很 多 时 候 与 更 复杂 的 方法 几乎 同样 有 效 . 
表 13.5 显示 了 简化 模型 的 方差 分 析 . 由 于 模型 中 没有 交互 作用 项 , 两 个 主 效应 都 与 误差 项 相 比 来 进行 
检验 , 各 方差 分 量 的 估计 如 下 : 
62.39 — 0.88 1.31 — 0.88 


ô? = 一 一 一 一 10.25, 63 = 一 一 一 一 一 二 0.0108， à? = 0.88 
"790 00 = CO 


表 13.5 013.2 的 简化 模型 的 方差 分 析 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 

Factor Туре Levels Values 

part random 20 1 2 з 4 5 6 7 
operator random 3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source DF 85 MS F P 

part 19 1185.425 62.391 70.64 0.000 

operator 2 2.617 1.308 1.48 0.232 

Error 98 86.550 0.883 

Total 119 1274.592 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component | term (using unrestricted model) 

1 part 10.2513 3 (3 + 6) 

2 operator 0.0106 3 (3) + 40(2) 

3 Error 0.8832 (3) 


最 后 , 用 方差 分 量 估计 02 与 83 的 和 来 估计 量具 的 方差 ， 
Gm = ô? + 03 = 0.88 + 0.010 8 = 0.890 8 


量具 的 变异 性 相对 于 产品 的 变异 性 显然 为 小 .这 是 一 种 理想 的 情况 , 说 明 量具 能 够 区 分 不 同等 级 的 产品 , 
测量 系统 能 力 研究 是 实验 设计 的 常见 的 应 用 . 这 些 实验 中 几乎 都 有 随机 效应 . 要 了 解 更 多 的 
内 容 或 参考 文献 , 参见 Burdick, Borror and Montgomery(2003). 


13.3 ”二 因子 混合 模型 
现在 考虑 因子 A 固定 而 因子 B 随机 的 情况 , 称 之 为 方差 分 析 混合 模型 . 线性 统计 模型 为 
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і-1,2,--,а 

12,--,ь (13.22) 
к-1,2,... 

其 中 т 是 固定 效应 ， в; 是 随机 效应 , 假定 交互 作用 (r8); 是 随机 效应 , 而 со, 是 随机 误差. 

还 假定 (т) 是 使 得 »» m = 0 的 固定 效应 , 而 0) 是 NID(0,o3) 的 随机 变量 .交互 作用 效应 


("ба 是 正 态 随机 变量 ， 其 均值 为 0, 方差 为 [(a — 1)/ajc?s， 但 交互 作用 分 量 按 固定 效应 加 起 
来 为 零 . 这 就 是 说 


ук = H+ Ti Bj + (78): + Eijk 


X08s-609.-0 j=l gb 


这 意味 着 , 固定 因子 不 同 水 平 上 的 某 些 交 互 作 用 元 素 不 是 独立 的 ， 事 实 上 , 可 以 证 明 ( 见 思考 题 
13.25) 


Соу), (rl m -202s igi 
而 对 了 s js (7B)s 与 (rg) ar OUTRE, 随机 误差 项 es 则 是 NID(0,o2)， 因 为 交互 作用 
效应 在 固定 因子 的 各 水 平 上 的 总 和 等 于 办 这 种 混合 模型 也 称 为 约束 模型. 
在 这 个 模型 中 , (r6)5 的 方差 定义 为 [(a - 1)/a]o?5, 而 不 是 025. 这 是 为 了 简化 期 望 均 方 . 
而 假定 (78), = 0 对 期 望 均 方 也 有 作用 , 可 以 证 明 


bn X ui 
s 
Е(М8в) = о? + ano2, pn = 0° 


因此 , 检验 固定 因子 效应 的 均值 是 否 相等 ( 即 Ho : ri = 0) 的 恰当 的 统计 量 是 


MSa 
MSas 


它 服从 Fa-1,(a-1)(6-1) ЭЖ. 为 检验 Ho : о? = 0, 检验 统计 量 是 


MSs 
MSg 


ЖОЖ РЬ 1а). 最 后 为 检验 Ho: o2 = 0, 用 


_ MSas 
~ MSE 


E(MS4) = о? + nad, + 


E(MSaB) = о? + no?5 (13.23) 


h= 


= 


其 分 布 为 Fa- 1)(5-1),0b(n—1)- 
在 混合 模型 中 , 可 以 估计 固定 效应 为 


À-g. (13.24) 
= gi. =g. i212, 
方差 分 量 03, 025,0? Wi eap E 在 (13.23) ATERS- 个 方程 , 留 下 有 3 个 


未 知 量 的 3 个 方程 , 其 解 为 
MSs – MSE 


32 
ô? = 
в ап 
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- MS, 
620 = Msan- E (13.25) 


8? = MSE 
这 个 一 般 的 方法 可 以 用 来 估计 任 一 混合 模型 的 方差 分 量 . 在 舍弃 含有 固定 因子 的 均 方 后 , 通常 在 
留 下 的 方程 组 中 能 够 解 出 方差 分 量 . 
混合 模型 中 , 试验 者 可 能 会 对 固定 因子 的 某 个 处 理 均值 的 假设 检验 或 置信 区 间 构 造 感 兴趣 . 
在 使 用 这 些 方法 时 , 必须 小 心地 使 用 处 理 均值 的 合适 标准 误 . 固定 效应 处 理 均值 的 标准 误 是 
Errori eri ES [MSas 
每 个 处 理 均 值 的 观测 值 个 数 bn 
注意 该 标准 误 就 是 将 固定 效应 模型 中 使 用 的 标准 误 中 的 M Sc 换 成 了 用 于 假设 检验 的 均 方 . 
例 13.3 测量 系统 的 能 力 研究 实验 再 探 
重新 考虑 例 13.2 提 到 的 量具 R&R 实验 , 现 假定 只 有 3 名 操作 员 使 用 这 种 量具 , 所 以 操作 员 是 固定 因 
T. 然而 , 因为 工件 是 随机 选择 的 , 所 以 现在 实验 要 采用 混合 模型 . 
混合 模型 的 方差 分 析 列 在 表 13.6 中 ,计算 由 Minitab 中 的 Balanced ANOVA 过 程 完成 我们 规定 
在 Minitab 分 析 的 模型 是 约束 模型 ，Minitab 还 生成 了 该 模型 的 期 望 均 方 . 在 Minitab 的 输出 中 , fft Q[2) 
b 
标记 了 国定 因子 效应 操作 员 的 二 次 表达 式 ， 即 Q=) 82/0 1). 结论 与 例 13.2 相似 .由 (13.25) Ж, 
f 
方差 分 量 可 估计 为 


313.6 H 13.3 中 混合 模型 的 方差 分 析 (Minitab): 假定 采用 约束 模型 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Туре Levels Values 


part random 20 1 2 з 4 5 6$ т 


operator fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source DF 88 Ms F P 

part 19 1185.425 62.391 62.92 0.000 

operator 2 2.617 1.308 1.84 0.173 

part*operator 38 27.050 0.712 0.72 0.861 

Еггог 60 59.500 0.992 

Total 119 1274.592 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using restricted model) 

1 part 10.2332 а (4) + 60) 

2 operator 3 (4) + 2(3) + 40Q[2] 

3 part*operator -0.1399 4 (4) + 2(3) 


4 Error 0.9917 (4) 
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M$r«- MSg 62.39- 0.99 
Ld ra ks a ees UP 1099 
тж ап (3702) 


MSriwxmsa — MSE _ 0.71 – 0.99 _ 


一 0.14 


53 es 
?工作 x 操作 员 一 n 2 


ô? = MSp = 0.99 


Minitab 输出 也 给 出 这 些 结果 , 又 得 到 了 交互 作用 的 方差 分 量 的 负 的 估计 值 . 一 种 合适 的 做 法 是 , 正如 
我 们 在 例 13.2 所 做 的 , 拟 合 简化 模型 . 这 时 混合 模型 有 两 个 因子 ， 得 到 与 例 13.2 中 相同 的 结果 . 

其 他 混合 模型 

人 们 曾 提出 几 种 不 同 的 混合 模型 . 这 些 模型 在 关于 随机 分 量 的 假定 方面 不 同 于 上 面 研究 的 
约束 混合 模型 . 现 简要 讨论 其 中 之 一 . 

考虑 模型 

Vijk = H+ Qi + y; + (ату): + Eijk 
其 中 o 6 = 1,2… ,a) 是 满足 D o = 0 的 固定 效应 , %. (07) 以 及 eigr 是 不 相关 的 随机 
2 

变量 , CHINOS SE, 方差 分 别 为 V) = 02, Vlar] = о2,, Vlen) = o. 注意 这 里 并 没 
有 用 到 原先 对 交互 效应 的 约束 条 件 , 这 种 混合 模型 一 般 被 称 为 无 约束 混合 模型 

可 以 证 明 , 这 一 模型 的 期 望 均 方 是 (参见 本 章 的 补充 材料 ) 


E(M84) = о? + no2, + E(MS4p) = о? + nož, (13.26) 
E(MSn) = о? + noi, + ano2, E(M SE) = о? 


将 这 些 期 望 均 方 与 (13.23) 式 中 的 期 望 均 方 进行 比较 ， 可 以 看 出 仅 有 随机 效应 一 项 有 明显 的 差 

别 , 在 随机 效应 的 期 望 均 方 中 出 现 方差 分 量 o2,， (实际 上 ， 由 于 关于 交互 作用 效应 方差 的 定义 不 

相同 , 这 两 个 模型 还 有 其 他 的 差别 .) 因此 , 我 们 用 统计 量 Fy = 792. 检验 随机 效应 的 方差 分 量 

EFP (Ho : o5 = 0) 的 这 一 假设 类 似 于 在 约束 模型 中 用 Fy 二 М5в/М8 检验 Ho : од = 0. 
两 个 模型 的 参数 有 密切 的 关系 . 事实 上 , 可 以 证 明 


C06 б=т + (07), (rB)s = (ey — (93); 


03 = объ 198, 002, 
可 以 用 方差 分 析 法 来 估计 方差 分 量 , 参照 期 望 均 方 , 对 (13.25) 式 仅 需 改变 
o2 = Mn = иа (1327) 


这 两 个 模型 都 是 Scheffé (1956а, 1959) 所 提出 的 混合 模型 的 特殊 情况 该 模型 假定 观测 值 
可 表示 为 


i-12,-,a 
Vijk = та) + Eijk j=1,2,:,b 
k-—12,-,n 


其 中 mi 与 eij 是 独立 随机 变量 . my 的 结构 为 


Mij = рт, су, Е(т))-и--ті, ӘХт-0 
E 
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cj-0 1-1,2,22, 

bj 和 сз 的 方差 与 协 方差 用 mj 的 协 方差 来 表示 , ПІН, 在 混合 模型 的 其 他 公式 中 , 随机 效应 参 
数 和 bj 与 су 有 关 . 除了 当 Ho : i = 0 ЖАН, 统计 量 М54/М5лв 不 总 是 服从 F 分 布 这 
一 点 之 外 , Scheffé 模型 的 统计 分 析 法 和 我 们 的 约束 模型 相同 . 

鉴于 混合 模型 的 多 样 性 , 一 个 逻辑 上 很 自然 的 问题 是 , 人 们 该 用 哪 一 个 模型 呢 ? 我 个 人 更 看 
好 约束 模型 , 而 且 它 也 是 文献 中 最 为 常见 的 , 约束 模型 实际 上 比 无 约束 模型 更 一 般 些 . 因为 在 约 
束 模型 中 , 随机 因子 水 平 相同 的 两 个 观测 值 的 协 方差 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 ; 而 在 无 约束 模型 
中 , 这 种 协 方差 只 能 是 正 的 . 如 果 随 机 分 量 的 相关 结构 不 强 , 则 这 些 混合 模型 都 适用 , 它们 之 间 
仅 有 微小 的 差别 . 另 一 方面 , 混合 模型 的 无 约束 形式 更 适用 于 设计 为 不 平衡 的 场合 , 因为 它 使 用 
方便 , 而 且 许多 计算 软件 在 显示 期 望 均 方 时 都 假定 为 无 约束 模型 ，(SAS 就 是 如 此 , 而 Minitab 
中 的 默认 模型 也 是 无 约束 模型 , 尽管 这 很 容易 更 改 .) 以 后 , 当 提 到 混合 模型 时 , 我 们 假定 是 约束 
模型 ， 不 过 , 当 数 据 有 强 的 相关 性 时 , 则 必须 用 Scheffé 模 型 .模型 的 选择 应 该 主要 取决 于 数据 . 
Hocking (1973) 的 论文 清晰 地 总 结 了 各 种 混合 模型 ， 

例 13.4 无 约束 模型 

一 些 计算 软件 包 只 支持 一 种 混合 模型 . 而 Mintab 同时 支持 约束 与 无 约束 模型 , 尽管 如 上 面 提 到 的 , 5% 
认 的 是 无 约束 模型 表 13.7 列 出 了 对 例 13.3 中 实验 采用 无 约束 模型 的 Mintab ЖИН. 可 以 看 到 , 这 些 期 望 
均 方 与 (13.26) 式 中 的 期 望 均 方 相同 . 结论 和 约束 模型 分 析 所 得 的 相同 , 而 且 方差 分 量 估 计 也 非常 相近 . 

Жіз7 Ø 13.3 中 采用 无 约束 模型 的 实验 分 析 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 
part random 20 1 2 3 4 5 6 $ 


operator fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for y 


Source DF ss Ms F P 

part 19 1185.425 62.391 87.65 0.000 

operator 2 2.617 1.308 1.84 0.173 

part*operator 38 27.050 0.712 0.72 0.861 

Еггог 60 59.500 0.992 

Total 119 1274.592 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using unrestricted model) 

1 part 10.2798 з (0*2 + 6) 

2 operator з (4) + 2(3) + QI2] 

3 part*operator -0.1399 4 (2*2) 


4 Error 0.9917 (4) 
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13.4 “” 含 随 机 效应 的 样本 量 的 确定 


附录 中 的 抽检 特性 曲线 可 用 于 确定 有 随机 因子 实验 的 样本 量 , 考虑 13.1 节 中 的 单 因子 随机 
效应 模型 . 该 随机 效应 模型 的 第 II 类 错误 概率 是 


有 =1-Pf{ 拒 绝 Ho|Ho 不 真 } = 1— P(Fo > Faa-1,N-alo? > 0) (13.28) 


这 仍 要 用 到 检验 统计 量 Fo = M Sum /M Sg. 在 备 择 假设 下 的 分 布 . 可 以 证 明 , 当 万 为 真 (02 > 
0) 时 , Fo 的 分 布 是 自由 度 为 a 一 1 和 N — a 的 中 心 F 分 布 . 

因为 随机 效应 模型 的 第 TT 类 错误 概率 是 基于 常用 的 中 心 F 分 布 , 我 们 可 以 用 附录 中 的 F 
分 布 表 来 求 (13.28) 式 的 值 . 不 过 , 用 抽检 特性 曲线 来 确定 检验 的 灵敏 度 则 更 为 简单 ,附录 的 表 
VI 给 出 了 一 系列 有 不 同 的 分 子 自由 度 、 分 母 自由 度 且 a 取 0.05 或 0.01 时 的 抽检 特性 曲线 . 这 
类 曲线 画 出 关于 参数 A 的 第 II 类 错误 的 概率 , 其 中 


по? 
gà 


入 = /1 + (13.29) 


注意 和 含有 两 个 未 知 参数 o2 与 o?. 如 果 对 全 体 处 理 中 的 有 待 检测 的 变异 程度 有 所 了 解 , 我 们 
也 许可 以 估计 o2. o? 的 估计 可 根据 以 往 的 经 验 与 判断 来 选择 . 有 了 时, 通过 探求 比值 o2/o? 将 有 
助 于 我 们 确定 所 感 兴趣 的 o? КИН. 

例 13.5 假定 有 5 个 随机 选 出 的 处 理 , 每 个 处 理 有 6 个 观测 值 , a = 0.05, 2%; о? 等 于 o?, 我 们 想 要 
确定 检验 的 势 . 因为 a = 5, n = 6, H o? = o2, 可 算出 


入 = VIX S) = 2.646 
根据 自由 度 为 — 1-4, N 一 a = 25, B a = 0.05 的 特性 曲线 , 可 以 得 到 
B 0.20 


所 以 检验 的 势 近 似 为 0.80. 
也 可 以 通过 观测 标准 差 增加 的 百分比 来 确定 样本 量 , 若 各 处 理 是 齐 次 的 ， 则 随机 选取 的 观测 
的 标准 差 为 ", 但 是 , 若 处 理 间 有 差异 , 则 随机 选取 的 观测 的 标准 差 为 


ЖР 为 给 定 的 观测 标准 差 的 增加 百分比 ， 超出 它 就 要 拒绝 零 假设 ， 
vo? x o2 
E: 


-14001P 
id 2 
E =(1+0.01P} -1 
因此 , 由 (13.29) st, 得 到 
Aegis 99 = VIFO FOP] (13.30) 
对 给 定 的 P, 附录 的 表 VI 中 的 特性 曲线 可 用 来 确定 所 需 的 样本 容量 . 
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对 于 二 因子 随机 效应 模型 和 混合 模型 , 我 们 仍 可 以 用 抽检 特性 曲线 来 确定 样本 的 容量 . 附录 
VI 用 于 随机 效应 模型 . 参数 和 、 分子 自 由 度 、 分 母 自由 度 列 在 表 13.8 的 上 半 部 分 . 对 于 混合 模 
型 , 附录 V 与 附录 VI 都 要 用 到 . 合适 的 D? 值 与 和 值 列 在 表 13.8 的 下 半 部 分 . 


表 13.8 ”用 于 附录 中 表 V 与 表 VI 中 关于 二 因子 随机 效应 模型 


和 混合 模型 的 抽检 特性 曲线 的 参数 
随机 效应 模型 
因子 A 分 子 自由 度 分 母 自由 度 
4 1+ алі; а-1 (a - 1) 1) 
B fr, 5-1 (a - 1)(b 1) 
AB + (a - DO- аҚа-1) 
混合 模型 
因子 参数 分 子 自由 度 分 母 自 由 度 附 表 
moa 
A( 固 定 ) P= у a-1 (а= 1)(b — 1) v 
已 (随机 ) 入 = у1+ E b-1 ab(n — 1) УІ 
АВ 入 = 14 2938 (a — 1)(b — 1) ab(n — 1) УІ 
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实验 设计 问题 的 重要 部 分 是 进行 方差 分 析 , 这 涉及 要 确定 模型 每 一 分 量 的 平方 和 以 及 与 每 
一 平方 和 相关 的 自由 度 , 然后 , 为 了 构造 恰当 的 检验 统计 量 , 就 必须 确定 期 望 均 方 . 在 复杂 的 设 
计 情 况 下 , 特别 是 涉及 随机 模型 或 混合 模型 的 设计 , 给 这 一 过 程 建立 一 种 规范 的 方法 常常 是 有 好 
处 的 . 

我 们 将 提出 一 组 计算 法 则 , 用 来 计算 模型 中 各 效应 (此 处 说 的 效应 包括 主 效应 与 交互 作用 ) 
的 平方 和 、 自 由 度 以 及 期 望 均 方 . 这 些 法 则 对 任何 平衡 的 析 因 设计 、 赚 套 设计 ?或 嵌 套 析 因 实 验 
都 适用 ，( 但 对 部 分 的 平衡 安排 , 如 拉丁 方 与 不 完全 区 组 设计 ， 并 不 适用 .) 此 外 还 有 其 他 一 些 法 
JU, 例如 , 参见 Scheffé(1959), Bennett and Franklin(1954), Cornfield and Tukey(1956) 以 及 
Searle(1971a, 1971b). 通过 考察 期 望 均 方 , 人 们 可 以 提出 检验 关于 任 一 模型 参数 的 假设 的 恰当 
统计 量 . 检验 统计 量 是 期 望 均 方 的 一 个 比值 , 它 的 取 法 是 使 分 子 均 方 的 期 望 值 与 分 母 均 方 的 期 望 
值 仅仅 在 我 们 感 兴趣 的 方差 分 量 或 固定 因子 上 有 所 不 同 . 

对 任 一 模型 , 通常 有 可 能 像 我 们 在 第 3 章 中 曾 做 过 的 那样 去 确定 期 望 均 方 , 也 就 是 , 通过 直 
接应 用 期 望 算 子 . 这 种 常 被 叫做 “ 硬 算 ” 的 方法 , 是 很 宛 长 乏味 的 ， 下 面 所 给 出 的 求 任 一 设计 期 


CD 霸 套 设计 将 在 第 14 章 介绍 . 
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望 均 方 的 法 则 , 不 需要 硬 算 , 且 在 实践 中 , 用 起 来 相对 简单 . 当 应 用 于 混合 模型 时 , 我 们 用 假定 有 
n 次 重复 的 二 因子 固定 效应 析 因 模型 来 说 明 这 些 法 则 . 

法 则 1 模型 中 的 误差 项 为 cijom, 其 中 下 标 m 是 重复 下 标 . 对 二 因子 模型 说 来 , 该 法 则 意 
味 着 误差 项 为 eijs. eij.…m 的 方差 分 量 是 0°. 

法 则 2 除了 总 均值 (u) 和 误差 项 eij.…m 之 外 , 模型 包含 所 有 的 主 效应 和 任 一 实验 者 假定 存 


在 的 交互 作用 . 如 果 个 因子 所 有 可 能 的 交互 作用 都 存在 , 则 有 (9 个 二 因子 交互 作用 ， (9 


TEZBUPSCHÁEHL,1478 k 因子 交互 作用 . 如 果 某 一 项 中 有 一 个 因子 出 现在 小 括号 内 , 则 在 
那 一 项 中 , 那个 因子 和 其 他 的 因子 之 间 没有 交互 作用 . 

法 则 з ”对 模型 中 除 均值 (1) 和 误差 项 外 的 每 一 项 , 将 其 下 标 划分 为 3 类 : (a) 可 变动 
的 一 一 在 该 项 中 出 现 的 但 不 在 小 括号 内 出 现 的 那些 下 标 ; (b) 固定 的 一 一 在 该 项 中 出 现 的 且 
在 小 括号 内 出 现 的 那些 下 标 ; (с) 不 出 现 的 一 一 在 模型 中 出 现 但 在 该 项 中 不 出 现 的 那些 下 标 , 注 
意 二 因子 固定 效应 模型 中 没有 固定 的 下 标 ， 不 过 我 们 将 在 以 后 碰 到 这 种 模型 , 比如 , 在 二 因子 模 
型 中 , 对 于 (7B)ij, i 与 j 是 可 变动 的 , k 是 不 出 现 的 . 

法 则 а (自由 度 ) 模型 中 任 一 项 的 自由 度 是 与 每 一 固定 下 标 有 关 的 水 平 数 和 与 每 一 可 变动 下 
标 有 关 的 水 平 数 减 一 的 乘积 , 例如 , (rO) 的 自由 度 是 (a — 10 1). 误差 的 自由 度 是 用 NN 1 
减 去 所 有 其 他 自由 度 的 和 , 其 中 N 是 观测 的 总 数 . 

法 则 5 模型 中 的 每 一 项 都 有 一 个 与 它 有 关 的 方差 分 量 (随机 效应 ) 或 固定 因子 (固定 效应 )， 
如 果 某 一 交互 作用 至 少 包含 一 个 随机 效应 时 , 则 整个 交互 作用 看 作 是 随机 的 . 方差 分 量 用 希腊 字 
母 作为 下 标 来 标记 特定 的 随机 效应 , 这 样 , 在 因子 A 固定 而 因子 B 随机 的 二 因子 混合 模型 中 ， 
B 的 方差 分 量 是 02, 而 AB 的 方差 分 量 是 [^ 固定 效应 通常 用 与 那 一 因子 有 关 的 模型 分 量 的 
平方 和 除 以 它 的 自由 度 来 表示 . 在 我 们 的 例子 中 , A 的 固定 效应 是 

x 
iml. 
а-1 

法 则 6 (лану) 每 一 模型 分 量 都 有 期 望 均 方 .误差 的 期 望 均 方 为 EMS) = 02, 在 约束 
模型 中 ,对 模型 的 其 他 各 项 来 讲 , 期 望 均 方 或 包含 该 项 的 方差 分 量 或 包含 该 项 的 固定 效应 分 量 ， 
加 上 问题 中 包含 的 效应 的 所 有 模型 其 他 项 的 分 量 , 以 及 与 其 他 固定 效应 没有 交互 作用 的 其 他 项 
的 分 量 , 再 加 上 o?. 每 个 方差 分 量 或 固定 效应 的 系数 是 在 该 分 量 取 不 同 值 时 的 观测 个 数 . 

用 二 因子 固定 效应 模型 的 情形 来 说 明 ， 考虑 交互 作用 的 均 方 期 望 E(M San) 的 计算 . 均 方 期 
望 只 包含 АВ 交互 作用 的 固定 效应 (因为 没有 其 他 模型 项 包含 AB) 和 02. 而 АВ 的 固定 效应 
URDU n, 因为 在 交互 作用 分 量 的 每 个 不 同 值 处 有 n 个 观测 值 (在 每 个 单元 处 有 п 个 观测 ) 所 
以 AB 的 均 方 期 望 为 A 

, TÈLO 
l Е(М84в) = c? + v- De 
作为 二 因子 固定 效应 模型 中 的 另 一 个 说 明 , 主 效应 A 的 均 方 期 望 为 
in Yr? 


E(M$84) 2 o? + TT 
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分 子 中 的 乘 数 是 bn, 因为 A 的 每 个 水 平 上 有 bmn 个 观测 . 交互 作用 项 АВ 没有 包含 在 期 望 均 方 
中 , 因为 虽然 它 的 确 包含 与 4 有 关 的 效应 , 但 是 B 是 固定 效应 . 

为 说 明 法 则 6 如 何 用 于 随机 效应 模型 , 我 们 考虑 二 因子 随机 模型 , 交互 作用 АВ 的 均 方 期 
望 为 

E(MS4g) = о? + по?в 
而 主 效应 4 的 均 方 期 望 为 
E(MSA) = o? + nog + bno? 

注意 这 包含 了 交互 作用 AB 的 方差 分 量 , 因为 4 包含 在 AB 中 而 В 是 随机 效应 . 

再 考虑 约束 的 二 因子 混合 模型 . 交互 作用 AB 的 均 方 期 望 为 


E(MSAn) = о? + no25 
而 固定 因子 4 的 主 效应 的 均 方 期 望 为 


bn Ў тё 
E(MS4) = o? + по? + EE 
它 包含 了 交互 作用 的 方差 分 量 , 因为 4 包含 在 АВ 中 而 В 是 随机 效应 . 对 于 因子 B 的 主 效应 ， 
期 望 均 方 为 
E(MSz) = о? + ano 
这 里 交互 作用 的 方差 分 量 没有 出 现 , 因为 虽然 В 包含 在 АВ 中 但 4 是 固定 效应 , 请 注意 这 些 期 
望 均 方 与 前 面 (12.23) 式 的 二 因子 混合 模型 的 那些 结果 是 一 致 的 . 
法 则 6 可 以 很 方便 地 修改 , 以 用 于 无 约束 混合 模型 的 期 望 均 方 的 计算 , 仅仅 包括 所 考虑 项 的 
效应 , 加 上 包含 该 效应 的 所 有 项 , (只 要 存在 至 少 一 个 随机 因子 ). 为 了 说 明 , 考虑 无 约束 二 因子 混 
合 模型 的 情况 . 二 因子 的 交互 作用 项 的 均 方 期 望 为 


E(MSan) = o? + по?) 


(请 回忆 约束 模型 与 无 约束 模型 中 模型 分 量 记号 的 差别 .) 对 于 固定 因子 A 的 主 效应 , 期 望 均 方 为 


E(M84) = о? + no25 十 acp 
而 对 于 随机 因子 B 的 主 效应 , 期 望 均 方 则 为 
Е(М5в) = о? + по?) + anoh 


注意 这 些 是 原先 关于 无 约束 混合 模型 的 (13.26) 式 给 出 的 期 望 均 方 . 

例 13.6 考虑 三 因子 析 因 实 验 , 因子 A a 个 水 平 , 因子 B 有 个 水 平 , 因子 C 有 c 个 水 平 , mn 次 
重复 . 假定 所 有 因子 都 是 固定 效应 ，5.4 节 给 出 了 这 一 设计 的 分 析 . 现在 假定 所 有 因子 都 是 随机 的 , 要 确定 期 
望 均 方 , 合适 的 统计 模型 是 


Vijkt = H+ Ti + Bj ke + (78) + (т) + (87) + (TBY)ijk + Eijkt 
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用 前 面 所 说 的 法 则 , 期 望 均 方 的 演算 列 在 表 13.9 中 

由 表 13.9 的 期 望 均 方 , 我 们 注意 到 , WR A, B, C 都 是 随机 因子 , 则 对 主 效应 不 存在 精确 的 检验 法 . 也 
就 是 说 , 如 果 想 要 检验 假设 o? = 0, 则 我 们 不 能 构造 两 个 期 望 均 方 的 比值 使 得 分 子 仅 比 分 母 多 一 项 beno. 
B 5 C 的 主 效应 也 有 同样 的 现象 , 对 二 因子 和 三 因子 的 交互 作用 的 精确 检验 法 是 存在 的 ， 但 是 , 对 实验 者 
来 说 , 关于 主 效应 的 检验 法 可 能 更 加 重要 ， 因 此, 应 该 怎样 来 检验 主 效应 呢 ? 这 一 问题 在 13.6 节 中 考虑 . 


表 13.9 ”三 因子 随机 效应 模型 的 期 望 均 方 


模型 项 期 望 均 方 
Ti 2 + cno? + та? + по? з, + beno? 
Bj ? + спо? + ano3, +no?g, + acnog 
Yk 2 + то? + апо, + по? з, + abno? 
(28), 2 + no2gy + спо? 
(еда 9 ноз, ой, 
(87) к a? + по? 3, + anoh, 
(TBY)ijk Е 02 + па? з, 
бы L оз 
----------------а 
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在 有 3 个 或 更 多 个 因子 的 随机 模型 或 混合 模型 的 析 因 实验 中 ,或 某 些 更 为 复杂 的 设计 中 ， 
模型 的 某 些 效应 常常 没有 精确 的 检验 统计 量 ， 应 对 这 种 困境 的 一 种 可 能 的 解法 是 假定 某 些 交 
EAER DRR 比如 , 当 有 理由 假定 例 13.6 中 所 有 的 二 因子 交互 作用 都 可 以 忽略 时 , 则 可 令 

028 = 02, = aj, = 0, 从 而 可 进行 主 效 应 的 检验 . 

虽然 这 样 做 看 起 来 很 有 吸引 力 , 但 必须 指出 , 为 了 假定 有 一 个 或 多 个 交互 作用 可 以 忽略 , 须 
要 对 生产 过 程 的 本 质 有 所 了 解 或 者 说 要 有 一 些 坚 实 的 先 验 知识 才 行 . 一 般 说 来 , 这 种 假定 是 不 易 
做 到 的 , 也 不 应 该 轻易 使 用 . 在 没有 足够 的 证 据 证 明 那 样 做 是 恰当 的 时 候 , 不 应 当 删除 模型 的 某 
些 交 互 作用 , 有 些 实验 者 提倡 的 方法 是 首先 检验 交互 作用 ， 然后 令 那 些 不 显著 的 交互 作用 为 零 
再 在 同一 实验 中 检验 其 他 效应 时 假定 这 些 交互 作用 为 零 . 尽管 有 时 在 实践 中 会 这 样 做 , 但 这 一 方 
法 是 有 危险 的 , 因为 关于 交互 作用 的 任何 决定 , 都 使 人们 容易 遭受 第 1 类 和 第 TI 类 错误 . 

这 一 想法 的 一 种 变形 , 是 在 方差 分 析 中 将 某 些 均 方 合并 起 来 , 以 便 得 到 有 更 大 自由 度 的 误差 
估计 量 . 例如 , 在 例 13.6 中 , 假定 检验 统计 量 8, = ABEM SE 不 显著 . FÆ, Ho : 02g, = 0 
不 能 被 否定 , IIb, MSanc 与 MSe 都 可 估计 误差 方差 o? .实验 者 可 按照 下 式 合并 MSanc 
与 MSg: 
abc(n — 1) М8 + (a — 1)(b — 1)(c — 1)M Sanc 

abc(n — 1) + (a — 1)(6 — 1)(c — 1) 
使 得 E(MSp/) = o*. MS» 有 abc(n — 1) + (a - 1)(6 — 1)(c — 1) 个 自由 度 , 而 原先 的 MS 
Ж abc(n — 1) 个 自由 度 . 

合并 的 危险 在 于 , 可 能 产生 第 TL 类 错误 并 将 实际 上 有 显著 性 的 因子 的 均 方 与 误差 合并 起 来 ， 

从 而 导致 新 的 残 差 均 方 (М8) ЖЖ. 这 会 使 其 他 显著 性 效应 更 难于 检测 . 另 一 方面 , 如 果 原 来 


MSp = 
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的 误差 均 方 的 自由 度 很 小 (例如 , 小 于 6), 由 于 合并 可 能 会 潜在 地 增加 进一步 检验 的 精确 度 , Эс 
验 者 也 许 会 获 益 更 多 . 一 种 合理 的 实用 方法 如 下 . 如 果 原 来 的 误差 均 方 的 自由 度 等 于 6 或 更 多 ， 
则 不 合并 , 如 果 原 来 的 误差 均 方 的 自由 度 小 于 6, 则 仅 当 被 合并 的 均 方 的 Е 统计 量 在 大 的 a 值 
(比方 说 a = 0.25) 处 不 显著 时 才 进 行 合并 . 

如 果 不 能 假定 某 些 交 互 作用 可 忽略 , 而 我 们 仍 须 作出 关于 那些 不 存在 精确 检验 法 的 效应 的 
统计 推断 时 , 则 可 以 使 用 Satterthwaite (1946) 所 提供 的 方法 . Satterthwaite 法 使 用 均 方 的 线 
性 组 合 , 例如 ， 

М8 = MS, +-+ MS, (13.31) 
MS" = MS, +... + MS, (13.32) 


Ж (13.31) Ж (1332) 式 的 均 方 选 择 是 要 使 得 E(M S") - E(M S") 等 于 零 假设 中 所 考虑 的 
效应 (模型 参数 或 方差 分 量 ) 的 倍数 . 此 时 检验 统计 量 是 


F= мы. (13.33) 

其 分 布 近似 为 ,a, 其 中 v 
ui XU EMAUT (13:34) 
(MS, 4 + MS)? daas 


17 М7, ++ MSh 
Ep5 q 中 , f, EIH MS: 的 自由 度 . 我 们 不 能 确保 р 与 а 都 是 整数 , 所 以 需要 在 F ЖЖ 
中 进行 插值 . 例如 , 在 三 因子 随机 效应 模型 ( 表 13.9) 中 , 易 见 用 于 检验 Ho : o2 = 0 的 合适 的 检 
验 统计 量 是 Р = MS/MS", 其 中 


MS'— MS4-* MSanc, М8” = MSas +MSac 


F ІЮНІНЛЕНГІДІҢ (13.34) 和 (13.35) 式 算得 . 

该 检验 的 理论 依据 是 检验 统计 量 [(13.33) Ж) 的 分 子 与 分 母 都 近似 为 卡 方 变量 的 乘积 , 而 且 
因为 没有 均 方 同时 出 现在 分 子 与 分 母 中 , 所 以 分 子 与 分 母 相 互 独立 , 所 以 (13.33) sib F 3E 
似 服 从 Fpa 分 布 . Satterthwaite 指出 , 当 MS" 与 M.S” 中 某 些 均 方 取 负 值 时 , 应 用 上 述 方法 
要 特别 小 心 . Gaylor and Hopper(1969) 提出 , ЯҒ MS' = M51 — Ma, 则 当 


М8 
м > Fo.o25, 55, fi X о.о, fa fa 


H fi & 100 81 f; > fi/2 时 , Satterthwaite 的 近似 检验 仍然 适用 . 

例 13.7 研究 涡轮 机 膨胀 阐 的 压力 差 实验 ， 设 计 工程 师 考 虑 的 影响 压力 差 的 重要 变量 有 : 入口 端 的 气 
体温 度 (A), 测量 员 (В). 测量 员 所 用 的 测 压 表 (C). 这 3 个 因子 被 安排 在 一 个 析 因 设计 中 , 其 中 气温 固定 ， 
测量 员 与 测 压 表 是 随机 的 . 表 13.10 中 给 出 有 两 次 重复 的 规范 数据 ， 该 设计 的 线性 模型 是 ; 


Vikt =H + Ti Bs mk (78) + (TYik + (0) + (TBY)ijk + Eijkt 


其 中 ri 是 气体 温度 (A) 的 效应 , 0; 是 测量 员 (B) 的 效应 , ә, EWER (C) 的 效应 . 
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方差 分 析 见 表 13.11. 期 望 均 方 的 一 列 加 进 该 表 中 ,该 列 中 的 各 项 都 是 用 13.5 节 所 讨论 的 准则 推导 出 
来 的 . 由 均 方 期 望 这 一 列 可 看 到 , 除 A 的 主 效应 外 , 对 其 他 所 有 效应 都 存在 精确 的 检验 法 .检验 结果 显示 在 


#1311 Ф. 
要 检验 气体 温度 效应 , 或 Ho : т; = 0, 使 用 统计 量 
n 
MS" 
表 13.10 ”涡轮 机 实验 的 压力 差 规范 数据 
WE (A) 
60°F 75°F 90°F 
WER 测量 员 (в) WRA (B) 测量 员 (В) 
(C) $ 2 3 4 1 2 3 4 H 2 3 4 
1 -2 0 -1 14 6 Я -7 -8 -2 -1 -2 
-3  -9  -8 4 14 0 2 6 -8 390 -2 1 
2 -6 -5 -8 -3 2 8 6 -5 -8 1 -9 -8 
4 -1 -2 -7 2 6 2 2 80 92 9.58 з 
з =1 0-4 07 v2" OU. € 8% 0-6 -4 0d ас 1 
0 


Жізлі 压力 差 数 据 的 方差 分 析 


方差 来 源 жун АН 期 望 均 方 SH Fa P 
温度 , A — 1023.36 2 o2 十 bna3 + спо? + по, + mE 511.68 222 017 
测量 员 , B 423.82 3 02 ano, +acnog 14127 4.05 007 
测 压 表 , С 719 2 а? 4+ ano3, + ата? 3.60 010 0.90 
АВ 1211.97 6 02 + nog, + спо? 202.00 14.59 <0.01 
АС 137.89 4 02 + no25, + то, 3447 249 010 
BC 209.47 6 o? + anoh, 3491 163 017 
ABC 166.11 12 o? + nod, 13.84 0.65 0.79 
误差 770.50 36 c? 21.40 

合计 3 950.32 т 

其 中 


М8” = МЅА + MS4Bc， MS" = MS4B + МЅАС 


E(MS') - E(MS") = жест 
为 确定 检验 Ho : ri = 0 的 统计 量 , 我 们 算得 


MS' = MSA + MSABC = 511.68 + 13.84 = 525.52 
MS" = MSAB +MSac 020 十 34.47 — 236.47 
Е = ian = wear? 
根据 (13.34) 和 (13.35) Ж, 此 统计 量 的 自由 度 如 下 ， 
(MS4 + MS4Bc)? (525.52)? 


7 №53 /2+ MS} po/12 ~ (LG8? 724 038772 7 2332 
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_ (Мав + М8дс)2 _ (236.47)2 zu ES 
45 52 16+ М542/4 — (202.00)276 + (34.47)? /4 
将 FP = 2.22 与 Fo.05,2,8 = 4.46 ЖЕЖ, 我 们 不 能 拒绝 Ho. 其 P 值 约 等 于 Р = 0.17. 

AB( 即 气温 与 测量 员 ) 的 交互 作用 是 大 的 , 而 有 迹象 表明 4C( 即 气温 与 测 压 表 ) 存在 交互 作用 . AB 交 
互 作用 与 AC 交互 作用 的 图 形 分 析 显 示 在 图 13.2 H, 它 表明 当 使 用 测量 员 1 和 测量 表 З 时 , 气温 的 效应 
比较 大 . 这 样 一 来 , 气温 与 测量 员 的 主 效应 有 可 能 被 大 的 АВ 交互 作用 所 掩盖 ， 

表 13.12 是 Minitab Balanced ANOVA 关于 例 13.7 中 的 实验 的 输出 结果 . 我 们 规定 的 是 
约束 模型 , QUT] 代表 了 气压 的 固定 效应 . 可 以 看 到 , 方差 分 析 表 中 的 各 项 与 表 13.11 中 的 基本 相 
同 , 除了 气温 的 F 检验 统计 量 的 值 (因子 А) АЯ. Minitab 注 明 该 检验 不 是 精确 检验 (由 期 望 
均 方 可 见 ). Minitab 用 的 合成 检验 就 是 Satterthwaite 方法 , 但 它 的 检验 统计 量 与 我 们 的 有 点 不 
同 . 从 Minitab 的 输出 结果 可 以 看 到 , 检验 因子 4 的 误差 均 方 是 


(4) + (5) – (7) = Мав + MSac — MSAnc 


Авала 
4*C 单 元 总 和 


25 B=1 
B=3 


60 75 % 60 75 90 


图 13.2 压力 差 实验 中 的 交互 作用 
其 期 望 值 为 : 


E((4) + (5) — (7)] — a? + поз, спа?) + 02 + по? + по? — (0° + nod.) 


= 0? + no25, + cno25 + та, 


它 是 一 个 合适 的 用 来 检验 A 的 均值 效应 的 近似 误差 均 方 . 这 很 好 地 说 明了 Satterthwaite 方法 
中 可 以 用 不 止 一 种 的 方法 来 构造 合成 均 方 . 不 过 , 一 般 我 们 更 倾向 于 选择 均 方 的 线性 组 合 , 而 不 
是 Minitab 所 用 的 那 种 线性 组 合 , 因为 它 不 能 保证 该 线性 组 合 的 均 方 非 负 . 

表 13.13 给 出 了 例 13.7 的 无 约束 模型 的 分 析 . 与 约束 模型 的 主要 差别 在 于 , 对 全 部 3 个 
均值 效应 的 均 方 的 期 望 值 是 不 存在 精确 检验 的 ， 无 约束 模型 中 两 个 随机 均值 效应 可 以 用 它们 的 
交互 效应 进行 检验 , 但 这 时 B 的 均 方 期 望 涉 及 02, 和 02, C 的 均 方 期 望 涉 及 025, A 02, 
Minitab 又 一 次 构造 合成 的 均 方 , 并 用 Satterthwaite 方法 来 检验 这 些 效应 . 除了 测量 员 效应 的 
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方差 外 , 无 约束 模型 的 结论 与 约束 模型 的 大 体 上 没有 根本 的 差异 , 无 约束 模型 得 到 了 一 个 负 的 
оф 的 估计 . 因为 测量 表 因子 在 两 个 分 析 中 都 不 显著 , 接 下 来 进行 某 种 模型 简化 是 可 能 的 . 


表 13.12 Bl 13.7 的 Minitab Balanced ANOVA 输出 (约束 模型 ) 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels ^ Values 
GasT fixed 3 60 75 90 
Operator random 4 1 2 3 4 
Gauge random 3 1 2 3 


Analysis of Variance for Drop 


Source DF 88 MS F P 
GasT 2 1023.96 — 511.68 2.80 0.171 x 
Operator 3 423.82 141.27 4.05 0.069 
Gauge 2 7.19 3.60 0.10 0.904 
Gast*Üperator 6 1211.97 202.00 14.59 0.000 
Gast^Gauge 4 137.89 34.47 2.49 0.099 
Üperator*Gauge 6 209.47 34.91 1.68 0.167 
Gast*Üperator*Gauge 12 166.11 13.84 0.65 0.788 
Еггог 36 770.50 21.40 

Total 71 8950.32 


X Not an exact F-test. 


Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using restricted model) 

1 GasT * (8) + 2(7) + 85) + 6(4) + 24Q[1] 

2 Operator 5.909 6 (8) + 6(6) + 18(2) 

3 Gauge -1.305 6 (8) + 6(6) + 24(3) 

4 GasT*Operator 31.559 7 (8) + 207) + 6(4) 

5 GasT*Gauge 2.579 7 (8) + 2(7) + 8(5) 

6 Üperator*Gauge 2.252 8 (8) + 6(6) 

7 Gast*Üperator*Gauge -3.780 8 (8) + 20) 

8 Error 21.403 (8) 

* Synthesized Test. 

Error Terms for Synthesized Tests 

Source Error DF Error MS Synthesis of Error MS 


1 GasT 6.97 222.63 (4) + (5) - (9 
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Ж 13.13 13.7 的 Minitab Balanced ANOVA 输出 (无 约束 模型 ) 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels | Values 

GasT fixed 3 60 75 90 

Operator random 4 1 2 3 4 

Gauge random 3 1 2 3 

Analysis of Variance for Drop 

Source DF ss м5 Е P 

GasT 2 1023.36 — 511.68 2.80 0.171 x 

Operator 3 423.82 141.27 0.68 0.616 x 

Gauge 2 7.19 3.60 0.06 0.938 x 

Gast*Üperator 6 1211.97 202.00 14.569 0.000 

Gast*Gauge 4 — 197.89 34.47 2.49 0.099 

Dperator*Gauge 6 209.47 34.91 2.52 0.081 

Gast*ÜperatoreGauge | 12 166.11 13.84 0.66 0.788 

Еггог 36 1770.50 21.40 Total 71 — 3950.32 

x Not an exact F-test. 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using unrestricted model) 

1 GasT Ы (8) + 207) + 8(5) + 6(4) + Q(1) 

2 Operator -4.544 * (8) + 2(7) + 6(6) + 6(4) + 18(2) 

3 Gauge -2.164 * (8) + 2(7) + 6(6) + 8(5) + 24(3) 

4 GasT*Üperator 31.359 7 (8) + 2(7) + 6(4) 

5 GasT*Gauge 2.579 (8) + 2(7) + 8(5) 

6 Dperator*Gauge 3.512 7 (8) + 2(7) + 6(6) 

7 Gast*Operator*Gauge -3.780 8 (8) + 20) 

8 Error 21.403 (8) 

* Synthesized Test. 

Error Terms for Synthesized Tests 

Source Error DF Error MS Synthesis of Error MS 

1 GasT 6.97 222.63 (4) + (5) - (7) 

2 Operator 7.09 223.06 (4) + (6) - (9 

3 Gauge 5.98 55.54 (5) + (6) - (7) 


438 第 13 章 含 随 机 因子 的 实验 


13.7 ”关于 方差 分 量 估计 的 一 些 其 他 论题 


正如 我 们 前 面 看 到 的 , 随机 模型 或 混合 模型 中 方差 分 量 的 估计 , 对 实验 者 来 讲 , 常常 是 非常 
重要 的 目标 , 本 节 将 给 出 一 些 在 估计 方差 分 量 时 更 深入 的 结果 和 更 有 用 的 技术 . 主要 考虑 计算 方 
差分 量 的 置信 区 间 的 方法 , 以 及 说 明 如 何 计算 方差 分 量 的 最 大 似 然 估计 . 当 方差 分 析 方法 产生 负 
的 估计 时 , 最 大 似 然 估计 方法 可 能 是 非常 有 用 的 替换 方法 . 
13.7.1 方差 分 量 的 近似 置信 区 间 
13.1 节 引 入 了 随机 效应 模型 , 当时 给 出 了 简单 设计 中 o? 以 及 方差 分 量 的 其 他 函数 的 精确 
100(1 — а)% 置信 区 间 , 方差 分 析 中 , 对 任意 一 个 能 表示 为 某 个 均 方 期 望 的 方差 分 量 的 函数 , 总 
能 找到 它 的 精确 置信 区 间 . 例如 , 考虑 误差 均 方 . 因为 Е(М5в) = o?, 我 们 可 以 求 出 o? 的 精确 
置信 区 间 , 这 是 因为 
fg MSs[a? = fgó? Ја? 
服从 自由 度 为 fo 的 卡 方 分 布 . 精确 的 100(1 — a)% 置信 区 间 是 
ЈеМ8в <о3< feMSE 
хаав 
不 幸 的 是 , 在 很 多 涉及 多 个 设计 因子 的 复杂 实验 中 , 一 般 不 能 找到 那些 方差 分 量 的 精确 置信 区 间 ， 
这 是 因为 这 种 方差 不 是 方差 分 析 中 单个 均 方 的 精确 期 望 .不 过 , 在 13.6 节 中 介绍 的 Satterth- 
waite 的 近似 伪 7 检验 中 的 概念 , 可 以 用 于 对 那些 没有 精确 置信 区 间 的 方差 分 量 构造 近似 置信 
Б. 
Satterthwaite 方法 中 用 到 均 方 的 两 个 线性 组 合 ， 


М8! = М5,  ----- М8, 


E (13.36) 
y Xia/2, 8 


和 
MS" = MSu ++ MS, 


检验 统计 量 


近似 于 F ЯЯ. 采用 (13.34) 和 (13.35) 式 定义 的 MS" 与 MS" 的 近似 自由 度 , 可 以 将 这 个 伪 
已 统计 量 用 于 对 感 兴趣 的 参数 或 方差 分 量 的 显著 性 的 近似 检验 . 

要 检验 方差 分 量 o8 的 显著 性 , 选择 两 个 线性 组 合 MS 与 MS", 使 它们 期 望 值 的 差 等 于 该 
方差 分 量 的 某 个 数 乘 , 即 

Е(М8)- E(M S") = коё 
或 
Е(М8') – Е(М8”) 
Е 


о = 
(13.37) 式 给 出 了 od 的 一 个 点 估计 : 


2_ MS-MS" 1 
MS" oe EMS,- FMS, =- EMS, (13.38) 


(13.37) 


k 
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(13.38) 式 中 的 各 均 方 (MS;) 相互 独立 , B. fiM5;/o? = 55;/o? 有 自由 度 为 fi 的 卡 方 分 布 . 
ЖЕНЕ о) 的 估计 量 是 均 方 的 一 个 线性 组 合 , 而 69/00 有 自由 度 为 7 的 近似 卡 方 分 布 , 其 中 


(99 (М8,%--%М8,-М8,-..-М8,) 


r=- id 2 3 2 ме? 
аңа” Xe NEQNE. sm 


(13.39) 


该 结果 仅 在 oz > 0 时 才 成 立 . 因为 + 通常 不 是 整数 , 一 般 要 用 到 卡 方 表 的 插值 . Graybil(1961) 
导出 了 关于 r 的 一 般 结果 . 
因为 r68/o8 具有 自由 度 为 + 的 近似 卡 方 分 布 , 所 以 


2 r608 а 
Рах а, < TF < Xar} =l- a 
1 


ji " 
Pi -7> <о08 < - =1-a 
Хар," Xi-a/2,r 


所 以 оф 的 近似 100(1 — a)% 置信 区 间 为 


22 22 
760 € ol < 790 


(13.40) 


<< 
Хауа» ХІ уа» 


例 13.8 为 说 明 该 方法 , 我 们 考虑 例 13.7 中 的 实验 , ЗААН АА РУСА АЛИКЕ 
压力 差 , 模型 是 


Vijkt = H + Ti + Pj + Yk + (TB)ij + (TY)ik + (BY)jk + (785) ук + езды 


其 中 т 是 固定 效应 , 其 余 效应 都 是 随机 效应 , 我 们 要 求 出 25 的 近似 置信 区 和 间 ， 根据 表 13.11 中 的 均 方 期 
望 可 以 看 到 , 二 因子 交互 效应 AB 与 三 因子 交互 效应 АВС 上 的 均 方 期 望 的 差 是 所 感 兴趣 的 方差 分 量 о2, 
的 倍数 : 


E(MSAp) – EUMS4Bc) = о? +no?gy + eno2g ~ (0? +no?g,) = eno 
这 样 , o24 的 点 估计 为 


52, = MSas - MSanc 202.00 - 13.84 
ôro = MM eM = 3136 
4 en BOB 


E (MSas - MSApc)? _ (202.00 — 13.84)2 
7 MS} MS? 77 (202.00)? 13.84)2 

G-Ds + ta сту OO t WOA 
由 (13.40) 式 , 可 得 о2, 的 近似 95% 置 信 区 间 如 下 : 


m 一 5.19 


тө? ró? 
BL < vs < 978 
X0.025,r- Х0.өтб,ғ 
(5.19)(31.36) (5.19)(31.36) 


<ө%,< 
1314 59-0 0.90 


12.39 < c2, < 180.84 
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13.7.2 ”修正 的 大 样本 方法 
上 面 的 Satterthwaite 方法 是 相对 简单 的 构造 方差 分 量 近似 置信 区 间 的 方法 , 所 处 理 的 方差 
分 量 能 表示 为 均 方 的 线性 组 合 , 即 5 
68 = У) MS: (13.41) 
ert 


当 每 个 均 方 MS: 的 自由 度 都 比较 大 , ЗЕН. (13.41) 式 中 的 所 有 c; 都 为 正 数 时 ，Satterthwaite 
方法 非常 适用 . 但 是 , 经 常会 有 一 些 ci 是 负 的 . Graybill and Wang (1980) 提出 一 个 称 为 修正 
的 大 样本 方法 , 它 是 Satterthwaite 方法 的 一 个 非常 有 用 的 补充 , 车 (13.41) 式 中 的 所 有 ci 都 为 
正 数 , W сд 的 近似 100(1 — a)% 的 大 样本 置信 区 间 为 


^ Q Q 
90 — (| У GRMS? < od < 60 +4] У H22MS? (13.42) 
а а 
其 中 i i 
Gi -1- , ыт -1 
i Еа, Fi-o fio 


注意 , 分 母 自由 度 是 无 穷 的 Р 随机 变量 等 价 于 一 个 卡 方 分 布 的 随机 变量 除 以 自身 的 自由 度 . 
现在 考虑 比 (13.41) 式 更 一 般 的 情况 , 其 中 的 常数 с, 没有 都 为 正 数 的 约束 , 这 可 以 表示 为 


ô= Ў c MS, — Ў GMS; сс 20 (13.43) 
Ры 
Ting Л, (1990) 给 出 了 o8 的 近似 100(1 — a)% 的 置信 下 限 为 
1= 68 -Vr (13.44) 
其 中 


P , Q 4 Р 9 
У. = У GMS+ Y ном + Уу X GYcic MSiMS; 
j=P+1 iSi j=P+ 


гау: 
+ У у СласМ8:М8, 
4 


1 
Gi-1- 
Fasti, 
Hj;-L—— -1 
ne 
(Fo. — 1)? -GUF ps – Н? 
Gy = 一 一 二 一 一 0 一 
Балы 
1 VAHAP бір сір 
- - P-1, ЗР>1 
Gi = | (=) Ah Е ED MP» 
ШР-і 


这 些 结果 还 可 以 推广 到 方差 分 量 比值 的 近似 置信 区 间 . 关于 这 些 方法 的 完整 说 明 ， 参 见 
Burdick and Graybill(1992) 这 一 优秀 专著 . 也 可 以 参见 本 章 的 补充 材料 . 
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例 13.9 为 说 明 修 正 的 大 样本 方法 , 重新 考虑 例 13.7 中 的 三 因子 混合 模型 .我 们 要 求 出 02, 的 近似 
AREKE. 回顾 o2, 的 点 估计 为 


;3.. MSas - MSABC _ 202.00 — 13.84 
A en 2 
因此 , 用 (13.43) 式 的 记号 , cl = c2 = 4, Н 
нына Дені 

Fo.05,6,00 21 
E 1 fast 
2 Fossizo 0.435 
_ (Foos,o i2 — 1)? — (G1)? F808,6,12 — (H2)? 
> Е0.05,6,12 

(3.00 — 1)? — (0.524)? (3.00)? — (1.3)? 


> A AL 0.054 
3.00 


= 31.36 


Gi -1- 


Ha 一 1= 1.30 


Сі 


Gi, =0 
由 (13.44) Ж, 
Vi =G}? MS} p + HIM S5 po + Gizcic2MSABMSAnc 
= (0.524)? (1/6)? (202.00)? + (1.3)? (1/6)? (13.84)? 
+(—0.054)(1/6)(1/6)(202.00)(13.84) 
= 316.02 
所 以 o2, 的 近似 95 吧 置信 下 限 为 
L-—ó14- VVL = 31.36 — V316.02 = 13.58 

该 结果 与 已 精确 检验 关于 该 效应 的 结果 一 致 . 
13.7.3 ”方差 分 量 的 最 大 似 然 估 计 

本 章 着 重 讲述 关于 方差 分 量 估计 的 方差 分 析 方 法 , 因为 方差 分 析 相 对 直接 并 且 用 的 都 是 常 
JUR, 即 方差 分 析 表 中 的 那些 均 方 . 不 过 , 该 方法 也 有 一 些 缺 点 , 包括 有 时 会 给 出 负 的 方差 估计 . 
ТІН, 方差 分 析 方法 其 实 是 一 种 矩 估 计 (moment estimator) 的 方法 ， 由 于 用 矩 估 计 得 到 的 估计 
量 的 统计 性 质 一 般 不 太 好 , 数理 统计 学 家 一 般 不 喜欢 用 矩 估计 , 数理 统计 学 家 更 愿意 使 用 的 参数 
估计 方法 是 最 大 似 然 法 (method of maximum likelihood). 这 种 方法 实施 起 来 也 许 有 些 麻烦 , 特 
别 是 对 于 实验 设计 模型 . 但 从 某 种 意义 来 讲 , 最 大 似 然 法 选 出 的 参数 估计 , 能 针对 具体 模型 与 具 
体 误差 分 布 , 使 样本 观测 结果 出 现 的 概率 最 大 化 . Milliken and Johnson(1984) 对 最 大 似 然 法 在 
实验 设计 模型 中 的 应 用 给 出 了 一 个 很 好 的 综述 . 

最 大 似 然 法 的 完整 介绍 超出 了 本 书 的 范围 , 但 它 的 基本 思想 还 是 容易 说 明 的 . 假设 x 是 一 
个 概率 分 布 为 f (250) 的 随机 变量 , 其 中 0 是 未 知 参数 , 设 z1,z2,… ,zw 是 有 个 观测 的 随机 
样本 , 则 该 样本 的 似 然 函数 (likelihood function) 为 


L(8) = f(z10) - f(z2;0) -+-+ f(zn;0) 


注意 , 似 然 函 数 只 是 一 个 关于 未 知 参数 9 的 函数 . Ө 的 最 大 似 然 估 计 是 使 似 然 函数 L(0) 达到 最 
大 的 9 的 值 . 
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为 说 明 该 方法 如 何 用 于 带 有 随机 效应 的 实验 设计 模型 , 考虑 a = 5 = n = 2 的 二 因子 模型 . 


此 模型 为 


уук = H + Ti + Bi + (TB)ij + Eijk 


其 中 i=1,2, j=1,2 А к= 1,2. 任 一 观测 的 方差 是 


V(yx) = 00 = 03 +08 +023 +0? 


且 协 方差 为 


=0} +05 +02, 


Cov(vak uo pu) 


不 妨 把 观测 值 看 作 一 个 8 x 1 向 量 , 记 为 


yu 
Уа? 
yai 
yaz 
yin 
1122 


yan 


0222 


而 方差 与 协 方差 可 以 表示 为 一 个 8 x 8 的 协 方差 矩阵 ， 


iedjg-fkzk 


ied 
igiüjzy 
ііі 


| 


Ха EX 
E- n 12 
Ха Уә 
其 中 Di, о, Di2, Ea = Zio 是 如 下 的 4 x 4 的 矩阵 ; 
оу 07 +05 +03, 
2 2 2 2 
Уц = Хз = сетор ето m 
o? о? 
о? о? 
о cà 0 
3 cà 0 
Ха-| 7B 08 0 
0 0 cj 
о о в 


(13.45) 


且 Ул 就 是 Da 的 转 置 . 现 每 个 观测 都 服从 方差 为 cy 的 正 态 分 布 , 假定 所 有 N = abn 个 观 


测 服 从 联合 正 态 分 布 , 则 随机 模型 的 似 然 函 数 为 


L(u,02,03,025,07) = 


1 AER Я Я 
тунаруу P Е - juu) (у - ine] 
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其 中 jw 是 N x 1 的 分 量 都 为 1 的 向 量 . 1,02, 03.025,07. 的 最 大 似 然 估 计 是 使 似 然 函 数 取 到 
最 大 值 时 这 些 参数 的 取 值 . 另外 , 还 需要 将 方差 分 量 的 估计 约束 为 非 负 值 . 所 以 在 实际 中 , 我 们 
将 在 此 约束 下 最 大 化 似 然 函 数 . 

由 最 大 似 然 法 估计 方差 分 量 的 计算 要 用 到 特定 的 计算 机 软件 . 一 些 通用 统计 软件 包 都 具有 
此 功能 . SAS 用 SAS PROC MIXED 来 计算 随机 或 混合 模型 中 的 方差 分 量 . 我 们 通过 将 PROC 
MIXED 用 于 例 13.2 和 13.3 中 的 二 因子 析 因 模型 , KHH PROC MIXED 的 使 用 . 

首先 考虑 例 13.2. 该 模型 是 一 个 二 因子 析 因 的 随机 效应 模型 ， 方 差分 析 法 得 到 了 交互 作用 
效应 方差 分 量 的 一 个 负 的 估计 值 . 用 PROC MIXED 可 以 避免 方差 分 量 的 负 估计 值 , 只 要 指定 
使 用 约束 (或 残 差 ) 最 大 似 然 估计 方法 (REML). КЕМІ, 实际 上 约束 方差 分 量 的 估计 为 非 负 值 . 

SAS PROC MIXED 需要 输入 模型 参数 的 协 方差 矩阵 , 随机 变量 相互 独立 的 随机 模型 的 协 
方差 结构 为 


921 0 0 
G-| 0 ой 0 (13.46) 
0 о 


其 中 工 是 单位 阵 ， 模型 的 该 协 差 阵 结构 , 可 以 通过 在 PROC MIXED 中 RANDOM 语句 规定 
TYPE=structure option 来 实现 . 例 13.2 中 模型 的 协 方差 矩阵 结构 是 用 TYPE=SIM (PROC 
MIXED 中 的 默认 情形 ) 来 规定 的 , 它 规定 了 模型 参数 的 协 方差 矩阵 是 (13.46) 式 给 出 的 简单 
结构 . 

表 13.14 给 出 了 用 SAS PROC MIXED 对 例 13.2 中 实验 的 分 析 结 果 . 我 们 选择 了 方差 分 
量 估计 的 REML 方法 , 输出 的 结果 被 标 上 了 数字 以 便于 下 面 进行 解释 . 

(1) 方差 分 量 估计 与 相关 输出 . 

(2) 协 方差 参数 . 类 似 于 模型 的 参数 : ô? ,653,626,602. 

(3) 效应 的 方差 估计 与 残 差 方差 估计 的 比值 : 02/02. 

(4) 参数 估计 . 这 些 是 方差 分 量 的 КЕМІ, 估计 值 92,63,62s,6?, 要 注意 025 的 НЕМІ, fii 
计 值 为 0. 

(5) 估计 的 标准 误 . 这 是 参数 估计 的 大 样本 标准 误 , se(52) = YVER). 

(6) 与 方差 估计 有 关 的 2 统计 量 : 2 = 6?/se(6?). 

(т) 算出 的 2 统计 量 的 Р (i 

(8) 用 于 计算 置信 区 间 的 a Ж. 

(9) 关于 方差 分 量 的 100(1 — a)% 的 大 样本 正 态 理论 置信 区 间 的 下 限 与 上 限 : 


L=60?— Zo/2ase(0?), U =ô? Zo/2se(0?) 


(10) 估计 的 近似 协 方差 矩阵 . 这 是 方差 分 量 估计 的 大 样本 协 方差 矩阵 . 

(11) 用 于 比较 不 同 模型 拟 合 程度 的 模型 拟 合 度量 

注意 , 用 SAS PROC MIXED 得 到 的 结果 , 与 例 13.2 中 用 简化 模型 (没有 交互 作用 项 ) 拟 
合 数据 时 所 给 出 的 结果 相当 一 致 . 

在 例 13.3 rp, 考虑 同样 的 实验 , 但 假定 操作 员 是 固定 因子 , 导出 一 个 混合 模型 . SAS PROC 
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MIXED 能 用 于 这 种 情况 的 方差 分 量 的 估计 . 假定 所 有 随机 变量 都 是 相互 独立 的 ( 即 无 约束 混合 
模型 ), 观测 值 的 协 方差 结构 为 


= 08 +o} +02 i= j=j k=k 
2142 - " ， 
= 08 +023 ї=0,ј =), кек 
Соу(угк, уу (13.47) 
MUST zd igijoy 
-0 了 天池 
# 13.14 8015.2 中 量具 可 重复 性 与 可 再 现 性 研究 分 析 的 SAS PROC MIXED 
输出 (使 用 方差 分 量 的 REML 估计 ) 
The MIXED Procedure 
Class Level Information 
Class Levels Values 
PART 20 1 2346567 89 10 11 12 із 
14 15 16 17 18 19 20 
OPERATOR 3123 
REPLICAT r x 


1 
Covariance Parameter Estimates (REML) 


EB ы A [rii tg 


Cov Parm Ratio Estimate Std Errors Z Pr > |z| Alpha Lower Upper 
OPERATOR 0.01203539 0.01062922 0.03286000 0.32 0.7463 0.05 70.0538 0.0750 
PART 11.60743820 10.25126446 3.37376878 3.04 0.0024 0.05 3.6388 16.8637 
PART*OPERATOR -0.00000000 -0.00000000 

Residual 1.00000000 0.88316339 0.12616620 7.00 0.0000 0.08 0.6354 1.1304 


10 
Asymptotic Covariance Matrix of Estimates 


Cov Parm OPERATOR PART ~ PART«OPERATOR Residual 
OPERATOR 0.00107978 0.00006632 0.00000000 -0.00039795 
PART 0.00006632 — 11.38231579 0.00000000 -0.00265287 
PARTwOPERATOR 0.00000000 ^ 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 
Residual -0.00039795 -0.00265287 -0.00000000 0.01591791 
11 
Model Fitting Information For VALUE 

Description Value 

Observations 120.0000 

Variance Estimate 0.8832 

Standard Deviation Estimate 0.9398 

REML Log Likelihood -204.696 

Akaike's Information Criterion -208,696 

Schwarz’s Bayesian Criterion -214.254 


-2 REML Log Likelihood 409.3913 
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模型 参数 的 协 方差 矩阵 为 


А 
G- |91 0 (13.48) 
0 омы " 


(这 是 在 调用 PROC MIXED 时 通过 选取 TYPE-SIM ЖЕМ). SAS PROC MIXED 对 例 
13.3 的 无 约束 混合 模型 的 输出 列 在 表 13.15 中 . 这 次 仍然 采用 了 КЕМІ 方法 . 对 因子 “工件 ” 
的 方差 估计 与 采用 随机 模型 得 到 的 估计 非常 相似 . 另外 , 输出 中 还 包括 了 固定 效应 的 F 检验. 
表 13.15 ”量具 可 重复 性 与 可 再 现 性 研究 分 析 的 SAS PROC MIXED 
输出 其 中 操作 员 作为 固定 效应 ， 使 用 方差 分 量 的 КЕМІ 估计 


The MIXED Procedure 
Covariance Parameter Estimates (REML) 


Cov Parm Ratio Estimate Std Error 2 РА > |2] Alpha Lower Upper 
PART 11.60743876 10.25126472 3.37376895 3.04 0.0024 0.05 3.6388 16.8637 
PART*OPERATOR 0.00000000 0.00000000 у « А р Қ 
Residual 1.00000000 0.88316337 0.12616620 7.00 0.0000 0.05 0.6350 1.1304 


Asymptotic Covariance Matrix of Estimates 


Cov Parm PART ~ PART*OPERATOR Residual 
PART 11.38231693 0.00000000 -0.00265287 
PART*OPERATOR 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 
Residual -0.00265287 0.00000000 -0.01591791 


Model Fitting Information for VALUE 


Description Value 
Observations 120.0000 
Variance Estimate 0.8832 
Standard Deviation Estimate 0.9398 
REML Log Likelihodd -204.729 
AKaike’s Information Criterion -207.729 
Schwarz's Bayesian Criterion -211.872 
-2 REML Log Likelihood 409.4572 


Tests of Fixed Effects 


Source NDF DDF Туре IIIF Pr>F 


OPERATOR 2 38 1.48 0.2401 


13.8 B Ж 题 


"184 一 家 纺织 厂 有 很 多 织 布 机 . 假定 每 台 织 机 每 分 钟 产 出 的 布 相同 , 为 研究 该 假定 ， 随 机 选择 5 台 织 布 
机 , 并 记录 它们 在 不 同时 间 的 产量 .所 得 数据 如 下 : 
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织 布 机 产量 (1b/min) 
1 14.0 141 14.2 14.0 141 
2 13.9 13.8 13.9 140 14.0 
3 14.1 14.2 14.1 14.0 13.9 
4 13.6 13.8 14.0 13.9 13.7 
5 13.8 13.6 13.9 13.8 14.0 


(а) 解释 为 什么 这 是 一 个 随机 效应 实验 ， 各 织 机 的 产 出 是 否 相同 ?( 取 о = 0.05) 
(b) 估计 织 机 间 的 差异 . 
(c) 估计 实验 误差 方差. 
(9) Ж 02/(02 + a?) 的 95%% 置 信 区 间 . 
(е) 分 析 该 试验 的 残 差 ， 你 认为 该 方差 分 析 的 假定 条 件 是 否 满足 ? 
13.2 一 位 制造 商 怀疑 供 货 商 提供 的 各 批 原料 在 含 钙 量 上 有 显著 差异 ， 目前 仓库 里 有 许多 不 同 的 批 次 ， 从 
中 随机 选 出 5 批 进行 研究 . 一 位 化 学 家 对 每 批 做 5 次 测定 , 得 到 如 下 数据 ， 


批 次 1 批 次 2 批 次 3 批 次 4 批 次 5 
23.46 23.59 23.51 23.28 23.29 
23.48 23.46 23.64 23.40 23.46 
23.56 23.42 23.46 23.37 23.37 
23.39 23.49 23.52 23.46 23.32 
23.40 23.50 23.49 23.39 23.38 


(a) 各 批 次 的 含 钙 量 有 显著 变化 吗 ? ( 取 a = 0.05) 
(b) 估计 方差 分 量 . 
(с) R o2/(o2 + o?) 的 95% 置 信 区 间 . 
(d) 分 析 该 试验 的 残 差 ,方差 分 析 的 假定 条 件 是 否 满足 ? 
13.3 金属 加 工 车 间 有 几 只 炉子 用 于 加 热 金 属 样品 . 假设 所 有 炉子 都 在 同一 温度 上 工作 , 尽管 这 一 假设 不 
一 定 为 真 随机 选 出 3 只 炉子 ,测量 它们 的 加 热 温 度 . 收集 到 的 数据 如 下 ， 


炉子 mou 
1 491.50 498.30 498.10 493.50 493.60 
2 488.50 484.65 479.90 477.35 
3 490.10 484.80 488.25 473.00 471.85 478.65 


(а) 炉子 间 的 温度 有 显著 差异 吗 ? (W a= 0.05) 
(b) 估计 这 一 模型 的 方差 分 量 . 
(с) 分 析 该 试验 的 残 差 ,并 判断 模型 的 适合 性 . 

7184. Journal of the Electrochemical Society (Vol. 139, No. 2, 1992, рр. 524532) 上 的 一 篇 论文 
提 到 一 个 研究 多 晶 硅 低压 气相 沉积 的 实验 ., 该 实验 是 在 得 克 萨 斯 州 的 奥斯汀 的 Sematech 的 大 容 
量 反应 器 中 进行 的 ， 该 反应 器 有 多 个 晶片 位 置 ， 从 中 随机 选 出 4 个 . 响应 变量 是 膜 厚 的 均匀 度 . 实 
验 进行 3 次 重复 , 数据 如 下 ; 


晶片 位 置 均匀 度 
1 2.76 5.67 4.49 
2 143 1.70 249 
3 2.34 1.97 147 
4 0.94 1.36 1.65 
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(a) 晶片 位 置 有 显著 差异 吗 ? (W а = 0.05) 
(b) 估计 由 于 晶片 位 置 造成 的 方差 . 
(с) 估计 随机 误差 分 量 . 
(d) 分 析 该 试验 的 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 . 
13.5 考虑 思考 题 13.4 中 的 气相 沉积 实验 . 
(a) 估计 均匀 度 响应 的 总 变异 . 
(b) 均匀 度 响 应 的 总 变异 中 有 多 少 是 由 反应 器 中 位 置 的 不 同 产生 的 ? 
(c) 若 由 反应 器 中 不 同位 置 所 产生 的 变异 可 以 消除 , 则 均匀 度 响应 的 变异 可 以 降低 到 何 种 程度 ? 你 
认为 是 这 种 下 降 显著 吗 ? 
13.6 Journal of Quality Technology (Vol. 13, No. 2, 1981, pp. 111~114) 上 的 一 篇 论文 提 到 一 个 研 
究 4 种 化 学 漂白 剂 对 纸浆 白 度 影 响 的 实验 ， 这 4 种 化 学 漂白 剂 是 从 大 量 的 漂白 剂 中 随机 地 选取 的 . 


数据 如 下 : 
UNI 纸 桨 白 度 
1 77.199 74.466 92.746 76.208 82.876 
2 80.522 79.306 81.914 80.346 73.385 
3 79.417 78.017 91.596 80.802 80.626 
4 78.001 78.358 77.544 77.364 77.386 


(а) 漂白 剂 不 同类 型 间 有 显著 变化 吗 ? (W a = 0.05) 
(b) 估计 由 漂白 剂 类 型 产生 的 变异 . 
(c) 估计 由 随机 误差 产生 的 变异 . 
(9) 分 析 试 验 的 残 差 , 并 评价 模型 的 适合 性 . 
13.7 考虑 单 因子 平衡 随机 效应 方法 ， 试 找 出 一 个 求 2/(c? +0?) 的 100(1 — a)% 的 置信 区 间 的 方法 
13.8 考虑 思考 题 13.1. 
(а) 3$ 02 是 误差 方差 o? 的 4 倍 , 则 接受 假设 Ho 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 车 织 布 机 之 间 的 差异 大 得 足以 使 观测 值 的 标准 差 增 加 2096, 我 们 要 至 少 以 0.80 的 概率 检测 出 
这 一 变异 来 源 . 应 使 用 多 大 的 样本 量 ? 
*13.9 进行 一 项 实验 , 来 研究 一 个 测量 系统 的 能 力 ， 随机 选取 10 个 工件 , 并 且 随 机 选 出 两 位 的 操作 员 各 自 
将 它们 重复 测量 3 次 . 测量 次 序 是 随机 的 , 数据 如 下 : 


操作 员 1 操作 员 2 
工件 编号 测量 值 测量 值 
1 2 3 1 2 3 

1 50 49 50 50 48 51 
2 52 52 51 51 51 51 
3 53 50 50 54 52 51 
4 49 51 50 48 50 51 
5 48 49 48 48 49 48 
6 52 50 50 52 50 50 
7 51 51 51 51 50 50 
8 52 50 49 53 48 50 
9 50 51 50 51 48 49 
10 4T 46 49 46 47 48 


“13.10 Hoof 和 Berman 的 一 篇 论文 (“Statistical Analysis of Power Module Thermal Test Equipment 
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Performance," IEEE Transactions on Components, Hybrids, and Manufacturing Technology 
Vol. 11, pp. 516-4520, 1988) 描述 了 这 样 一 个 实验 ， 该 实验 研究 一 种 用 于 感应 电机 启动 器 的 功率 
模块 的 热 抗 能 力 (^C/wx100). 有 10 个 部 件 , 3 位 检验 员 , 重复 3 次 . 数据 如 下 表 所 示 ， 
检验 员 1 检验 员 2 检验 员 3 
工件 检验 值 检验 值 检验 值 
编号 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
1 3T 38 37 41 "m 40 4l 42 4l 
2 42 а 43 42 42 42 43 42 43 
3 30 31 31 31 31 31 29 30 28 
4 42 43 42 43 43 43 42 42 42 
5 28 30 29 29 30 29 31 29 29 
6 42 42 43 45 45 45 44 46 45 
7 25 26 27 28 28 30 29 27 27 
в 40 40 40 43 42 42 43 43 а 
9 25 25 25 27 29 28 26 26 26 
10 35 34 34 35 35 34 | 35 34 35 
(a) 假定 工件 与 检验 员 都 是 随机 效应 , 分析 该 实验 的 数据 . 
(b) 用 方差 分 析 方 法 估计 方差 分 量 . 
13.12. 再 考虑 思考 题 5.6 中 的 数据 . 假设 两 个 因子 (机 器 与 操作 员 ) 都 是 随机 选择 的 . 
(а) 分 析 该 实验 的 数据 . 
(b) 用 方差 分 析 方法 计算 方差 分 量 的 点 估计 . 
1842 再 考虑 思考 题 5.13 中 的 数据 .假定 两 个 因子 都 是 随机 的 
(a) 分 析 该 实验 的 数据 . 
(b) 估计 方差 分 量 . 
13.13 假设 思考 题 5.11 中 炉 的 位 置 是 随机 选择 的 ， 从 而 是 一 个 混合 模型 实验 ， 在 此 新 假定 下 重新 分 析 该 
实验 的 数据 ,估计 合适 的 模型 分 最 . 
“13.14 重新 分 析 思 考题 13.9 中 的 测量 系统 实验 , 假定 操作 员 是 固定 因 子 ， 估 计 合适 的 模型 分 量 . 
13.15 重新 分 析 思 考题 13.10 中 的 测量 系统 实验 ， 假定 检验 员 是 固定 因子 ， 估 计 合适 的 模型 分 量 . 
13.16 思考 题 5.6 中 , 假设 只 对 4 台 机 器 感 兴趣 , 但 操作 员 是 随机 选择 的 . 
(a) 哪 种 模型 是 适合 的 ? 
(b) 进行 分 析 并 估计 模型 分 量 ， 
13.17 采用 约束 模型 的 假定 , 通过 计算 期 望 求 出 二 因子 析 因 设 计 的 混合 模型 的 各 均 方 的 期 望 值 . 将 你 的 
结果 与 (13.23) 式 中 给 出 的 期 望 均 方 进行 比较 , 看 看 是 否 一 样 . 
13.18 考虑 例 13.6 中 的 三 因子 设计 . 给 所 有 的 主 效应 和 交互 效应 提出 合适 的 检验 统计 量 . 对 A, в 固定 
H C 随机 的 情况 重 做 一 次 . 
13.19 考虑 例 13.7 中 的 实验 . 对 A, В,С 都 是 随机 的 情况 进行 分 析 . 
13.20 推导 表 13.11 中 的 期 望 均 方 . 
13.21 考虑 四 因子 析 因 实验 , 其 中 因子 4 有 a 个 水 平 , 因子 BA USAGE, AF OH с 个 水 平 , 因子 р 


有 d 个 水 平 , п 次 重复 . 对 下 列 情况 求 出 平方 和 、 自由 度 以 及 期 望 均 方 . 下 面 的 所 有 模型 都 假定 
是 约束 模型 .可 以 使 用 诸如 Minitab 之 类 的 计算 软件 . 

(а) A, B, C, D 都 是 固定 因子 . 

(b) A, B, C, D 都 是 随机 因子 . 

(c) A 固定 , B, C, D 都 是 随机 的 . 

(d) A, B 固定 , 且 C 与 D 随机 . 
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13.22 


13.23 


13.24 


13.25 


13.26 


13.27 


13.28 


13.29 


13.30 


13.31 


13.32 


13.33 


13.34 


13.35 
13.36 


(е) A, B, C 固定 , D 随机 . 

所 有 的 效应 存在 精确 的 检验 法 吗 ” 如 果 不 是 , 给 那些 不 能 直接 检验 的 效应 提出 检验 统计 量 . 

重新 考虑 13.21 中 的 情况 (c), (d), (е). 假定 是 无 约束 模型 , 求 出 期 望 均 方 . 可 以 使 用 诸如 Minitab 
之 类 的 计算 机 软件 . 将 这 些 结果 与 约束 模型 的 结果 进行 比较 

在 思考 题 5.17 Ф, VE 3 名 操作 工 是 随机 选取 的 ， 在 这 些 条 件 下 分 析 那 些 数 据 并 写 出 结论 ， 估 计 方 


差分 量 . 
考虑 三 因子 析 因 模型 
i-12,.,a 
Vijk =H + Ti Bj + тк + (TH) + (BY)jk | j212.-,b 
k-212,-,c 


假定 所 有 因子 都 是 随机 的 , 写 出 包括 期 望 均 方 的 方差 分 析 表 . 给 所 有 的 效应 提出 恰当 的 检验 统计 量 . 
只 有 一 次 重复 的 三 因子 析 因 模 型 是 

Wijk =H + Ti + Bj + Yk + (78): + (87) зк + Cra + (78%) к + Eijk 
如 果 所 有 因子 都 是 随机 的 . 任 一 效应 都 能 检验 吗 ” 如 果 不 存在 三 因子 交互 作用 以 及 交互 作用 (7)ij， 
能 检验 所 有 其 余 的 效应 吗 ? 
在 思考 题 5.6 中 , 假设 机 器 与 操作 员 都 是 随机 选择 的 ， 确 定 用 于 识别 机 器 效应 02 = o? 这 一 检验 
的 势 , 其 中 од 是 机 器 因子 的 方差 分 量 ， 重 复 两 次 是 否 足 够 ? 
在 二 因子 混合 模型 的 方差 分 析 中 , 证 明 Cov[(78)iy, (78): = -(1/a)e25, i# i'. 
证 明 在 任意 随机 或 固定 模型 中 ,方差 分 析 法 总 能 得 到 各 方差 分 量 的 无 偏 估计 . 
采用 通常 的 正 态 性 假定 ， 推 导出 用 方差 分 析 法 会 得 出 负 的 方差 分 量 的 概率 的 表示 式 ， 由 此 结果 , 写 
出 单 因 子 方差 分 析 中 得 到 o2 < 0 的 概率 . 谈 谈 该 概率 结果 的 意义 ， 
分 别 采 用 约束 与 无 约束 混合 模型 , 分 析 思 考题 13.9 中 的 数据 .比较 两 种 模型 下 的 结果 . 
考虑 二 因子 混合 模型 ,证明 固定 因子 均值 (如 A) 的 标准 误 为 [MSA np /bn]!/2. 
考虑 思考 题 13.9 中 随机 模型 的 方差 分 量 , 
(a) Ж о2 的 精确 95% 置信 区 间 ， 
(b) 用 Satterthwaite 法 求 其 他 方差 分 量 的 近似 95% 置信 区 间 . 
对 思考 题 5.6 中 描述 的 实验 ,假定 两 个 因子 都 是 随机 的 ， 求 o? 的 精确 0596 置信 区 间 ， 用 Sat- 
terthwaite 法 构造 其 他 方差 分 量 的 近似 95% 置信 区 间 ， 
考虑 思考 题 5.17 中 的 三 因子 实验 , 并 假定 操作 工 是 随机 选择 的 . 求 操作 工 方差 分 量 的 近似 95% 置 
信 区 间 ， 
用 13.7.2 节 介绍 的 修正 的 大 样本 方法 重 做 思考 题 13.30. 比较 并 讨论 两 类 置信 区 间 的 差异 . 
用 13.7.2 节 介绍 的 修正 的 大 样本 方法 重 做 思考 题 13.32， 比 较 并 讨论 这 种 置信 区 间 与 原来 得 到 的 
置信 区 间 的 差异 . 
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本 章 介绍 两 类 重要 的 实验 设计 ， ÆR (nested design) 和 裂 区 设计 (split-plot design). 
这 两 类 设计 在 工业 实验 设计 中 有 着 相当 广泛 的 应 用 . 它们 常常 含有 一 个 或 多 个 随机 因子 , 所 以 这 
里 将 用 到 第 13 章 中 介绍 的 一 些 概念 . 

141 ZRRERH 

在 某 些 多 因子 实验 中 , 一 个 因子 (例如 , 因子 В) 的 各 个 水 平 相 对 于 另 一 个 因子 (例如 , 因子 
А) 的 各 个 水 平 而 言 , 相似 但 不 相同 . 这 样 的 设计 叫做 以 因子 B 的 水 平 被 套 在 因子 4 的 水 平 下 
的 嵌 讲 设计 或 分 级 设计 . 例如 , 考虑 一 家 公司 从 3 个 不 同 的 货主 手中 购买 原料 公司 想 确定 各 个 
货主 供应 的 原料 的 纯度 是 否 相同 . 从 每 位 货主 可 得 4 批 原料 , 对 每 批 原料 要 进行 3 次 纯度 测量 ， 


这 种 情况 画 在 图 14.1 P. 
2 
1 3 4 


3 
2 3 4 
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Е — iens 批 次 被 套 在 货主 下 面 , 乍 一 看 , 你 可 能 会 问 ， 为 什么 这 不 是 一 个 析 
因 实 验 呢 ? 若 这 是 析 因 实验 , 则 批 次 1 总 是 归属 于 同一 批 , 批 次 2 总 是 归属 于 同一 批 , 等 等 . 现 
在 , 显然 不 是 这 种 情况 , 因为 每 位 货主 供应 的 批 次 只 属于 那 位 特定 的 货主 . 也 就 是 说 , 货主 1 供 
应 的 批 次 1 和 其 他 任何 一 位 货主 供应 的 批 次 1 没有 关系 , 货主 1 供应 的 批 次 2 和 其 他 任何 一 位 
货主 供应 的 批 次 2 没有 关系 , 等 等 . 为 了 强调 每 位 货主 供应 的 批 次 不 同 这 一 事实 , 也 可 以 重新 纺 
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号 为 1, 2, 3, 4 是 货主 1 供应 的 ; 5, 6, 7, 8 是 货主 2 供应 的 ; 9, 10, 11, 12 是 货主 3 供应 的 , 如 
图 14.2 所 示 . 


图 14.2 ”二 级 嵌 套 设计 的 另 一 编排 


有 时 , 我 们 也 许 不 能 确定 一 个 因子 究竟 是 被 交叉 在 一 个 析 因 设计 中 还 是 被 嵌 套 在 一 个 析 因 
设计 中 . 如 果 因子 的 各 个 水 平 可 以 任意 地 如 图 14.2 那样 重新 编号 , 则 这 因子 就 是 被 嵌 套 的 . 


1411 ФИЯ 
—ÓÉB RAE UE VERO AME AETHERE RE 
| 2=1,2,...,а 
Yijk = H + Ti + Bjt) + Ej) j=1,2,...,b (14.1) 
k-12,-,n 


也 就 是 说 , 因子 A 有 a ЖҰ, 因子 B 的 b 个 水 平 被 套 在 А 的 每 个 水 平 下 , n 是 重复 数 . 下 标 
0) 表示 因子 B 的 第 ; ИЕН А 的 第 i 个 水 平 下 . 把 重复 试验 看 作为 被 嵌 亦 在 
AURI B 的 水 平 组 合 之 内 是 方便 的 , 这 样 一 来 , FER (ij)k 表示 误差 项 , 因为 在 4 的 每 个 水 平 内 
B 的 水 平 数 相等 以 及 重复 数 相等 , 所 以 这 一 设计 是 平衡 账 赛 设 计 . 因为 因子 B 的 每 个 水 平 不 能 
和 因子 4 的 每 个 水 平一 起 出 现 , 所 以 A 和 B 之 间 没 有 交互 作用 . 

可 以 把 总 的 校正 平方 和 写 为 


È D È Ge-RO'-X* X X40.—)-0-8) AO! 042) 


тікті i=l j=l k=1 


È È È una $ =bn $ (e. = p)? 
AE (143) 
en Y Gs. - «XX > (аһ — du. 


ішігі [P 


因为 3 个 交叉 乘积 项 为 零 . (14.3) 式 表明 , 总 的 平方 和 可 以 分 解 为 因子 4 的 平方 和 、 在 A 的 水 
平 下 因子 B 的 平方 和 以 及 误差 的 平方 和 . 用 符号 表示 , 可 以 把 (14.3) 式 写 为 
SSr = 584 + SSp(4) + SSe (14.4) 
其 中 SSr 有 ат — 1 个 自由 度 , 554 有 a 一 1 个 自由 度 ， SSp(4) 有 a(b — 1) 个 自由 度 , 误差 的 
自由 度 为 ab(n — 1). 注意 , abn - 1 = (a — 1) + a(b — 1) + ab(n — 1). 如 果 误 差 是 NID(0, o?), 
我 们 就 可 以 将 (14.4) 式 右边 每 项 平方 和 除 以 它 的 自由 度 来 求 得 独立 分 布 的 均 方 , 使 得 任意 两 个 
均 方 的 比 服从 ys. 
用 来 检验 因子 AGUNT B 效应 的 恰当 统计 量 依赖 于 4 和 B 究竟 是 固定 的 还 是 随机 的 . 如 
果 因子 4 和 B 是 固定 的 , 我 们 假定 Ха- =0 和 X Bia = 0(i = 1,2,---,a). ШЕЙ, А 
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的 处 理 效 应 和 为 零 , 在 4 的 每 个 水 平 内 , B 的 处 理 效 应 和 为 零 . WR 4 和 B 是 随机 的 , 则 可 以 
假定 т. 是 NID(0,02) 以 及 Bia) 是 NID(0, 03). A 固定 B 随机 的 混合 模型 也 很 常见 . 期 望 均 
方 可 以 直接 用 第 13 章 的 法 则 来 确定 . 表 14.1 给 出 了 这 些 情况 的 期 望 均 方 . 


表 14.1 ”二 级 嵌 套 设计 的 期 望 均 方 


E(MS) ARE, B 固定 A HE, B 随机 А 随机 , В 随机 
E(MSA) o? Мы о? + nog + 2 а? + по? + то? 
21” 82 
E(MSp(a) o+ LEY a a? + под a? + no$ 
E(MSz) о? а? а? 


表 14.1 Ж, ШЖ 4 和 В ЖУРЕ, Ho: т = 0 用 MSA/MSs ЮЖ, 而 
Но: бу) = 0 则 用 MS qu) / MS 检验 , 如 果 4 是 固定 因子 , B 是 随机 因子 , 则 Ho: n 0 
用 М84/М5ьү) 检验 ,而 Но: o3 = 0 用 М8ьа)/М5 检验 . 最 后 , 如 果 A 和 B 都 是 随机 
因子 , 则 检验 Ho : o? = 0 用 MSa/MSeta)， 检验 Ho : o3 = 0 用 М8 /М5ь. 检验 方法 
概括 在 表 14.2 所 示 的 方差 分 析 表 中 . 这些 平 方 和 的 计算 公式 通过 展开 (14.9) 式 的 量 并 加 以 简 
化 就 可 求 得 . 它们 是 


SS, = Ly ye -Ya 


bn £47 ат (45) 
Sawi у уур (146) 
52B(A) né fa lij. т 247 ы 
Boh a 145, 
856 = Y Y Y y - Y XM (14.7) 
i=1 j= k=l n izi ja 
TAN bana yh T 
SS, = 5 EM Vk — opu (14.8) 
表 14.2 ”二 级 嵌 套 设计 的 方差 分 析 表 
方差 来 源 平方 和 自由 度 Mn 
A mI (а. —9..)? a-1 MSA 
A AN B nE E (йу. 0.) alb- 1) MSB(A) 
误差 EEE (Yije ~ а)? ап - 1) MSE 
总 和 УУ (уув 4.2)? ат — 1 


计算 SS, 的 (14.6) 式 可 写 为 


E 


afio ; 
MP IPEA 


这 个 计算 公式 说 明 : ER 554), 只 要 先 求 出 在 A 的 每 个 水 平 下 B 的 水 平 间 的 平方 和 , 然后 
再 对 4 的 所 有 水 平 求 和 即 可 . 
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Bi 14.1 考虑 一 家 公司 , CA 3 位 不 同 的 货主 中 买 了 几 批 原料 ， 原 料 的 纯度 差别 相当 大 ， 这 在 制造 成 

会 引起 问题 . 我 们 想 要 确定 , 纯度 的 差异 性 是 否 归 因 于 货主 之 间 的 差异 . 从 每 位 货主 中 随机 选取 4 批 原 
料 , 每 批 进行 3 次 纯度 测量 .当然 , 这 是 一 个 二 级 嵌 套 设计 . 将 测量 数据 减 去 93 后 得 到 的 规范 数据 如 表 14.3 
Вто. 


Жааз 14.1 的 纯度 规范 数据 (规范 值 : Vijk Hf —93) 


货主 1 货主 2 货主 3 
Hk ——.—3 3 4 1 23 3 4 1 2 3 4 
1 -2 -2 1 0 -1 0 2 -2 1 83 
-1 -3 0 4 -2 4 0 3 4 0-1 2 
0 -4 1 0 -T cd. 20 0- 2. 4 1 
批 次 总 和 оу; 0 -9 -1 5 -4 6 -3 5 6 0 2 6 
RESM yi 一 5 4 14 
算得 的 平方 和 如 下 ， 
SSp- Y Y Y p, - Б = 183.00- 037 = 148.31 
r-EGE Eggs гуй 
saz а-ы 2.1 ауа c 047) - C 15 
554 = in 2A iT ain ат (C5? + (4)? 十 (14)2] 36 = 15.06 
5, 215 у 1$ 
= 510) + (79)? + (21)? +... + (2)? + (6)?] — 19.75 = 69.92 


js 


sss- У Èa- iÉ = 


方差 分 析 见 表 14.4. 货主 是 固定 的 , 批 次 是 随机 的 , 所 以 期 望 均 方 可 由 表 14.1 中 间 一 列 求 得 为 方便 起 见 ， 
ER 14.4 中 重 写 这 一 列 ， 通过 查看 P 值 知 道 , 货主 对 纯度 没有 显著 性 的 效应 ,但 是 , 同一 货主 供应 的 各 批 
次 原料 间 的 纯度 有 显著 性 差异 . 


53.00 — 89.67 = 63 


3 


914.4 0114.1 的 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 期 望 均 方 均值 Fo Ph 
货主 15.06 2 753 о? +305 +65 7? 0.97 0.42 
批 次 (货主 内 的 ) 69.92 9 T3T a? + 305 2.94 0.02 
误差 63.33 24 2.64 өз 
总 和 148.31 35 


这 一 实验 的 实际 意义 和 分 析 十 分 重要 , 实验 者 的 目的 是 寻找 原料 纯度 变异 性 的 来 源 . 如 果 它 
是 来 自 货主 间 的 差异 , 则 可 以 选择 “最 好 的 ”货主 来 解决 此 问题 . 但 是 , 这 种 解决 问题 的 办 法 在 
此 处 不 适用 , 因为 变异 性 的 主要 来 源 是 货主 内 各 批 原料 纯度 之 间 的 差异 . 因此 , 我 们 要 解决 这 个 
问题 , 就 必须 和 货主 一 起 努力 来 减少 他 们 各 批 次 之 间 的 变异 . 这 就 可 能 涉及 改进 货主 的 生产 过 程 
或 他 们 内 部 的 质量 保证 系统 . 
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如 果 我 们 错误 地 将 这 一 设计 作为 二 因子 析 因 实验 来 分 析 , 将 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 如 果 认 为 批 
次 与 货主 是 交叉 的 , 对 有 3 次 重复 的 每 一 批 次 x 货主 单元 求 得 批 次 的 总 和 是 2, -3, -2, 16. 这 
样 一 来 , 就 可 算出 批 次 的 平方 和 与 交互 作用 的 平方 和 . 假定 是 混合 模型 , 完全 析 因 的 方差 分 析 如 
R 14.5 BER. 


ies 0014.1 的 二 级 嵌 套 设计 作为 析 因 设计 的 错误 分 析 (货主 固定 ， 批 次 随机 ) 


方差 来 源 平方 和 自由 度 期 望 均 方 Fo P 
fii (5) 15.06 2 7.53 1.02 0.42 
批 次 (B) 25.64 3 8.55 3.24 0.04 
Sx B 交互 作用 44.28 6 7.88 2.80 0.03 
误差 63.33 24 2.64 
总 和 148.31 35 


此 分 析 表明 , 批 次 有 显著 性 差异 , 且 批 次 与 货主 间 的 交互 作用 也 是 显著 的 . 但 是 , 批 次 x 货 
主 交互 作用 难于 给 出 实际 的 解释 , 例如 ， 这 一 显著 性 效应 意味 着 货主 效应 在 不 同 的 批 次 间 是 变化 
的 吗 ? 还 有 , 这 一 显著 性 的 交互 作用 与 不 显著 的 货主 效应 一 起 会 导致 分 析 者 得 出 这 样 的 结论 , 即 
货主 实际 上 是 有 差异 的 , 但 它们 的 效应 被 显著 性 的 交互 作用 掩饰 起 来 了 . 

计算 

一 些 统计 软件 包 可 以 处 理 嵌 套 设计 的 分 析 . 表 14.6 给 出 了 Minitab 中 (使 用 约束 模型 ) 的 
平衡 ANOVA 过 程 的 输出 结果 , 这 个 数值 结果 与 表 14.4 的 手工 计算 结果 一 致 . Minitab 还 在 表 


14.6 的 下 半 部 分 给 出 了 期 望 均 方 . 注意 符号 ОП] 是 代表 货主 的 固定 效应 的 平方 项 , 用 我 们 的 记 
号 是 : 


3 14.6 例 14.1 的 Minitab (Balanced ANOVA) 输出 结果 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels values 
Supplier fixed 3 1 2 3 
Batch (Supplier) random 4 1 2 з а 


Analysis of Variance for Purity 


Source DF E Ms F P 

Supplier 2 16.056 7.528 0.97 0.416 

Batch (Supplier) 9 69.917 7.769 2.94 0.017 

Еггог 24 63.333 2.639 

Total 35 148.306 

Source Variance Error Expected Mean Square for Each Term 
component term (using restricted model) 

1 Supplier 2 (3) + 3(2) + 1201] 

2 Batch (Supplier) 1.710 3 (3) + 3(2) 


3 Error 2.639 (3) 
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3 
因此 , 用 Minitab 中 的 固定 效应 项 表示 货主 的 期 望 均 方 是 12Q[1] = 12 Xo) = 6% ті, 
这 与 表 14.4 中 的 列表 算法 是 一 致 的 . 
有 时 候 手头 没有 特别 为 嵌 套 设计 编 的 计算 机 程序 , 则 注意 比较 表 14.4 和 表 14.5 可 知 : 
SSn + SSsxB = 25.64 + 44.28 = 69.92 = SSB(s) 
也 就 是 说 , 货主 内 批 次 的 平方 和 由 批 次 的 平方 和 与 批 次 x 货主 交互 作用 的 平方 和 所 组 成 . 其 自 
由 度 有 类 似 的 性 质 , 也 就 是 说 ， 


批 次 ” 批 次 x 货主 ”货主 内 的 批 次 
eh gor cos 9 


因此 , 分 式 析 因 设计 的 计算 机 程序 也 可 用 来 分 析 幅 套 设 计 , FUEHIHAEHCREISCT I] «ЗЛУ? San 
峰 套 因子 和 贱 套 因子 的 交互 作用 合并 起 来 即 可 . 


144.2 诊断 检测 
诊断 检测 所 用 的 主要 手段 是 残 差分 析 . 二 级 以 套 设 计 的 残 差 是 


ĉijk = Yijk — ijk 


jux = À + Йо 
如 果 对 模型 参数 加 上 通常 的 限制 (975 20 835549 = 0, i= 1,2, ,а), WA = ў... ћ = 
Р н 3 
dc. — V. Ba) = Vu. — Di 于 是 拟 合 值 是 
фак = Vct (Rc. 0.0) + (Dij. — 9e) = Vu 
这 样 一 来 , 二 级 嵌 套 设计 的 残 差 是 
eijk = Vijk — Vu (14.9) 


其 中 guo, 是 各 批 次 平均 值 . 
例 14.1 中 纯度 的 观测 值 、 拟 合 值 以 及 残 差 的 数据 如 下 表 . 


观察 值 yi АМИ Dije = yu. eur = vix — Vu. [MRA уь WEM Dije = gu. Eijk = Vije — Tis 


1 0.00 1.00 4 1.67 2.33 
xd 0.00 —1.00 0 1.67 —1.67 
0 0.00 0.00 1 -133 2.33 
-2 —3.00 1.00 -2 —1.33 —0.67 
一 3 -3.00 0.00 一 3 —1.33 —1.67 
-4 —3.00 —1.00 0 2.00 —2.00 
-2 —0.33 -1.67 4 2.00 2.00 
0 —0.33 0.33 2 2.00 0.00 
t —0.33 1.33 ss —1.00 0.00 


l 1.67 —0.67 0 —1.00 1.00 
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e 
观察 值 wzk WAM Dijk = Dij. eije = ук 一 Vij. | 观察 值 yij MEM Jije = ij. eiye = ук 一 i. 
-2 —1.00 —1.00 0 0.00 0.00 
0 1.67 -1.67 2 0.00 2.00 
3 1.67 1.33 1 0.67 0.33 
2 1.67 0.33 -1 0.67 一 1.67 
2 2.00 0.00 2 0.67 1.33 
4 2.00 2.00 3 2.00 1.00 
9 2.00 一 2.00 2 2.00 0.00 
2 0.00 —2.00 1 2.00 -1.00 


通常 的 诊断 检测 一 一 包括 正太 概率 图 、 检测 离 群 值 和 画 出 拟 合 值 与 残 差 的 关系 图 — 现在 都 
可 进行 了 . 作为 说 明 , 图 14.3 画 出 了 残 差 与 拟 合 值 的 关系 图 以 及 残 差 与 货主 因子 水 平 的 关系 图 


sl GÀ 


1 0 1 2 1 2 3 
预测 什 货主 
(а) 预测 值 与 残 差 的 关系 图 (b) 货主 与 残 差 的 关系 图 
图 14.3 例 14.1 的 残 差 图 


在 例 14.1 所 描述 的 那 种 情形 下 , 残 差 图 因 其 包含 的 附加 诊断 信息 而 特别 有 用 . 例如 , 方差 
分 析 显 示 所 有 货主 供应 的 原料 的 纯度 平均 值 没有 显著 差异 ， 但 批 次 之 间 的 差异 有 统计 上 的 显著 
性 ( 即 05 > 0). 但 是 所 有 货主 的 批 内 差异 都 相同 吗 ? 事实 上 我 们 假设 了 它们 都 相同 , 如 果 这 个 
假设 不 成 立 , 我 们 当然 也 想 了 解 它 ， 因为 这 对 实验 结果 的 解释 有 着 相当 大 的 实际 影响 . 图 14.3b 
给 出 了 残 差 与 货主 的 关系 图 , 它 很 简单 ,但 对 这 个 假设 的 检验 很 有 效 . 因为 所 有 3 个 货主 的 残 差 
分 布 大 致 相同 , 所 以 我 们 可 以 认为 , 所 有 这 3 个 货主 的 批 次 之 间 的 纯度 差异 大 至 一样, 


1413 ”方差 分 量 


对 随机 效应 情形 , 方差 分 析 法 可 用 来 估计 方差 分 量 07, 03, 02. 由 表 14.1 最 后 一 列 的 期 望 
均 方 , 得 


3 2 


ô? = MSg (14.10) 
MSBp(4) — М8, 
ô? = E Е (1411) 
MSa — М8 
?= 一 m (14.12) 


ARE CREE THU E RIP АЗА (A) 固定 、 ВЕЕ (B) 随机 的 混合 模型 ， 这 就 是 例 
14.1 所 描述 的 情形 ; 货主 (因子 А) 是 固定 的 , 而 原料 的 批 次 (因子 В) 是 随机 的 . 货主 的 效应 可 
估计 为 
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аа et 
КИТЕ А 
ll 
Ta = Y2.. — Y.. = тә 36 36 

4 13 299 


fs = ўз.. — 9. 712 36 36 
为 估计 方差 分 量 o2? 和 o2, 我 们 删 去 方差 分 析 表 中 属于 货主 的 那 一 行 , 并 应 用 方差 分 析 估计 法 
于 另外 两 行 , 得 
ô? = MSE = 2.64 
„2 Мыл - MSE _ 7.77 — 2.64 
Е 5 X43 - 


这 些 结果 也 在 表 14.6 中 Minitab 输出 的 下 半 部 分 给 出 , 从 例 14.1 的 分 析 , 我 们 知道 : ri 与 零 没 
有 显著 性 差异 , 而 方差 分 量 05 则 远大 于 零 . 
14.1.4 НЕЧ 

蔚 套 设计 的 应 用 中 可 能 会 碰 到 这 种 问题 , 有 时 为 了 在 最 上 层 处 得 到 数目 比较 合理 的 自由 度 ， 
我 们 可 以 在 较 低层 去 掉 很 多 (也 许 非常 多 的 ) E dite. 例如 , 假设 我 们 对 多 份 不 同 材料 研究 化 学 
分 析 的 差异 , 我 们 计划 对 每 份 材料 取 5 个 样品 , 每 个 样品 测量 两 次 , 如 果 想 要 估计 材料 的 方差 分 
量 , 不 妨 从 中 选择 10 份 不 同 的 材料 , 于 是 材料 有 9 个 自由 度 , 样品 有 40 个 自由 度 , 测量 有 50 
个 自由 度 . 

避免 这 样 做 的 一 种 方法 是 使 用 一 种 特殊 的 不 平衡 嵌 套 设计 , 称 之 为 交错 嵌 套 设计 (staggered 
nested design). 图 14.4 给 出 了 交错 民 套 设计 的 一 个 例子 ,注意 , 每 份 材料 只 取 两 个 样品 , 其 中 
一 个 样品 被 测量 两 次 , 而 另 一 个 样品 只 被 测量 一 次 . 如 果 共 有 a 份 材料 , 则 材料 ( 即 一 般 情况 下 
的 上 层 ) 有 a 一 1 个 自由 度 , 且 所 有 下 层 都 恰 有 a 个 自由 度 . 关于 这 种 设计 的 更 多 使 用 和 分 析 ， 
参见 Bainbridge (1965), Smith and Beverly (1981), 以 及 Nelson (1983,1995a,1995b). 本 章 的 
补充 阅读 材料 中 给 出 了 一 个 交错 嵌 套 设计 的 完整 例子 . 


-1.1 


级 1 ns 

级 2 Lili 样品 2 
| 

级 3 测量 1 м2 | 测量 1 


图 14.4 ЕНН 
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14.1 节 的 结果 容易 推广 到 m 个 完全 被 套 因子 的 情形 . 这 种 设计 叫做 m. 级 嵌 套 设计 . 作为 
一 个 例子 , 设 铸造 厂 要 研究 两 种 不 同 配方 合金 的 硬度 . 每 种 合金 配方 各 炼 3 炉 , 从 每 炉 中 随机 选 
取 两 块 铸件 , 从 每 块 铸件 上 测量 硬度 两 次 . 图 14.5 说 明了 这 种 情况 . 
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合金 配方 


Px 
«ж 

Hun Gun Gun Hen Gan Gen o Gan Jam Gon dés Pan Pen 
жш Muz Yz Maz Mz Maz Msz Wn Yno Men Yen Waz Man 


图 14.5 ERRER 
在 此 实验 中 , 炉 次 被 嵌 套 在 合金 配方 因子 的 水 平 下 , BEP BENE EAE MICE. 因此 ， 
这 是 有 两 次 重复 的 三 级 嵌 套 设计 . 
REAK R URS E 


іт1,2,--,а 
= 1,2,... „b 

Viii = H + Ti + Bic) Т) + Ek 4 (14.13) 
К-1,2,.-,с 
1212,-,n 


就 我 们 的 例子 来 说 , n, 是 第 i 种 合金 配方 的 效应 ， Bio 是 第 i 种 合金 的 第 j 炉 的 效应 , Yei 是 
第 k 块 铸 块 在 第 i 种 合金 的 第 j 炉 下 的 效应 ， алал 是 通常 的 NID(0, o?) 误差 项 . 这 一 模型 可 
直接 推广 至 m 个 因子 的 情形 . 

在 上 面 的 例子 中 , 硬度 的 总 变异 性 由 3 个 分 量 组 成 ; 一 个 由 合金 配方 所 得 , 一 个 由 炉 次 所 得 ， 
另 一 个 由 分 析 测 试 误差 所 得 . 硬度 总 变异 性 的 这 些 分 量 可 用 图 14.6 来 说 明 . 


жетуінен 


平均 硬度 。 观测 到 的 硬度 
图 14.6 三 级 嵌 套 设计 例子 的 方差 来 源 
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这 个 例子 说 明了 妊 套 设计 是 如 何在 分 析 过 程 中 用 来 识别 输出 中 变异 性 的 主要 来 源 的 . 例如 ， 
如 果 合金 配方 方差 分 量 较 大 , 就 意味 着 总 硬度 变异 性 可 以 只 用 某 种 合金 配方 来 减少 . 

т 级 嵌 套 设 计 的 平方 和 的 计算 法 及 方差 分 析 和 14.1 节 介绍 的 分 析 方 法 相同 . 例如 , SAR 
套 设 计 的 方差 分 析 见 表 14.7, 平方 和 的 计算 公式 亦 列 在 此 表 内 . 它们 是 二 级 嵌 套 设计 计算 公式 的 
简单 推广 . 


表 14.7 “三 级 嵌 套 设计 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 3p; 
A ben Y (gi... — 9...)2 а-1 MSA 

тама) nE E (Gs. = i. аф-1) мылу 

C(B 内 的 ) "У x » ik. = 0.22 ab(c — 1) М8сву 
误差 УУУ Mie = dk? abc(n — 1) MSE 
总 和 УУ У У (илы 一 可) aben — 1 


et e a 

为 了 确定 恰当 的 检验 统计 量 , 必须 用 第 13 章 的 方法 来 求 期 望 均 方 . 例如 , ШТ AM B 
是 固定 的 , 因子 C 是 随机 的 , 则 可 以 像 表 14.8 所 列 的 那样 来 推导 出 期 望 均 方 . 这 张 表 给 出 了 此 
种 情况 的 恰当 检验 统计 量 . 


表 14.8 A 和 BEEE C 随机 的 三 级 嵌 套 设计 的 期 望 均 方 


模型 项 期 望 均 方 
Ti о? + no? + ES 
a= 
21 2 2X X8, 
8) а? + по? 十 кесте i2 
ЕТІ) a? + по? 
СІ о? 
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有 时 , 在 多 因子 实验 中 , 一 些 因 子 是 交叉 的 , 而 另 一 些 因 子 是 被 套 的 . 有 时 称 这 类 设计 为 储 
套 析 因 设 计 (nested-factorial design). 下 面 的 例子 用 于 说 明 有 3 个 因子 的 这 种 设计 的 统计 分 析 . 

例 14.2 一 位 工业 工程 师 研究 在 印刷 电路 板 上 手工 娩 入 电子 元 件 ， 以 求 改进 装配 速度 他 设计 了 看 来 
有 前 景 的 3 种 装配 夹具 和 2 种 工作 场所 布局 . 需要 操作 工 来 进行 装配 人们 决定 对 每 种 夹具 -布局 组 合 随机 
选用 4 位 操作 工 . 但 是 , 因为 工作 场所 位 于 车 间 内 不 同 的 位 置 ， 人 们 难于 对 每 种 布局 选用 同样 的 4 位 操作 工 
进行 工作 . 因此 , 给 布局 1 选用 的 4 位 操作 工 和 给 布局 2 选用 的 4 位 操作 工 不 相同 . 因为 只 有 3 种 夹具 和 
2 种 布局 , 而 操作 工 是 随机 选取 的 , 这 是 一 个 混合 模型 .此 设计 的 处 理 组 合 以 随机 顺序 进行 有 两 次 重复 的 实 
验 ， 以 秒 为 单位 测 得 装配 时 间 如 表 14.9 所 示 . 

在 这 一 实验 中 ,操作 工 被 嵌 套 在 布局 的 水 平 内 , 而 夹具 和 布局 是 交叉 的 ， 这 样 一 来 , 此 设计 既 有 被 套 因 
子 又 有 交叉 因子 ,其 线性 模型 是 
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іт1,2,3 
PSNR 14.14 
уы = B + Ti + Bj + Yki) + B) + Oma) + EG k=1,2,3,4 (14.4) 
1-1,2 
314.9 0114.2 的 装配 时 间 数 据 
布局 1 布局 2 
b 
MEE 1 2 3 4 1 2 3 4 i 
PrE 22 з 28 25 26 — 27 — 28 24 404 
24 а 29 B 28 25 25 23 
30 29 30 27 29 30 а 28 447 
ЖА? 27 28 32 2 28 27 23 з 
25 м 27 26 27 26 24 28 401 
ЖА з 2122 — 25 23 25 — 24 27 97 
BET RB уук. 149 150 171 149 163 159 151 160 
布局 总 和 y 619 633 1 252—y.... 


其 中 5, 是 第 i 种 夹具 的 效应 ，B; 是 第 j 种 布局 的 效应 ,YA(j) 是 在 第 j 种 布局 水 平 内 第 个 操作 工 的 效 
应 , (m8)iy JEU x 布局 交互 作用 ，(7)ix(j) 是 布局 内 的 夹具 x 操作 工交 互 作用 ，e(ijkyt 是 通常 的 误差 
项 注意 , 不 存在 布局 x 操作 工交 互 作用 ， 因 为 每 个 操作 工 不 能 使 用 所 有 的 布局 . 同 理 , 不 存在 三 因子 交互 
作用 夹具 x 布局 x 操作 工 ， 表 14.10 给 出 了 用 第 13 章 中 的 方法 并 假定 是 在 约束 混合 模型 下 得 到 的 期 望 
均 方 . 查阅 这 张 表 就 可 求 得 任 一 效应 或 交互 作用 的 恰当 检验 统计 量 . 


Ж 14.10 0114.2 的 期 望 均 方 


模型 项 期 望 均 方 
Ti a? +202, +85 T? 
8; о? +603 + 2457 82 
к) a? + 601 
("ба а? + 20, +45 У (т8)2, 
(rmi) о? + 202, 
2012! о? 


完整 的 方差 分 析 见 表 14.11. 可 以 看 到 , 装配 夹具 是 显著 的 , 布局 内 的 操作 工 也 有 显著 差异 . 布局 内 夹具 和 操 
作 工 之 间 也 有 显著 的 交互 作用 ,这 表明 ,不同 夹 具 的 效应 对 所 有 操作 工 说 来 也 不 是 相同 的 工作 场所 布局 看 
起 来 对 装配 时 间 只 有 很 小 的 效应 , 因此 , 要 使 装配 时 间 最 小 , 我 们 应 该 集中 于 夹具 类 型 1 和 З. (注意 表 14.9 
的 夹具 总 和 , 夹具 类 型 1 和 3 比 类 型 2 较 小 . 夹具 类 型 的 均值 差 可 以 用 多 重 比较 法 来 正式 检验 . ) 还 有 , 操 
作 工 和 夹具 之 间 的 交互 作用 意味 着 使 用 相同 的 夹具 时 ， 菜 些 操作 工 比 另外 的 操作 工效 率 高 ， 这 类 操作 工 - 夹 
其 效应 多 半 可 单独 处 理 ,比如 对 操作 工 可 以 重新 培训 以 提高 他 们 的 技能 . 


表 14.11 例 14.2 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Pi 
夹具 (F) 82.80 2 41.40 7.54 0.01 
布局 (万 ) 4.08 1 4.09 0.34 0.58 
操作 工 (布局 内 的 )，O(Z) 71.91 6 11.99 5.15 «0.01 
FL 19.04 2 9.52 1.73 0.22 
FO(L) 65.84 12 5.49 2.36 0.04 
误差 56.00 24 2.33 
总 和 299.67 47 
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计算 

一 些 统计 软件 包 可 以 很 容易 地 分 析 套 析 因 设计 , 包括 Minitab 和 SAS. 在 约束 形式 的 混合 
模型 假定 下 , 表 14.12 给 出 了 例 14.2 的 Minitab(Balanced ANOVA) 输出 , 位 于 表 14.12 的 下 
半 部 分 的 期 望 均 方 与 表 14.10 给 出 的 结果 一 致 . 8[1], QB, ФА 分 别 是 布局 、 夹 具 以 及 布局 x 
夹具 的 固定 效应 . 方差 分 量 的 估计 是 : 


操作 工 (布局 ) : o2 = 1.609 
夹具 x 操作 工 (布局 ) : 02, = 1.576 
误差 : o? = 2.333 


表 14.12 使 用 约束 模型 对 例 14.2 的 Minitab Balanced ANOVA 的 分 析 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 
Layout fixed 2 1 2 

Operator (Layout) randon 4 1 2 3 4 
Fixture fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for Time 


Source DF 85 MS F P 
Layout H 4.083 4.083 0.34 0.581 
Operator (Layout) 6 71.917 11.986 5.14 0.002 
Fixture 2 82.792 41.396 7.565 0.008 
Layout*Fixture 2 19.042 9.521 1.74 0.218 
Fixture*Operator (Layout) 12 65.833 5.486 2.35 0.036 
Error 24 56.000 2.333 

Total ат 299.667 


Expected Mean Square 
Variance Error for Each Term (using 


Source component term restricted model) 

1 Layout 2 (6) + 6(2) + 24Q(1] 
2 Operator (Layout) 1.609 6 (6) + 6(2) 

3 Fixture 5 (6) + 2(5) + 16013] 
4 Layout*Fixture 5 (6) + 2(5) + 8Q(4] 
5 Fixture*Üperator (Layout) 1.576 6 (6) + 2(5) 

6 Error 2.333 (6) 


表 14.13 给 出 了 Minitab 使 用 无 约束 形式 的 混合 模型 对 例 14.2 的 分 析 . 在 这 张 表 的 下 半 部 
分 给 出 的 期 望 均 方 与 使 用 约束 模型 得 到 的 报告 结果 略 有 差异 , 于 是 对 操作 工 (布局 ) 因子 的 检验 
统计 量 的 构造 也 略 有 不 同 . 特别 地 , 在 约束 模型 中 操作 工 (布局 ) 的 IP 比 的 分 母 是 夹具 x 操作 
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I (布局 ) 的 交互 作用 (误差 项 自由 度 是 12), 而 在 无 约束 模型 中 IP 比 的 分 母 是 布局 x 夹具 的 交 
互 作用 (误差 项 自由 度 是 2), 因为 MSwRxxR > МЗхдхивт (аяу, 它 的 自由 度 比 较 少 , 所 以 布 
局 效应 内 的 操作 工 只 在 12% 水 平 下 是 显著 的 (在 约束 模型 分 析 中 相应 的 P 值 是 0.002)， 并 且 ， 
方差 分 量 估 计 93 = 1.083 UI. 然而 , 因为 有 着 很 大 的 夹具 效应 和 显著 的 夹具 x 操作 工 (布局 ) 
交互 作用 , 我 们 仍然 怀疑 这 里 存在 着 操作 工效 应 , 所 以 这 个 例子 得 到 的 实际 结论 不 会 因为 选择 了 
混合 模型 的 约束 形式 或 者 无 约束 形式 而 受到 很 大 的 影响 . 01,41 和 Q3, 4] 是 包含 布局 x 夹具 
这 个 交互 效应 的 固定 类 型 的 平方 项 . 


表 14.13 ”使 用 无 约束 模型 对 例 14.2 的 Minitab Balanced ANOVA 的 分 析 


Analysis of Variance (Balanced Designs) 


Factor Type Levels Values 
Layout fixed 2 1 2 

Operator (Layout) random 4 1 2 3 4 
Fixture fixed 3 1 2 3 


Analysis of Variance for Time 


Source DF 88 Ms F P 

Layout 1 4.083 4.083 0.34 0.581 

Operator (Layout) 6 71.917 11.986 2.18 0.117 

Fixture 2 82.792 41.396 7.56 0.008 

Layout*Fixture 2 19.042 9.521 — 1.74 0.218 

Fixture*Üperator (Layout) 12 65.833 5.486 — 2.35 0.036 

Error 24 56.000 2.333 

Total ат 299.667 

Зошгсе Expected Mean Square 
Variance Error for Each Term (using 
component term restricted model) 

1 Layout 2 (6) + 2(6) + 6(2) + (11,41 

2 Operator (Layout) 1.083 5 (6) + 2(5) + 6(2) 

3 Fixture 5 (6) + 2(5) + (13,41 

4 Layout*Fixture 5 (6) + 2(5) + QI4] 


5 Fixture*Üperator 
(Layout) 1.576 6 (6) + 2(5) 
6 Error 2.333 (6) 


如 果 手 头 没有 像 SAS I Minitab 这 类 软件 ， 分 析 析 因 实验 的 计算 程序 也 可 以 用 来 分 析 有 被 
套 因 子 和 交叉 因子 的 设计 . 例如 , 例 14.2 可 考虑 为 三 因子 析 因 设 计 , 以 夹具 (F), 操作 工 (0) 以 


144 A HR db 463 


及 布局 (L) 作为 因子 . 然后 , 将 析 因 设计 分 析 所 得 的 某 些 平方 和 与 自由 度 合 并 起 来 , 构成 被 套 因 
子 和 交叉 因子 设计 所 需 的 合适 量 , 如 下 表 所 示 . 


析 因 分 析 套 析 因 分 析 
平方 和 自由 度 平方 和 自由 度 
SSF 2 SSF 2 
SSL 1 SS, 1 
SSpr 2 SSpL 2 
SSo 3 
5510 3 SSo(r = 55о + 5810 6 
SSro 6 
SSroL 6 SSFO(L) = S$ro + SSFOL 12 
SSe 24 556 24 
55т 47 55т 4T 
144 裂 区 设计 


在 有 些 多 因子 析 因 实验 中 , 我 们 也 许 不 能 使 试验 顺序 做 到 完全 随机 化 . 这 种 情况 导致 了 析 因 
设计 的 一 种 推广 , 叫做 裂 区 设计 (split-plot design). 

举 个 例子 , 有 家 造 张 厂 针对 3 种 不 同 的 纸浆 配制 方法 和 4 种 不 同 的 纸浆 燕 者 温度 , 想 要 研 
究 这 两 个 因子 对 纸张 的 抗 拉 强度 的 效应 , 作为 析 因 实验 , 每 次 重复 需 做 12 个 观测 值 , 而 且 实验 
者 已 经 决定 要 做 3 次 重复 . 但 是 , 实验 室 只 能 容许 每 天 做 12 个 试验 , 所 以 , 实验 者 决定 分 为 3 
天 来 做 , 每 天 做 一 次 , 并 且 把 天 或 重复 看 作为 区 组 . 任何 一 天 , 他 进行 如 下 的 实验 , 用 所 研究 的 3 
种 方法 之 一 生产 出 来 一 批 纸浆 . 然后 , 将 这 批 纸浆 分 为 4 个 样本 , 每 个 样本 用 4 种 温度 之 一 来 燕 
Ж.Ж, 第 2 批 纸浆 用 3 种 方法 的 另 一 种 制造 出 来 ,第 2 批 纸浆 也 分 为 4 个 样本 , 也 用 4 种 
温度 来 试验 . 再 用 第 3 种 方法 生产 一 批 纸浆 , 重复 这 一 过 程 , 所 得 数据 如 表 14.14 BER. 


表 14.14 纸张 抗 拉 强 度 实验 


纸浆 配制 方法 重复 (或 区 组 )1 重复 (或 区 组 )2 重复 (或 区 组 )3 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 
温度 CF) 
200 30 34 29 28 31 31 31 35 32 
225 35 4l 26 32 36 30 37 40 34 
250 37 38 33 40 42 32 41 39 39 
275 36 42 36 41 40 40 40 44 45 


起 初 , 可 以 把 这 看 作 是 配制 方法 (因子 А) 有 3 个 水 平 、 温度 (因子 B) 有 4 个 水 平 的 随机 
化 区 组 析 因 实验 . 如 果 是 这 种 情况 的 话 , 则 区 组 内 的 实验 顺序 应 该 是 完全 随机 化 的 ， 也 就 是 说 ， 
在 一 个 区 组 内 , 我 们 应 该 随机 地 选择 一 种 处 理 组 合 (一 种 配制 方法 和 一 种 温度 ) 并 得 到 一 个 观测 
值 , 然后 又 随机 地 选取 另 一 处 理 组 合 得 到 第 2 个 观测 值 , 等 等 , 直到 求 得 这 个 区 组 内 的 12 个 观 
测 值 为 止 . 但 是 , 现在 实验 者 并 不 按 这 种 方式 收集 数据 , 他 做 好 一 批 纸浆 , 并 从 这 批 纸浆 中 对 所 
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有 4 种 温度 求 得 观测 值 . 因为 这 样 配制 纸浆 又 省 工 又 省 料 , 是 收集 数据 的 最 适当 可 行 的 方法 . 一 
个 完全 随机 化 析 因 实验 需要 36 批 纸浆 , 这 是 完全 不 现实 的 . 裂 区 设计 对 每 个 区 组 (重复 ) 只 需 
要 3 批 纸浆 , 从 而 在 这 个 例子 中 总 共 需 要 9 批 . 显然 裂 区 设计 能 在 很 大 程度 上 提高 实验 效率 . 

我 们 的 这 个 例子 使 用 的 是 型 区 设计 . 裂 区 设计 中 的 每 个 重复 或 区 组 分 为 3 个 部 分 , 叫做 全 
区 , 配制 方法 叫做 全 区 处 理 或 主 处 理 ， 每 个 全 区 分 为 4 个 部 分 ， 叫做 子 区 (或 裂 区 ), 一 种 温度 分 
配 一 个 子 区 . 温度 叫做 子 区 处 理 . 如 果 有 不 可 控 因子 或 未 设计 的 因子 出 现 , 并 且 这 些 不 可 控 的 因 
子 随 着 纸浆 配制 方法 的 改变 而 变化 时 ， 则 未 设计 因子 对 响应 的 任何 效应 将 完全 与 纸浆 配制 方法 
的 效应 相 混 .因为 在 裂 区 设计 中 ， 全 区 处 理 与 全 区 相 混 而 子 区 处 理 是 不 相 混 的 , 所 以 , 只 要 有 可 
此 ,最 好 是 把 我 们 最 感 兴趣 的 因子 安排 在 子 区 中 . 

这 是 将 裂 区 设计 用 于 工业 背景 中 的 一 个 典型 例子 ， 注意 到 两 个 因子 用 在 不 同 的 时 间 上 , 所 以 
一 个 裂 区 设计 可 以 看 作 是 两 个 实验 的 “合并 ”或 相互 添加 , 一 个 “实验 ” 把 全 区 因子 应 用 在 大 的 
实验 单元 上 (或 这 些 因子 的 水 平 很 难 改变 ), 另 一 “实验 * 把 子 区 因子 应 用 在 较 小 的 实验 单元 上 
( 即 这 个 因子 的 水 平 改变 比较 容易 ). 

裂 区 设计 的 线性 模型 是 


Viik ит; (78) + Yt n)u-- (92) e (THY) eig 了 “уа (1415) 
k=1,2,...,6 


Жент, 0), (08) 代表 全 区 并 分 别 对 应 于 区 组 (或 重复 )、 主 效应 (因子 А) 和 全 区 误差 [重复 
(或 区 组 )x A); 而 ve, (ту), (уу, (ту) 代表 子 区 并 分 别 对 应 于 子 区 处 理 (因子 B)、 重 
复 (或 区 组 )xB、A4B 交互 作用 以 及 子 区 误差 (区 组 x AB). 注意 , 全 区 误差 是 重复 (或 区 组 ) 交 
HEH, 子 区 误差 是 三 因子 交互 作用 区 组 x AB. 这 些 因子 的 平方 和 可 以 作为 单 次 重复 的 三 向 方 
差分 析 来 计算 . 

当 重 复 ( 即 区 组 ) 随机 、 主 处 理 和 子 区 处 理 轩 定时 , 裂 区 设计 的 期 望 均 方 见 表 14.15. 全 区 中 
的 主因 子 (4) 是 针对 全 区 误差 来 检验 的 , 而 子 处 理 (B) 是 针对 重复 (或 区 组 )x 子 处 理 交互 作用 
来 检验 的 AB 交互 作用 是 针对 子 区 误差 来 检验 的 . 对 重复 (或 区 组 ) 效应 (А) 或 者 重复 (或 区 
组 )x 子 处 理 (AC) 交互 作用 没有 检验 法 . 

A 14.14 的 抗 拉 强 度数 据 的 方差 分 析 概 括 在 表 14.16 P. 因为 配制 方法 和 温度 是 固定 的 而 
重复 是 随机 的 , 所 以 应 用 表 14.15 的 期 望 均 方 . 配制 方法 的 均 方 与 全 区 误差 的 均 方 相 比 较 , 温度 
的 均 方 与 重复 (或 区 组 )x 温度 (АС) 的 均 方 相 比较 . 最 后 ， 配制 方法 x 温度 的 均 方针 对 子 区 误 
差 来 检验 . 配制 方法 和 温度 对 抗 拉 强度 都 有 显著 的 效应 ， 并 且 它 们 的 交互 作用 是 显著 的 . 

AR 14.16 中 看 到 , 子 区 误差 (4.24) 小 于 全 区 误差 (9.07). 这 是 裂 区 设计 的 普遍 情形 , 因为 
子 区 比 起 全 区 来 说 一 般 更 为 齐 性 . 这 导致 了 实验 的 两 种 不 同 的 误差 结构 . 由 于 子 区 处 理 以 更 大 
的 精确 度 进行 比较 , 所 以 , 只 要 有 可 能 ， 应 该 把 我 们 最 感 兴趣 的 处 理 安排 在 子 区 中 . 

有 些 作 者 对 裂 区 设计 提出 了 一 个 略 有 不 同 的 统计 模型 ， 比如 


Yijk = nt rib Bj (78) + Yr + (87) + Eijk j=1,2, (14.16) 
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表 14.15 ”和 裂 区 设计 的 期 望 均 方 


模型 项 期 望 均 方 
Ti о? + abo? 
з 2 7X8 
全 区 Bj o? +0018 + т 
("Уа а? +6023 
7 
р ЕРГЕ ЗЕ 
(ra 02 +а0?, 
g n тУ У (87)2 
子 区 (87) к а? +023 + асқан 
(r8) o? +02, 
Tink o2( 不 可 估计 的 ) 
表 14.16 ЖЖ 14.14 的 抗 拉 强度 数据 的 裂 区 设计 的 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo РН 
重复 (或 区 组 ) 77.55 2 38.78 
配置 方法 (4) 128.39 2 64.20 7.08 0.05 
全 区 误差 [重复 (或 区 组 )x A] 36.28 4 9.07 
温度 (B) 434.08 3 144.69 41.94 — «0.01 
重复 (或 区 组 )xB 20.67 6 
AB 75.17 6 2.96 0.05 
子 区 误差 [重复 (或 区 组 )x AB] 50.83 12 
总 和 822.97 35 


在 这 个 模型 中 (78), 仍然 是 全 区 误差 , 但 是 区 组 xB 和 区 组 x AB. 的 交互 作用 实质 上 是 和 
Eijk 合并 形成 了 子 区 误差 , 我 们 记 子 区 误差 项 eij 的 方差 为 c2, 并 作 与 模型 [(14.15) 式 ] 相同 
的 假设 , 那么 期 望 均 方 变 成 


LENZ E(MS) 
7i( 重 复 或 区 组 ) 02 + abo? 
by 82 
8А) о? + bo? + DEN 
GB o2 + оз (АС) 
тау 
Yr(B) + 一 守信 


x to» 
Б 23 
(85) (AB) PR 


Eijk 02( 子 区 误差 ) 


注意 , 现在 子 区 处 理 (B) 和 AB 交互 作用 都 是 针对 子 区 误差 期 望 均 方 进行 检验 的 . 如 果 人 们 觉 
得 重复 (或 区 组 )x B. 交互 作用 和 重复 (或 区 组 )x AB. 交互 作用 都 可 以 忽略 这 一 假设 相当 合理 , 那 
么 这 个 模型 是 完全 令 人 满意 的 . 
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3E 1417 给 出 了 表 14.14 裂 区 设计 的 基于 (14.16) 式 的 模型 的 Minitab 输出 . 用 Balanced 
ANOVA 模块 计算 时 采用 了 约束 模型 . (重复 或 区 组 是 一 个 随机 因子 , 而 纸浆 配制 方法 和 温度 是 
固定 因子 , 所 以 这 是 一 个 泥 合 模型 分 析 , ) 这 个 分 析 得 到 的 结果 与 表 1416 中 原来 的 ANOVA 分 
析 结 果 非 常 接近 . 注意 , 因子 “重复 ”是 针对 子 区 误差 进行 检验 的 . 


表 14.17 #1414 裂 区 设计 的 ANOVA 分 析 ( 另 一 个 模型 ) 


ANOVA: 强度 与 重复 、 配制 方法 , 温度 


Factor Type Levels Values 
Replicate | random 3 1,2,3 
Prep Meth fixed 8 1,2,3 
Tenp fixed 4 


Analysis of Variance for Strenght 


Source DF 88 
Replicate 2 77.556 
Prep Meth 2 128.389 
Replicate*Preo Meth 4 36.278 
Temp 3 434.083 
Prep Meth*Temp 6 75.167 
Error 18 71.500 
Total 35 822.972 


S = 1.99304 R-Sq = 91.314 


Variance 
Source component 
1 Replicate 2.900 
2 Prep Meth 
3 Replicate*Prep Meth 1.274 
4 Temp 
5 Prep Meth*Tenp 
6 Error 3.972 


200, 225, 250, 275 


MS F P 
38.778 9.76 0.001 
64.194 7.08 0.049 

9.069 2.28 0.100 
144.694 36.43 0.000 
12.528 3.15 0.027 
3.972 


R-Sq (adj) = 83.11% 


Expected Mean Square 


Error for Each Term (using 


term restricted model) 
6 (6 + 12 (1) 
3 (6) *4 (3) + 12 012] 
6 (6) + 4 (3) 
6 (6) +9 014] 
6 (6) +3 015) 
(6) 


裂 区 设计 有 农业 的 传统 , 全 区 通常 是 大 片 土地 , 子 区 是 在 大 片 土地 中 的 小 片 土地 . 例如 , 一 
农作物 的 几 种 不 同 的 品种 可 以 种 在 不 同 的 土地 上 (全 区 ), 一 种 品种 种 一 块 土地 . 然后 , 每 块 土地 
可 分 为 比方 说 4 个 子 区 , 每 个 子 区 施用 不 同类 型 的 肥料 . 这 里 ， 农作物 品种 是 主 处 理 , 不 同 的 肥 


料 是 子 处 理 . 
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不 管 它 的 农业 基础 , 裂 区 设计 在 很 多 科学 实验 和 工业 实验 中 也 都 有 用 .在 这 类 实验 的 策划 
过 程 中 , 通常 去 找 出 一 些 需 用 较 大 实验 单元 的 因子 , 而 另 一 些 因子 需 用 较 小 的 实验 单元 , 如 同上 
面 描述 的 抗 拉 强度 问题 那样 . 另外 , 我 们 有 时 发 现 , 完全 随机 化 是 不 适宜 的 , 因为 , 有 些 因子 比 起 
其 他 因子 来 说 更 难于 改变 它 的 水 平 ， 难 于 改变 的 因子 形成 全 区 , 而 易于 改变 的 因子 在 子 区 中 做 
试验 . 

从 原则 上 说 来 , 我 们 必须 小 心地 考虑 如 何 进行 实验 , 并 将 关于 随机 化 的 所 有 约束 结合 到 分 析 
方法 中 去 , 我 们 用 修正 过 的 第 6 章 的 眼睛 聚焦 时 间 的 例子 来 说 明 这 一 点 . 假定 只 有 两 个 因子 : 视 
觉 敏锐 度 (A) 和 照度 (B). 视觉 敏锐 度 有 a 个 水 平 , 照度 有 b 个 水 平 , 进行 n 次 重复 的 析 因 实 
验 , 需要 以 随机 顺序 取得 abn 个 观测 值 . 但 是 , 相当 难于 调节 这 两 个 因子 至 不 同 的 水 平 上 , 所 以 ， 
实验 者 决定 通过 将 仪器 调节 至 a 个 敏锐 度 之 一 和 b 个 照度 之 一 并 立刻 做 n 次 重复 试验 以 取得 
n 个 观测 值 . 在 析 因 设 计 中 , 误差 实际 上 代表 系统 的 干扰 或 噪音 加 上 被 实验 者 再 现 同样 的 聚焦 时 
间 的 能 力 , 析 因 设计 的 模型 可 写 为 


іш1,2,--,а 


уук = H + Ti Bj + (TB)ij + Фок + бак ј= 1,2, +, b (14.17) 


k=1,2,. 


其 中 ou 代表 系统 的 干扰 或 噪音 , 这 是 由 “实验 误差 ”产生 的 (也 就 是 说 ,我 们 在 不 同 的 试 
验 、 环 境 条 件 变 异性 及 类 似 的 原因 中 , 实际 上 不 能 做 到 全 地 重复 敏锐 度 和 照度 的 同一 水 
F), б, 代表 被 试验 者 的 “再 现 性 误差 ". 通常 , 我 们 把 这 些 分 量 组 合 为 一 个 总 的 误差 项 , 记 作 
Eijk = фик + Oije. 假定 V(eijk) = o? = 03 +03. 现在 , 在 此 析 因 设计 中 , 误差 均 方 的 期 望 为 
а? = o$ +03, 有 ab(n - 1) 个 自由 度 . 

如 果 像 前 面 第 2 个 设计 那样 限制 随机 化 , 则 方差 分 析 中 的 “误差 ” 均 方 是 “再现 性 误差 ”a3 
的 估计 量 , 有 ab(n 一 1) 个 自由 度 , 但 得 不 到 关于 “实验 误差 "o? 的 信息 . 这 样 一 来 , 在 第 2 个 设 
计 中 的 误差 的 均 方 是 太 小 了 , 因此 , 我 们 经 常会 错误 地 否定 零 假设 . 正如 John(1971) 所 指出 的 ， 
这 一 设计 类 似 于 有 ab 个 全 区 , 每 个 全 区 分 为 n 个 子 区 , 没有 子 处 理 的 裂 区 设计 , 这 种 情况 也 类 
似 于 Ostle(1963) 所 描述 的 子 抽样 . 假定 A 和 B 是 固定 的 , 我 们 得 到 此 时 的 期 望 均 方 是 


(n 


ai з пут? " оза ng а 12222 (0098 
EMSA) = оф + nog t 7445, — E(MSan) = ode поё + CL 


опу) 8 
=1 * 


E(MS5) = о? + no$ 十 b 


E(MSz) = оф (14.18) 
因此 , 除非 交互 作用 可 忽略 , 不 然 就 不 能 检验 主 效应 . 这 种 情况 实际 上 是 每 单元 有 一 个 观测 值 的 
双向 方差 分 析 . 如 果 两 个 因子 都 是 随机 的 , 则 主 效应 可 以 针对 AB 交互 作用 来 检验 . 如 果 只 有 一 
个 因子 是 随机 的 , 则 固定 因子 可 以 针对 AB 交互 作用 来 检验 . 

一 般 来 说 , 如 果 谁 在 分 析 析 因 设 计时 , 得 出 的 结论 是 所 有 的 主 效应 和 交互 作用 都 是 显著 的 ， 
那 他 就 应 该 小 心地 检查 一 下 实验 实际 上 是 如 何 进行 的 ， 有 可 能 是 在 分 析 时 没有 考虑 模型 的 随机 
化 约束 , 因而 不 应 该 把 数据 作为 析 因 设计 来 分 析 . 


4608 X 4% di EGREGIE 


14.5” 裂 区 设计 的 其 他 变形 


14.51 多 于 两 个 因子 的 裂 区 设计 


有 时 我 们 会 过 到 全 区 或 子 区 含有 两 个 或 更 多 的 因子 , 它们 排 成 了 析 因 的 结构 ， 作 为 一 个 例 
F, 考虑 在 炉子 上 给 硅 卓 片 生成 氧化 层 的 实验 , 所 关心 的 响应 变量 是 氧化 层 的 厚度 和 均匀 度 . 有 
4 个 设计 因子 : 温度 (A), 气流 (B), 时 间 (C), 晶片 在 炉子 里 的 位 置 (D). 实验 者 计划 用 一 个 24 
析 因 设计 , 重复 两 次 ( 共 32 次 试验 ). 现在 因子 A 与 B( 温 度 和 气流 ) 很 难 改变 , 而 С 和 D( 时 
间 和 晶片 位 置 ) 很 容易 改变 , 这 样 就 产生 了 一 个 如 图 14.7 所 示 的 裂 区 设计 . 注意 实验 的 两 次 重 
复 都 被 分 裂 为 4 个 全 区 , 每 个 全 区 都 包含 温度 和 气流 的 一 种 设置 组 合 . 当 AA B 的 水 平 被 选 定 
后 , 每 个 全 区 又 分 为 4 个 子 区 , 并 对 时 间 和 唱片 位 置 做 了 一 个 2 析 因 实验 ， 其 中 子 区 中 的 处 理 
组 合 的 试验 顺序 是 随机 的 . 每 次 重复 中 温度 和 气流 只 改变 了 4 次 ， 而 时 间 和 晶片 位 置 的 水 平 是 
完全 随机 的 . 


TEE 


图 14.7 一 个 四 因子 殊 区 设计 , 两 个 因子 在 全 区 , 两 个 因子 在 子 区 
与 (14.16) 式 一 致 , 此 实验 的 一 个 模型 是 


Viskim =H + Ti + Bj + Ye + (87) к + c + G+ Am + (89) + (88) + (82). 
十 (76)kt (82) + (856) à + (B^) iem, + (863) jtm + (6X). 


ымы 


1, 
1, 
1, 


i 
(8952) jm + i 
kim + зды 

i UT H (14.19) 


1,2 

m=1,2 
其 中 r 表示 重复 效应 , 8; 和 表示 全 区 主 效应 ， бу, 是 全 区 误差 , 5 和 Am 表示 子 区 主 效应 ， 
бунт 是 子 区 误差 . 这 里 包含 了 4 个 设计 因子 的 所 有 交互 作用 . 表 14.18 给 出 了 在 重复 是 随机 
的 、 所 有 设计 因子 是 固定 的 假设 下 ， 这 个 设计 的 方差 分 析 . 该 表 中 o3 o2 分 别 表示 全 区 和 子 
区 的 误差 方差 , o2 是 区 组 效应 的 方差 ， (为 简单 起 见 ) 我 们 用 大 写 拉丁 字母 标记 固定 效应 , 将 全 区 
主 效应 和 交互 作用 与 全 区 误差 比较 进行 检验 ， 将 子 区 效应 和 所 有 其 他 交互 作用 与 子 区 误差 比较 
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进行 检验 . 如 果 某 些 设计 因子 是 随机 的 , 则 检验 统计 量 就 会 不 一 样 . 有 时 没有 精确 的 FF 检验 , 而 
要 使 用 (第 13 章 中 介绍 的 )Satterthwaite 方法 


表 14.18 ”和 裂 区 设计 的 简要 分 析 , 其 中 A 和 В 是 全 区 因子 , C 和 D 是 子 区 因子 (参见 图 14.7) 


方差 来 源 ”平方 和 自由 度 MEYS | VAKK 平方 和 ”自由 度 ШЫ 
XX (n)  SSag 1 92 +1602 AD SSap 1 œ+AD 
4(Bk) 584 1 о? +802 + А вр SSpp 1 o? + BD 
Вен) 88 1 о2 +802 +В АВС SSAnc 1 ао? +АВС 
АВ SSAg 1 02 +802 + AB АВр SSApp 1 o2 ABD 
全 区 误差 (0ijk) SSwp 3 o +802 ACD SSAcp 1 oo2+ACD 
C(&) SSc 1 o2+C BCD SSpcp 1  c24BCD 
D(Am) SSp 1 оар ABCD 55лвср і o2 ABCD 
CD SScp 1 cie CD (FRR (gum) SSsp 12 о? 
АС SSac 1 o? + AC 总 和 SSr 31 
BC SSpc 1 о? + BC 


在 裂 区 结构 中 , 含有 3 个 或 3 个 以 上 因子 的 析 因 实 验 将 会 是 一 个 相当 大 的 实验 . 另 一 方面 ， 
列 区 结构 通常 使 这 样 的 一 个 大 型 实验 更 容易 实施 : 例如 在 氧化 炉 例子 中 , 实验 者 只 需要 将 难以 改 
变 的 因子 (A 和 B) 改变 8 次 , 所 以 一 个 32 次 的 实验 也 并 非 不 合理 ， 

当 实验 中 因子 的 个 数 增多 时 , 实验 者 可 以 考虑 采用 以 裂 区 方式 安排 的 分 式 析 因 实 验 . 作为 一 
个 例子 , 考虑 思考 题 8.7 中 所 提 到 的 实验 这 是 一 个 297! 分 式 析 因 实验 , 用 来 研究 热处理 过 程 
变量 对 汽车 簧 片 高 度 的 影响 , 因子 A= 传递 时 间 , B= 加 热 时 间 ，C 油 温 , D 
保持 时 间 , 假设 因子 A, B, C. 很 难 改变 , 而 另 两 个 因子 D 和 E 易于 改变 . 例如 ， 
时 , 首先 必须 通过 调节 变化 因子 A, В, C, 然后 在 后 续 的 实验 中 , 将 它们 固定 , 再 让 因子 D Е 
变动 . 

考虑 这 个 实验 的 一 个 修正 , 这 是 因为 原来 的 实验 者 没有 采用 裂 区 方法 进行 这 个 实验 , 而 且 他 
们 没有 用 我 们 下 面 将 要 使 用 的 设计 生成 元 . 全 区 因子 用 А,В,С 表示 , 子 区 因子 用 D,E 表示 . 
选择 设计 生成 元 ; E = ABCD. 设计 有 8 个 全 区 (对 应 着 3 个 因子 2 种 水 平 的 8 种 组 合 ). 每 
个 全 区 分 为 2 个 子 区 , 每 个 子 区 中 对 因子 D RUE 的 一 种 组 合 进行 试验 . (精确 的 处 理 组 合 通过 
生成 元 依赖 于 全 区 因子 处 理 组 合 的 符号 .) 

假设 所 有 三 因子 交互 作用 、 四 因子 交互 作用 、 五 因子 交互 作用 都 可 以 忽略 . 如 果 这 个 假设 是 
合理 的 , 那么 可 以 估计 全 区 中 所 有 全 区 因子 А,В,С 和 它们 的 交互 作用 . 如 果 这 个 设计 有 重复 ， 
则 可 以 将 这 些 效应 与 全 区 误差 比较 进行 检验 . 如 果 设 计 是 无 重复 的 , 则 这 些 效应 可 以 用 正 态 概率 
图 (或 Lenth 的 方法 ) 来 评估 , 也 可 以 估计 子 区 因子 р 和 E 以 及 它们 的 交互 作用 DE. 全 区 因 
子 与 子 区 因子 的 6 个 交互 作用 AD, AE, ВР, ВЕ, Ср, СЕ 也 能 估计 . 总 之 , 所 有 裂 区 主 效 应 ， 
或 与 全 区 主 效 应 别名 的 交互 作用 , 或 只 含有 全 区 因子 的 交互 作用 将 与 全 区 误差 相 比较 . 而 且 , 裂 
区 主 效应 , 或 包含 至 少 一 个 不 与 全 区 主 效应 别名 的 裂 区 因子 的 交互 作用 , 或 仅 包含 全 区 因子 的 交 
互 作用 将 与 裂 区 误差 相 比 较 . 见 Bisgaard (1992) 的 全 面 讨论 . 因此 , 在 我 们 的 问题 中 , 所 有 效 
№ D, E, DE, AD, AE, BD, BE, CD, CE 都 与 裂 区 误差 进行 了 比较 . 另外 , 它们 可 以 用 正 态 概 
率 图 评估 . 
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最 近 , 人 们 已 发 表 了 多 篇 关于 裂 区 的 分 式 析 因 问 题 的 论文 . 这 里 着 重 推荐 Bisgaard(2000). 
另外 也 可 以 参见 Bingham and Sitter(1999) 以 及 Huang, Chen, and Voelkel(1999). 

例 14.3 ”研究 单 品 片 等 离子 蚀刻 工艺 中 影响 均匀 性 的 因子 ， 相 对 而 言 , 蚀刻 工具 的 3 个 因子 (4= 电 
极 间隙, B= 气流 ， 压强 ) 很 难 在 试验 间 进行 调整 ， 而 另外 两 个 因子 [D= 时 间 , E = RF( 射 频 ) 强度 ] 
很 容易 在 试验 间 进 行 调整 ， 由 于 可 用 于 测试 的 晶片 数 最 有 限 , 实验 者 打算 用 一 个 分 式 析 因 实验 来 研究 这 5 个 
因子 ， 那 些 难以 改变 的 因子 表明 必须 考虑 裂 区 设计 实验 者 决定 用 上 文 所 讨论 的 方法 ， 即 95-1 设计 , 其 中 
因子 А,В,С 安排 在 全 区 , 而 D, E 安排 ， 设 计生 成 元 是 E = ABC D， 这 样 就 得 到 一 个 含有 8 个 
全 区 的 16 次 的 分 式 析 因 设 计 , 每 个 全 区 包含 3 个 因子 А, B,C 的 完全 23 析 因 设计 的 8 个 处 理 组 合 之 一 , 
每 个 全 区 分 为 两 个 子 区, 每 个 子 区 中 含有 因子 DA E 的 一 种 处 理 组 合 . 这 个 设计 和 所 得 的 均匀 度数 据 见 表 
14.19. 8 个 全 区 按 随机 顺序 进行 试验 ， 而 一 旦 蚀刻 工具 上 关于 因子 A, B,C 的 全 区 安排 设置 好 后 ， 就 把 子 
区 中 的 两 个 实验 做 完 (也 按 随机 顺序 ) 


表 14.19 ”等 离子 蚀刻 工具 的 25-1 NERE 


» 全 区 因子 TRAF -ARNT ТЕТ 
К р 07 p po 998 | 人 a o -5 一 均 久 度 
* - + 40.85 2m T as 40.32 
1 中 41.07 5 $ t + 43.34 
十 = 35.67 E е ii AF 62.46 
2 + + + 51.15 6 E t + >. 38.08 
= zd 41.80 + + + 31.99 
3 Е t ud + 37.01 7 oo - 
a» + + 91.09 Ж + 中 
+ 48.67 8 Ф + Bic 


这 个 实验 的 统计 分 析 要 把 全 区 和 子 区 因子 分 开 来 ,假设 所 有 超过 : 阶 的 交互 作用 都 可 以 忽略 . 图 14.8a 
是 忽略 子 区 因子 只 看 全 区 因子 的 效应 估计 半 正 态 概 率 图 ， 从 中 可 以 看 到 因子 А,В 和 交互 作用 AB 有 大 的 
效应 , 图 14.8b 是 子 区 效应 D, E. 和 交互 作用 DE, AD, АЕ, BD, BE, CD,CE 的 半 正 态 概 率 图 。 从 中 看 
到 只 有 主 效应 E 和 交互 作用 AE 较 大 . 


90 


半 正 态 概率 


i 1 f П 1 1 1 
000 — 503. 1006 15.10 2014 000 — 325 50 976 1301 
| 效应 | | 效应 | 
(а) 全 区 效应 (b) 子 区 效应 


图 14.8 例 14.3 的 25— 条 区 实验 效应 的 半 正 态 图 
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图 14.9a 和 图 14.9b Ф АВ 和 AE 的 二 因子 交互 作用 图 . 实验 者 的 目的 是 最 小 化 均匀 度 响应 , 从 
图 14.9a 中 可 以 看 出 , 只 要 因子 B= 气流 处 在 低 水 平 , 那么 因子 A= 电极 间 际 无论 在 哪个 水 平时 效果 都 很 
好 , 如 果 BB 处 在 高 水 平 , 那么 4 必须 在 低 水 平时 才能 得 到 小 的 均匀 度 , 图 14.9b 可 以 看 到 , 把 E— 射频 强 
度 控制 在 低 水 平 能 有 效 地 减 小 均匀 度 , 特别 是 当 A 处 在 高 水 平时 .然而 若 E 在 高 水 平 , 则 А 必须 选择 低 水 
ж. 因此 , 这 个 筛选 实验 的 结果 是 原来 5 个 因子 中 的 3 个 因子 对 蚀刻 均匀 度 有 显著 影响 . 进一步， 处 理 组 合 
4 高 , BIE EREA AIE В.Е 高 会 得 到 低 水 平 的 均匀 度 响应 


91.09 91.09 


75.2829 78.316 

к a 

区 814758 & 61.04 

* E 
48.785 


16.0686 


318615 31.98 


-100 0,50 000 050 100 -100 050 000 050 100 
КЕЯ АН 
(а) AB 交互 作用 (b) 4 已 交互 作用 


图 14.9 例 14.3 的 25-1 改 区 实验 的 二 因子 交互 作用 


14.5.2 ”和 裂 裂 区 设计 


型 区 设计 的 概念 可 以 推广 到 在 一 个 实验 内 的 随机 化 约束 以 任意 多 个 水 平 出 现 的 情况 . 如 果 
随机 化 约束 有 两 个 水 平 , 则 这 种 方案 叫做 裂 裂 区 设计 (split-split-plot design). 下 面 的 例子 说 明 
了 这 种 设计 ， 

fi 14.4 一 位 研究 员 研 究 一 种 特定 类 型 的 抗生素 胶 赛 的 吸收 时 间 ， 研 究 员 感 兴趣 的 有 : 3 位 技师 ，3 
种 剂量 , 4 种 胶 村 糖衣 厚度 . 析 因 实验 设计 的 每 次 重复 需 有 36 个 观测 值 . 实验 者 决定 做 4 次 重复 , 并 且 只 能 
每 天 做 一 次 重复 . 这 样 一 来 , 一 天 可 以 看 作 一 个 区 组 , 在 每 个 重复 (或 区 组 )( 天 ) 内 , 进行 实验 时 , 分 配 一 个 
单位 的 抗生素 给 一 位 技师 , 由 这 位 技师 来 实施 3 种 剂量 和 4 种 糖衣 厚度 的 实验 . 一 旦 配 好 一 种 剂量 , 就 立即 
在 这 种 剂量 下 对 所 有 4 种 糖衣 厚度 进行 试验 ,然后 配制 另 一 种 剂量 再 进行 所 有 4 种 糖衣 厚度 的 试验 ， 最 后 ， 
配制 第 3 种 剂量 并 试验 4 种 糖衣 厚度 , 与 此 同时 , 在 另外 两 个 实验 室 , 技师 也 是 用 一 个 单位 的 抗生素 以 同样 
的 方法 做 试验 . 

我 们 看 到 , 在 每 个 重复 (或 区 组 ) 内 有 两 个 随机 化 约束 : 技师 和 剂量 . 全 区 对 应 于 技师 . 一 个 单位 的 抗 生 
素 分 配给 技师 的 顺序 是 随机 确定 的 ,剂量 构成 З 个 子 区 . 剂量 可 以 随机 地 分 配给 子 区 ， 最 后 , 在 一 种 特定 的 
剂量 内 , 4 种 胶囊 糖衣 厚度 以 随机 顺序 进行 试验 ,构成 4 ТИК. 糖衣 厚度 通常 叫做 子 子 处 理 ， 因 为 在 实 
验 中 有 两 个 随机 化 约束 《有 些 作 者 叫做 设计 的 两 次 分 “发 "), 所 以 把 这 种 设计 叫做 裂 裂 区 设计 . 图 14.10 说 
明了 这 种 设计 的 随机 化 约束 和 实验 的 布局 . 

裂 裂 区 设计 的 线性 统计 模型 是 


Vijkh = M Ti B5 (TB) а (тууы (9) i (THY)ijk+ on+ (TO)in + (86) һ 
+(785) уһ + (Y8)kn + (тб) кь + (B6) ien 
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іш1,2,. т 
-12,. 
K(88) uh + ек (14.20) 
-1,2, > 
һ-1,2,--,с 
糖衣 厚度 
1 
分 配给 技师 的 选取 的 剂量 2 
第 1 个 随机 3 
化 约束 
4 
ы o 
і 1 2 3 
ER in 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 
1 糖衣 厚度 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
4 4 4 4 4 4 4 4 4 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 糖衣 厚度 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
4 4 4 4 4 4 4 4 4 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 
3 糖衣 厚度 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
4 4 4 4 4 4 4 4 4 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 
4 糖衣 厚度 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
4 4 4 4 4 4 4 4 4 


图 1410 一 个 裂 弄 区 设计 


其 中 n, Bj, (та 代表 全 区 , 分 别 对 应 于 重复 (或 区 组 )、 主 处 理 (因子 4) 和 全 区 误差 [重复 
(或 区 组 ) x Af; ye, (тт) к, (85), (B^) зк REFE, 分 别 对 应 于 子 区 处 理 (因子 B), 重复 (或 
区 组 )xB, AB 交互 作用 , 以 及 子 区 误差 ; б, 和 其 余 的 参数 对 应 于 子 子 区 并 分 别 代表 子 子 区 处 理 
(因子 C) 和 其 余 的 交互 作用 . 四 因子 交互 作用 (926), 叫做 子 子 区 误差 

假定 重复 (或 区 组 ) 是 随机 的 , 其 他 设计 因子 是 固定 的 , 表 14.20 给 出 了 此 时 的 期 望 均 方 . 审 
阅 一 下 这 张 表 , 关于 主 处 理 、 子 处 理 、 子 子 处 理 以 及 它们 的 交互 作用 的 检验 是 明显 的 ， 注 意 , 关 
于 区 组 以 及 区 组 的 交互 作用 的 检验 不 存在 . 

裂 裂 区 设计 的 统计 分 析 和 单 次 重复 的 四 因子 析 因 设计 的 分 析 相像. 各 个 检验 的 自 由 度 用 通 
常 的 方法 确定 , 为 了 说 明 起 见 , 在 例 14.4 中 , 我 们 有 4 个 区 组 , 3 位 技师 , 3 种 剂量 , 4 种 糖衣 厚 
度 , 我 们 只 有 (--1)а-1)-(4-1)3-1)-6 个 主 区 误差 自 由 度 用 于 检验 技师 , 相对 说 来 ， 
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这 是 较 小 的 自由 度 , 实验 者 可 以 考虑 用 附加 的 重复 来 提高 检验 的 精确 度 . 如 果 有 a 个 重复 , 则 全 
区 误差 可 以 有 2(r — 1) 个 自由 度 . 这 样 , 5 个 重复 产生 2(5 – 1) = 8 个 误差 自由 度 , 6 个 重复 产 
Æ 2(6 - 1) = 10 个 误差 自由 度 , 7 个 重复 产生 2(7 — 1) = 12 个 误差 自由 度 , 等 等 . 因此 , 我 们 
也 许 不 想 做 少 于 4 个 重复 的 试验 , 因为 那 只 有 4 个 误差 自由 度 . 每 个 附加 的 重复 将 增加 2 个 误 
差 自 由 度 . 如 果 能 承担 5 个 重复 的 试验 的 话 , 我 们 就 给 检验 的 精确 度 提高 了 1/3 (自由 度 从 6 增 
至 8). 而 从 5 个 重复 增 至 6 个 重复 , 精确 度 将 提高 2595. 倘若 资源 允许 , 实验 者 应 该 做 5 个 或 
6 个 重复 的 试验 . 


表 14.20 ”和 裂 裂 区 设计 的 期 望 均 方 


模型 项 39157; 
Ti а? + abcda? 
rbc5 82 
全 区 в, che TY 
(т8):; о? + beo, 
> 
Yk а? + асо? + vp. 
(ra a? + aco? 
TE 7032 Y (097 
2 4 cg ih 
(5k T t EDON 
(TBY)ijk 
9n 
(TO)in 
(BO)jn 
(r86)in 
ғтк [2/2771 
(тб) ien. а? Mes 3 
"T r X (38). 
[2/29 2 +отвув + (а-1)%-1)с-1) 
(тӨлбуіукһ 0303, 
сце), 2( 不 可 估 ) 


14.5.8 ” 带 裂 区 设计 


带 裂 区 设计 在 农业 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 , 在 工业 实验 中 也 有 所 应 用 . 最 简单 情形 是 我 们 有 
两 个 因子 4 B. 因子 A 用 于 全 区 , 就 像 在 标准 裂 区 设计 中 一 样 . 因子 B 用 于 带 上 (实际 上 就 
是 另 一 组 全 区 )， 并 与 刚才 因子 A 的 全 区 正 交 . 图 14.11 给 出 了 4 和 B 都 有 三 水 平时 的 情形 . 
注意 , 4 的 各 水 平 与 全 区 混杂 , 而 因子 B 的 各 水 平 与 带 混杂 (可 以 看 成 是 第 2 组 全 区 ). 

图 14.11 的 带 裂 区 设计 中 假设 有 r 次 重复 , 4 有 a 个 水 平 , B 有 6 个 水 平 , 则 对 应 的 模型 是 


i=1, 2, 


Wijk = B Ti B; r8) 5-1, + (ту) + (87) + ek 2-1,2,..., 
Kx 


-аз 
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其 中 (78)i; M (ry) 分 别 是 因子 4 和 B 的 全 区 误差, sij 是 用 于 检验 AB 交互 作用 的 “ғ 
区 ”误差 . R 1421 给 出 了 假定 ALB 是 固定 因子 而 重复 是 随机 因子 时 的 简要 方差 分 析 . 重复 
有 时 可 看 作 区 组 . 


sz | 
As A ES 
B AB AB AB, 
B, AB, AB, ^B, P 
< 一 
B, АВ, AB, AB 


图 14.11 ARRA (САП) 


R1421 ” 带 裂 区 设计 的 简要 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 自由 度 期 望 均 方 

重复 (或 区 组 ) 55% т 1 02 + abo? 
by 82 
A 854 ed 72 +0024 DEM 

a- 

A 的 全 区 误差 SSw p, ("= D(a — 1) о? + bo2g 
2 
B 55 5-1 о? aci, + mE 

B 的 全 区 误差 SSw py (r - 1)(6 — 1) a? +ао?, 


AB SSAB (а 1)(6 - 1) а +0021) 
子 区 误差 SSsp (r - 1)(а = 1)(b — 1) о? 
总 和 SST rab— 1 
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“14.1 一 位 火箭 推进 剂 制造 者 研究 来 自 3 种 生产 过 程 的 火箭 推进 剂 的 燃烧 率 . 从 每 种 过 程 的 产品 中 随机 选 
取 4 批 火箭 推进 剂 ,对 每 批 火箭 推进 剂 进行 3 次 燃烧 率 测试 ， 其 结果 如 下 ， 分 析 这 些 数据 并 写 出 结 
%. 


过 程 1 过 程 2 过 程 3 
批 次 - 
1 2 3 4 1 2 3 4 l 2 3 4 
25 19 15 15 19 23 18 35 14 35 38 25 
30 28 ЗР 16 AT 24 21 27 15 21 54 29 


26 20 14 13 14 21 17 25 20 24 50 33 
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14 研究 4 台 机 器 对 金属 零件 进行 表面 抛光 ， 进 行 一 项 实验 , 每 台 机 器 由 3 位 不 同 的 操作 工 使 用 从 每 
位 操作 工 中 收集 两 个 样品 并 进行 测试 . 因为 机 器 位 置 的 缘故 , 每 台 机 器 为 不 同 的 操作 工 所 用 ,操作 工 
是 随机 选取 的 . 数据 如 下 表 所 示 , 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 . 


- 机 器 1 机 器 2 机 器 3 机 器 4 
操作 工 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
79 94 46 92 85 76 88 53 46 36 40 62 
62 74 57 99 79 68 75 56 57 53 56 47 


*14.3 一 位 制造 工程 师 研究 由 3 台 机 器 生产 的 某 种 零件 尺寸 的 变异 性 ， 每 台 机 器 有 两 根 转 轴 ， 从 每 根 转轴 
所 加 工 的 零件 中 随机 选取 4 个 . 结果 如 下 ， 假定 机 器 和 转轴 是 固定 因子 ,分 析 这 些 数据 . 


机 器 1 机 器 2 机 器 3 
кн 1 2 l 2 1 2 
12 8 14 12 14 16 
9 9 15 10 10 15 
1 10 13 п 12 15 
12 8 14 13 1 14 


144 为 了 简化 生产 计划 , 一 位 工业 工程 师 考 虑 给 一 类 特殊 工作 指派 一 个 时 间 标准 的 可 能 性 , 他 相信 工作 上 
的 差别 可 忽略 不 计 . 为 了 了 解 这 种 简化 是 否 可 能 , 随机 选取 6 种 工作 , 每 种 工作 派 给 分 别 由 3 位 操 
作 工 组 成 的 不 同 小 组 去 做 , 每 位 操作 工 在 一 周 内 的 不 同时 间 里 完成 这 种 工作 两 次 , 得 出 的 结果 如 下 . 
关于 这 类 特殊 工作 使 用 共同 的 时 间 标 准 问题 , 你 的 结论 是 什么 ? 你 会 用 什么 数值 作为 标准 呢 ? 


工作 ЧЕТ 1 操作 工 2 操作 工 3 
158.3 159.4 159.2 159.6 158.9 157.8 
2 154.6 154.9 157.7 156.8 154.8 156.3 
3 162.5 162.6 161.0 158.9 160.5 159.5 
4 160.0 158.7 157.5 158.9 161.1 158.5 
5 156.3 158.1 158.3 156.9 157.7 156.9 
6 163.7 161.0 162.3 160.3 162.6 161.8 


"145 考虑 如 图 14.4 所 示 的 三 级 民 套 设计 来 研究 合金 的 硬度 , 假定 合金 的 化 学 性 质 和 炉 次 是 固定 因子 , 6 
块 是 随机 的 , 用 下 列 数据 来 分 析 这 一 设计 . 


合金 的 化 学 性 质 1 合金 的 化 学 性 质 2 
炉 次 1 2 3 1 2 3 
WR 1:2 1 2 "EXE 1-3 1 2 12 7. 
40 27 95 69 65 78 22 23 83 75 61 35 
63 30 67 ат 54 45 10 39 62 64 77 42 


14.6 使 用 混合 模型 的 无 约束 形式 ， 重 新 分 析 思 考题 14.5 中 的 实验 . 对 你 所 观测 到 的 有 约束 和 无 约束 模型 
分 析 结 果 之 间 的 差异 进行 评论 . 可 以 使 用 计算 机 软件 . 

14.7 在 约束 混合 模型 假设 下 , 假定 А 是 固定 的 , B 和 C 是 随机 的 , 推导 出 平衡 三 级 嵌 套 设计 的 期 望 均 方 ， 
并 找 出 用 来 估计 方差 分 量 的 公式 . 
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14.8 在 无 约束 混合 模型 的 假设 下 , 重新 考虑 思考 题 14.7. 可 以 使 用 计算 机 软件 . 对 有 约束 和 无 约束 模型 的 
分 析 和 结论 之 间 的 差异 进行 评论 . 
14.9 WMR 3 个 因子 都 是 随机 的 , 推导 出 平衡 三 级 殿 套 设计 的 期 望 均 方 . 找 出 用 来 估计 方差 分 量 的 公式 
14.10 证 明 表 14.1 给 出 的 期 望 均 方 
14.11 женежан ЖР аған. HEAT в 在 因子 A 的 第 i 个 水 平 下 有 bi 个 水 平 ， 
在 第 (ij) 个 单元 有 nij KER. 
(a) 写 出 这 种 情况 的 最 小 二 乘 正规 方程 组 ， 解 这 组 正规 方程 组 . 
(b) 构造 不 平衡 二 级 赃 套 设计 的 方差 分 析 表 . 
(c) 用 (b) 部 分 的 结果 分 析 下 列 数据 : 


因子 4 1 2 
因子 BB 1 2 1 2 3 
6 -3 5 2 1 
4 1 т 4 0 
8 9 3 -3 
6 


1412 ЖЕНА EA IE. 考虑 模型 


i- 
Уук = H + Ti + Ba) + Ekg) j- 
k= 


其 中 4 和 B 是 随机 因子 , 证 明 


E(MS4) = 0? + с10 + сз02, Е(М5ь(д)) =02+ «02, Е(М5в) = c? 


b-a 
“14.13 一 位 过 程 工程 师 考 察 制造 同一 产品 的 3 台 机 器 的 产量 . 每 台 机 器 可 由 两 种 动力 装置 来 驱动 ， 每 台 机 


器 有 3 个 位 置 生产 产品 . 进行 一 项 实验 ， 每 台 机 器 都 要 试验 这 两 种 动力 装置 , 每 个 位 置 对 产品 产量 进 
行 3 次 测量 ,试验 以 随机 顺序 进行 , 结果 如 下 , 假定 3 个 因 子 都 是 固定 的 , 分 析 这 一 实验 


机 器 1 机 器 2 机 器 3 
位 置 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 
34.1 33.7 362 31.1 33.1 32.8 329 338 336 
动力 装置 1 303 349 368 33.5 347 351 33.0 334 328 
316 350 371 340 339 343 33.1 328 317 
243 281 257 241 241 26.0 242 232 247 
动力 装置 2 263 293 261 250 251 271 26.1 274 220 
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14.14 


1415 


1416 


1417 


14.18 


*14.19 


“14.20 


假定 在 思考 题 14.13 中 , 有 很 多 动力 装置 可 用 ， 随 机 地 选取 两 种 进行 实验 ， 求 这 种 情况 下 的 期 望 均 
27, 并 适当 地 修改 上 题 的 分 析 

在 无 约束 混合 模型 的 假设 下 , 重新 考虑 思考 是 14.14. 可 以 使 用 某 个 计算 机 软件 包 ， 对 所 观测 到 的 约 
东 模 型 和 无 约束 模型 的 分 析 和 结论 之 间 的 所 有 差异 进行 评论 . 

一 位 结构 工程 师 研究 从 3 位 卖主 那里 购 进 的 铝 合金 的 强度 . 每 位 卖主 提供 的 合金 棒 材 的 标准 尺寸 是 
1.0 英寸 、 1.50 英寸 或 2.0 英寸. 从 铸 锭 制造 不 同 尺寸 的 棒 材 的 过 程 涉及 不 同 的 锻造 工艺 , 所 以 尺寸 
这 一 因子 是 重要 的 ， 还 有 , 铸 锭 可 来 自 不 同 的 炉 次 ， 每 位 卖主 对 来 自 3 个 炉 次 的 棒 材 的 各 种 尺寸 都 
分 别提 供 两 件 检验 样品 ， 测 得 强度 数据 的 结果 如 下 ， 假 定 卖主 和 棒 材 尺寸 是 固定 的 ， 炉 次 是 随机 的 ， 
使 用 约束 混合 模型 分 析 这 些 数据 . 


卖主 1 卖主 2 ЖЕЗ 
炉 次 Е 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 
.230 1.346 1.235 1.301 1.346 1.315 1.247 1275 1.324 
іж 35 
1.259 1.400 1.206 1.263 1.392 1.320 1.296 1.208 1.315 
棒 材 
1316 1.320 1.250 1.2 В 1.346 1.273 1.260 1.39: 
Ry ipm 1816 1309 12 7A 1.384 2 2 
1.300 1.362 1.239 1.208 1.375 1.357 1.204 1.265 1.364 
287 1. 273 1.247 1.362 1.336 1.3 .280 1.319 
ож | 346 1.273 362 1 01 1.28 9 


1.292 1.382 1.215 1.215 1.328 1.342 1.262 1.271 1.323 


在 无 约束 混合 模型 的 假设 下 ， 重 新 考虑 思考 题 14.16. 可 以 使 用 计算 机 软件 , 对 约束 模型 和 无 约束 模 
型 的 分 析 和 结论 之 间 的 差异 进行 评论 . 

假定 在 思考 题 14.16 P, 棒 材 以 多 种 尺寸 购 进 , 实际 做 实验 时 , 随机 地 选用 了 3 种 尺寸 . 用 约束 混合 
模型 求 这 种 情况 下 的 期 望 均 方 并 适当 修改 上 原 的 分 析 

钢铁 回 火 是 先 加 热 至 高 于 临界 温度 ， 漫 一 下 水 ,然后 放 在 空气 中 冷却 ， 这 道 工 序 会 提高 钢铁 的 强度 ， 
去 除了 杂质 颗粒 ， 并 使 结构 均匀 ， 进 行 一 项 实验 来 确定 温度 和 热处理 时 间 对 回 火 钢 铁 强度 的 效应 , 选 
取 2 种 温度 和 3 种 时 间 . 进行 实验 时 , 将 炉子 加 热 至 随机 选 定 的 温度 并 插入 3 块 样品 ,10 分 钟 后 取 
走 一 块 样品 ,20 分 钟 后 取 走 第 二 块 , 30 分 钟 后 取 走 最 后 一 块 样品 . 然后 , 温度 改变 至 另 一 水 平 , 重复 
以 上 过 程 . 进行 4 轮 实验 收集 得 下 列 数据 ,假定 两 个 因子 都 是 固定 的 ， 分 析 数据 并 写 出 结论 ， 

设计 一 项 实验 来 研究 颜料 在 油漆 中 的 分 散 性 ， 研 究 一 种 特定 颜料 的 4 种 不 同 配料 ， 方 法 是 , 配制 好 
一 种 配料 后 , 就 用 这 种 配料 以 3 种 方法 (BI, 喷 , 滚 ) 洒 在 一 块 护 墙 板 上 ,测量 的 响应 是 颜料 反射 率 ， 
一 天 一 次 重复 , 共 做 3 天 , 所 得 数据 如 下 . 假定 配料 和 油漆 方法 是 固定 的 , 分 析 这 些 数据 并 写 出 结论 


axo magh 一 一 温度 CF) | x 时间 (分 — HIRCE) - 
1 500 1 600 1 500 1600 
10 63 89 10 48 73 
1 20 54 91 3 20 74 81 
30 61 62 30 7l 69 
10 50 80 10 54 88 
2 20 52 72 4 20 48 92 
30 59 69 30 59 64 
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配料 
天 油漆 方法 1 2 3 1 
1 64.5 66.3 74.1 66.5 
1 2 68.3 69.5 73.8 70.0 
3 70.3 73.1 78.0 72.3 
1 65.2 65.0 73.8 64.8 
2 2 69.2 70.3 74.5 68.3 
3 71.2 72.8 79.1 71.5 
1 66.2 66.5 723 67.7 
3 2 69.0 69.0 75.4 68.6 
3 70.8 74.2 80.1 724 


1421 重复 思考 题 14.20, 假定 配料 是 随机 的 , 油漆 方法 是 固定 的 
14.22 考虑 例 14.4 MEHRERE RH. 假定 实验 如 所 描述 的 那样 进行 ， 所 得 数据 见 表 14.22， 分 析 这 些 数 


据 并 写 出 结论 
表 14.22 吸收 时 间 实 验 
wo m 
1 2 3 
重复 (或 区 组 ) 剂量 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
糖衣 厚度 
1 95 т 108 96 70 108 95 70 100 
1 2 104 82 15 99 84 100 102 в 106 
3 101 85 117 95 83 105 105 в из 
4 108 85 116 97 85 109 107 87 115 
1 95 78 110 100 72 104 92 69 101 
2 2 106 84 109 101 79 102 100 76 104 
a 103 86 16 99 80 108 101 80 109 
4 100 84 10 112 86 109 108 86 113 
1 96 70 17 94 66 100 90 73 98 
3 2 105 81 106 100 84 101 97 75 100 
3 106 88 112 104 87 109 100 82 104 
4 113 90 17 121 90 17 110 91 12 
1 90 68 109 98 68 106 98 72 101 
4 2 100 84 112 102 81 103 102 78 105 
3 102 85 115 100 85 10 105 80 10 
4 114 88 118 118 85 116 110 95 120 


14.23 再 做 思考 题 14.22, 假定 剂量 是 随机 选取 的 ,并 使 用 约束 混合 模型 

1424 设 在 思考 题 14.22 中 用 了 4 位 技师 . 假定 所 有 因子 是 固定 的 , 要求 -个 适合 于 检验 技师 之 间 的 差异 
的 自由 度 , 应 该 做 多 少 个 区 组 的 试验 ? 

14.25 考虑 例 14.4 描述 的 实验 , 指出 做 试验 时 怎样 确定 处 理 组 合 的 烦 序 ， 如 果 此 实验 按 以 下 设计 考虑 : (a) 
裂 裂 区 设计 ，(b) ФИН, (с) 随机 化 区 组 析 因 设计 ，(d) 完全 随机 化 析 因 设计 . 

1426 Quality Engineering (“Quality Quandries: Two-Level Factorials Run as Split-Plot Experi- 
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= 


考题 
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ments" Bisgaard 等 人 ，Vol.8, No.4, рр.705--708, 1996) 上 的 一 篇 文章 描述 了 一 个 纸浆 制造 过 程 
中 的 25 析 因 实验 , 目的 是 使 纸张 对 墨水 更 敏感 .其 中 有 4 个 因子 (A ~ D) 在 试验 间 难 以 改变 , 因 
此 实验 者 把 反应 器 按照 这 些 因子 的 高 低 水 平 设置 在 8 组 条 件 下 , 然后 对 两 种 纸张 类 型 (因子 E) 同 
时 处 理 , 纸张 样品 在 反应 器 里 的 放置 ( 右 对 左 ) 是 随意 的 . 这 样 就 得 到 了 一 个 裂 区 设计 ,4 ~ р 是 全 
区 因子 , E 是 子 区 因子 . 实验 数据 如 下 . 分 析 这 些 实验 数据 并 写 出 结论 . 


标准 实验 A= B= C= D= = 纸张 y 接 触 | 标准 实验 A= B= C= D= Е-ЖЖуЕН 
次 序 号 压力 功率 气流 气体 类 型 类 型 ”角度 | 次 序 号 压力 功率 气流 气体 类 型 类 型 ”角度 
5 1 -1-1% 0 El  376|16 17 +1 +1 +1 S;Ch El 495 
21 2 -1 -1 + 0 E2 435|32 18 +1 +1 +1 SC4 E2 482 
2 3 + -1 -1 0 El 412|9 19 -1 -1 -1 SC4 El 5.0 
18 4 + -1 -1 0 E2 382|25 20 -1 -1 -1 SiC Е2 181 
10 5 +1 -1 -1 804 El 568|15 21 -1 41 «1 $C4 El 113 
26 6 41 -1 -1 8С4 Е2 562|31 22 -1 41 «1 S;CQ  E2 239 
14 7 41 -1 41 SOL El 475| 1 23 -1 -1 -1 © El 486 
30 8 41 -1 41 90и  E2 432|i7 24 -1 -1 -1 © E2 570 
п 9 -1 4 -1 SC El 256|8 25 41 +1 41 0 El 487 
27 10 -1 41 -1 8Сц E2  330|24 26 41 41 41 Os E2 444 
3 11 -1 41-1. © El 558|7 27 -1 4141 © El 472 
19 12 -1 41 -1 0 E2  629|23 28 -1 + 41 0? E2 546 
13 13 -1 -1 + SiC. El 133|4 29 +1 41 -1 © El 53.5 
29 14 -1 -1 41 Sci E2 237|20 30 41 +1 -1 0 E2 513 
6 15 41 -1 + O2 El  472|12 31 + +1 -1 Sicu El 418 
22 16 41 -1 41 02 E2  448|28 32 +1 +1 -1 ӨС E2 378 


14.27 重新 考虑 思考 题 14.26， 这 是 一 个 很 大 的 实验 ， 所 以 假设 实验 者 用 了 一 个 2571 设计 来 代 普 , 用 主 分 
式 建立 有 裂 区 结构 的 25-1 设计 ,响应 值 从 完全 析 因 情形 中 选取 得 到 ， 试 分 析 数据 并 写 出 结果 , 这 些 


结果 与 思考 题 14.26 中 的 结果 一 致 吗 ? 


第 15 章 。 其 他 设计 与 分 析 论题 


本 章 纲要 
151 “ 非 正 态 响应 与 变换 515.3.1 二 元 响应 变量 的 模型 
15.1.1 选择 一 个 变换 ， Box-Cox 方法 S15.3.2 ”逻辑 斯 谤 回归 模型 中 的 参数 估计 
15.1.2 广义 线性 模型 515.3.3 ”逻辑 斯 谤 回归 模型 中 的 参数 解释 
15,2” 析 因 设 计 中 的 不 平衡 数据 515.34 ”模型 参数 的 假设 检验 
15.2.1 成 比例 的 数据 : 简单 的 情况 515.3.5” 泊 松 回归 
15.2.2 近似 方法 8153.6 “广义 线性 模型 
15.23 ”精确 方法 515.37 联系 函数 与 线性 预报 元 
15.3” 协 方 差分 析 515.38 “广义 线性 模型 中 的 参数 估计 
15.3.1 方法 说 明 S15.3.9 广义 线性 模型 的 预测 与 估计 
15.3.2 计算 机 输出 S15.3.10 “广义 线性 模型 的 残 差 分 析 
15.3.3 用 一 般 线性 回归 显著 性 检验 515.4 析 因 设计 中 的 不 平衡 数据 
进行 推导 S15.4.1 回归 模型 法 
15.34 ”会 协 变量 的 析 因 实验 515.42 第 3 型 分 析 
15.4 ”重复 测 最 51543 第 1 型 .第 2 型 .第 3 型 及 
第 15 章 补充 材料 第 4 型 平方 和 
515.1 变换 的 形式 S15.4.4 ”使 用 均值 模型 进行 不 平衡 数据 分 析 
515.2 Вох-Сох 方法 中 А 的 选择 515.5 ”计算 机 实验 


515.3 广义 线性 模型 


统计 设计 实验 的 论题 是 非常 广泛 的 ， 前 面 各 章 已 经 初步 介绍 了 许多 基本 概念 和 方法 , 不 过 
有 时 我 们 也 只 能 给 出 一 个 概要 , 例如 , 像 响应 曲面 方法 、 混 料 实验 、 方差 分 量 估计 以 及 最 优 设 
计 等 论题 其 内 容 都 多 到 可 以 单独 出 书 , 本 章 将 概要 介绍 其 他 几 个 论题 ， 实验 者 会 发 现 它们 是 有 
ЖІ. 


15.1 PESHES EH 


15.11 ”选择 一 个 变换 Box-Cox 方法 


3.4.3 节 讨论 了 设计 实验 中 响应 变量 的 非常 数 方差 问题 , 并 指出 这 违背 了 标准 方差 分 析 的 假 
JE. 方差 不 等 的 问题 在 实际 中 经 常 出 现 , 而 且 通常 与 非 正 态 响 应 变量 有 关 . 譬如 说 , 对 次 品 或 粒 
子 的 计数 , 诸如 产 率 或 次 品 率 的 比例 数据 , 或 者 分 布 有 偏 倚 (分 布 的 某 一 尾 比 另 一 尾 更 长 些 ) 的 
响应 变量 我们 要 介绍 的 响应 变量 变换 是 用 于 稳定 响应 方差 的 合适 方法 . 下 面 讨 论 选择 变换 形 
式 的 两 种 方法 一 一 经 验 图 形 法 和 试 错 法 ( 即 实验 者 只 尝试 - -种 或 几 种 变换 , 并 从 中 选 出 能 产生 
最 满意 的 拟 合 响应 残 差 图 的 那 种 变换 ). 

一 般 而 言 , 变换 有 3 种 用 途 : 稳定 响应 方差， 使 响应 变量 的 分 布 近似 于 正 态 分 布 , 增强 模型 
对 数据 的 拟 合 度 . 最 后 的 那 种 用 途 包括 通过 去 除 交互 作用 来 简化 模型 . 有 时 一 个 变换 可 以 相当 有 
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效 地 同时 实现 上 述 多 种 目的 . 

圳 变换 族 y* = V^ 是 非常 有 用 的 , 其 中 А 是 变换 的 待定 参数 (如 , 和 — 3 是 指 用 原 响 应 的 平 
248). Box and Сох(1964) 说 明了 如 何 同时 估计 变换 参数 和 与 其 他 模型 参数 (总 体 均值 与 处 理 
效应 ). 该 方法 的 理论 依据 是 最 大 似 然 估计 . 实际 计算 步骤 包括 , 对 不 同 的 (А, 关于 

" -[ Ms Ажо ава) 
Шау 入 =0 


进行 标准 的 方差 分 析 , IEP ý = ln-![(1/m) E In y] 是 观测 的 几何 均值 . 和 的 最 大 似 然 估计 是 使 
得 误差 平方 和 SSs( 和 ) 最 小 的 值 . 通常 确定 和 的 步骤 如 下 : 先 画 出 5Se(A) 关于 A 的 图 像 , Ж 
后 读 出 图 中 使 SSe(A) 最 小 的 和 值 , 一 般 10 到 20 个 А 值 足以 估计 出 最 优 值 . 若 要 更 精确 的 入 
的 估计 , 可 以 用 更 精细 的 网 格 值 接着 再 做 . 

注意 , 我 们 不 能 通过 直接 比较 关于 y^ 的 方差 分 析 的 误差 平方 和 来 选择 X, 这 是 因为 对 于 不 
同 的 А 值 误差 平方 和 的 测量 尺度 也 是 不 同 的 , 而 且 , 当 入 = 0 时 у 会 有 问题 , 即 当 和 接近 0 时 ， 
y^ 接近 1. 所 以 , 和 = 0 时 , 所 有 响应 值 都 是 常数 ，(15.1) 式 中 的 项 (y^ — 1)/A 消除 了 这 种 问 
题 , 因为 当 АЙЫН 0 时 , (y^ — 1)/A 趋 近 于 极限 Iny. (15.1) 式 中 的 除 式 ^7! 对 响应 建立 了 新 
尺度 , 使 得 误差 平方 和 可 直接 比较 ， 

使 用 Вох-Сох 方法 时 , 建议 实验 者 使 用 А 值 的 简单 选择 . 因为 = 0.5 与 = 0.58 间 的 
实际 差别 应 该 很 小 , 但 是 平方 根 变换 (А = 0.5) 更 易于 解释 . 显然 , A 值 接近 于 1 时 表明 没 必要 
作 任何 变换 . 

一 旦 用 Box-Cox 方法 选 出 了 入 W, 实验 者 可 用 yò 作为 响应 进行 数据 分 析 , 当然 = 0 时 ， 
可 以 用 Iny. 用 y? 作为 实际 响应 是 非常 好 的 , 尽管 模型 参数 估计 将 有 不 同 的 尺度 , 且 与 使 用 
2( 或 ny) 所 得 的 结果 相 比 有 坐标 平移 . 

А 的 近似 100(1 — a)% 置信 区 间 可 通过 计算 


2 
58" = SSe(A) ( + бы) (15.2) 


来 得 到 , 其 中 是 自由 度 . 在 556(А) 关于 和 的 图 像 中 , 在 SS" 的 高 度 处 作 平行 于 А 轴 的 直线 . 
然后 定 出 SS" 直线 与 曲线 SSE(N) 交点 在 和 轴 上 的 坐标 , 可 以 从 图 上 直接 读 出 А 的 置信 限 . 若 
该 置信 区 间 包 含 了 А = 1, 则 表明 (如 上 所 说 ) 这 些 数据 没有 必要 进行 变换 . 

例 15.1 用 原先 在 例 3.5 给 出 的 洪峰 流量 数据 来 说 明 Box-Cox 方法 . 这 是 个 单 因子 实验 (原始 数据 
JR 3.7). 用 (15.1) Ж, 算出 对 应 于 不 同 和 值 的 SS) fi: 


入 —1.00 -0.50 -025 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 
SSg(A) 7922.11 687.10 232.52 91.96 46.09 35.42 40.61 62.08 109.82 20812 


最 小 值 附 近 的 取 值 图 像 见 图 15.1, 由 此 可 见 ，A 2 0.52 时 给 出 了 最 小 值 , 约 为 SSE(A) = 35.00. 以 下 通过 
计算 (15.2) 式 的 量 55+, 得 到 和 的 近似 95% 置 信 区 间 ; 


12 ова 2 
88" = SSp(A) ( + dm) = 35.00 һ 十 S = 42.61 
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在 图 15.1 中 夯 出 555, 读 出 直线 与 曲线 交点 的 A 坐标 , 得 到 和 的 置信 下 限 与 上 限 分 别 为 ~ = 0.27 和 
At 一 0.77. 置信 限 内 不 包括 值 1, 所 以 需要 使 用 变换 ， 而 且 实际 上 使 用 平方 根 变换 (和 = 0.50) 更 加 
合理 . 


58,2) 


по 
100 
90 
во 
70 
60 


88% 


50 


0.00 025 020 075 100 125A 
А =0.27 入 =0.77 


图 15.1 151% SSg(A) 与 入 的 关系 图 


一 些 计算 机 程序 都 含有 Box-Cox 方法 , 用 于 选择 各 变换 族 . 图 15.2 给 出 了 Design-Expert 
关于 洪峰 流量 数据 的 该 方法 输出 . 此 计算 与 汇总 在 例 15.1 中 的 手 算 结果 非常 吻合 . 注意 图 15.2 
中 图 像 的 纵 轴 是 in[SSe(A)]. 


Box-Cox Plot Power Transforms 
DESIGN-EXPERT Plot 20.32 
Poak Discharge 


Lambda шм 
Current=1 
Воні--0,541277 
Low С.1.-0,291092. 
High C.L=0.791662 


Recommend. 


11.95 


Ln(ResidualSS) 


transformation. 7.76 
Square Root 
(Lambda=0.5) 


Lambda 


图 15.2 Design-Expert 的 Box-Cox 方法 输出 


15.1.2 ”广义 线性 模型 
数据 变换 常常 是 处 理 非 正 态 响应 以 及 相应 的 不 等 方差 问题 的 非常 有 效 的 方法 . 正如 15.1.1 
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节 所 讲 的 , Box-Cox 方法 是 选择 变换 形式 的 简单 有 效 的 方法 . 但 是 , 使 用 数据 变换 也 存在 着 一 些 
问题 . 

一 个 问题 是 , 实验 者 可 能 不 习惯 使 用 变换 尺度 后 的 响应 变量 . 譬如 , 他 对 次 品 数量 感 兴趣 ， 
但 对 次 品 数量 的 平方 根 没 兴趣 , 或 者 对 电阻 率 感 兴趣 而 对 电阻 率 的 对 数 没 兴趣 . 相反 , 若 变换 确 
实 很 成 功 , 且 改 进 了 对 响应 的 分 析 与 相关 模型 , 实验 者 通常 会 很 快 采用 这 种 新 的 测量 . 

一 个 更 严重 的 问题 是 , 变换 可 能 导致 在 实验 者 感 兴趣 的 设计 因子 空间 的 某 个 部 分 出 现 响应 
变量 的 无 意义 值 . 例如 , 在 一 个 关于 半导体 晶片 上 观测 到 的 甫 疯 数 的 实验 中 , 假定 我 们 已 经 使 用 
了 平方 根 变 换 , 结果 在 某 些 感 兴趣 的 区 域 , 瑕 羔 数 的 预测 平方 根 是 负数 , 当 观 测 到 的 实际 瑕 疫 数 
很 小 时 , 这 是 有 可 能 发 生 的 . 因此 , 实验 的 模型 恰 在 期 待 它 有 较 好 预测 性 能 的 区 域 中 产生 了 不 可 
靠 的 预测 值 . 

最 后 , 如 15.1.1 节 所 指出 的 , 我 们 经 常 采用 变换 来 稳定 方差 、 改 进 正 态 性 并 简化 模型 , 但 不 
能 保证 一 个 变换 就 能 同时 完成 所 有 这 些 目 的 . 

不 同 于 这 种 先 做 数据 变换 然后 对 变换 后 的 响应 进行 标准 最 小 二 乘 分 析 的 典型 方法 , 另 一 种 
方法 是 采用 广义 线性 模型 (GLIM). 这 是 Nelder and Wedderburn(1972) 提出 的 方法 , 它 本 质 
上 统一 了 含有 正 态 和 非 正 态 响 应 的 线性 与 非 线性 模型 ,McCullagh and Nelder(1989) 及 My- 
ers, Montgomery, and Vining(2002) 给 出 了 广义 线性 模型 的 详细 介绍 , 而 且 Myers and Mont- 
gomery(1997) 给 出 过 指南 , 本 章 的 补充 材料 里 也 给 出 了 更 多 的 细节 . 我 们 将 在 下 面 给 出 这 些 概 
念 的 概要 , 并 用 3 个 简短 的 例子 来 说 明 它们 . 

广义 线性 模型 本 质 上 是 一 个 回归 模型 (实验 设计 模型 也 是 回归 模型 ) 与 所 有 的 回归 模型 一 
FE, 它 由 随机 项 (通常 称 为 误差 项 ) 以 及 一 个 关于 设计 因子 (那些 v) 和 一 些 未 知 参数 (那些 0) 
的 函数 所 组 成 . 标准 正 态 线性 回归 模型 


y = Bo + Ват + Вота 4 4 бать +E (15.3) 
其 中 假定 误差 项 e 服从 均值 为 零 且 方差 为 常数 的 正 态 分 布 , 而 且 响 应 变量 y 的 均值 为 
E(y) = и = Bo + ті + Baza t+ ыты a! B (15.4) 


(15.4) 式 的 a^ B. 部 分 称 为 线性 预报 元 . 广义 线性 模型 把 (15.3) 式 作为 它 的 一 种 特殊 情况 . 

在 一 个 广义 线性 模型 中 , 响应 变量 可 以 是 指数 型 分 布 族 中 的 任 一 分 布 . 该 分 布 族 包 括 正 态 、 
泊 松 、 二 项 、 指 数 和 伽 玛 分 布 , 所 以 指数 型 分 布 族 是 非常 广泛 的 且 非 常 灵活 的 分 布 的 集合 , 能 用 
于 很 多 实验 场合 . 而 且 , 响应 均值 与 线性 预报 元 的 关系 是 通过 联系 函数 (link function) 确定 的 . 


9(u) = a'8 (15.5) 
表示 响应 均值 的 回归 模型 表示 为 
E(y) = u = 9 (а/8) (15.6) 


例如 , (15.3) 式 中 普通 线性 回归 模型 的 联系 函数 称 为 恒 等 联系 , 这 因为 u= g7 (2/8) = a/8. Е 
为 另 一 个 例子 , 对 数 联系 


(и) = a'8 (15.7) 
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得 到 模型 
p=. (15.8) 


对 数 联系 常用 于 计数 数据 ( 泊 松 响应 ) 以 及 具有 右 侧 长 尾 分 布 的 连续 型 响应 (指数 分 布 或 伽 玛 分 
ж). 另 一 种 常用 于 二 项 分 布 数据 的 重要 联系 函数 是 Logit 联系 


n( = ) тай (15.9) 


选择 使 用 这 种 联系 函数 得 到 模型 
п= ев (15.10) 

联系 函数 可 能 有 多 个 选择 , 但 它 必须 是 单调 可 微 的 . 而 且 要 注意 , 在 广义 线性 模型 中 , 响应 变量 
的 方差 不 一 定 是 常量 , 它 可 以 是 均值 的 函数 (及 通过 联系 函数 也 是 预报 元 的 函数 ). 例如 , 若 响应 
是 泊 松 分 布 的 , 则 响应 的 方差 正好 等 于 均值 . 

为 了 在 实际 中 使 用 广义 线性 模型 , 实验 者 必须 指定 响应 分 布 和 联系 函数 , 然后 , 用 最 大 似 然 
法 进行 模型 拟 合 与 参数 估计 , 对 于 指数 型 分 布 族 来 讲 , 就 变 成 了 迭代 加 权 最 小 二 乘 形式 , 对 于 正 
态 响 应 变量 的 普通 线性 模型 或 实验 设计 模型 , 这 归结 为 标准 的 最 小 二 乘法 , 用 类 似 于 正 态 理论 数 
据 的 方差 分 析 方法 , 可 以 对 广义 线性 模型 进行 推断 或 诊断 性 检查 . 细节 与 例子 参见 Myers and 
Montgomery(1997) UL Myers, Montgomery and Vining(2002). 可 以 很 好 地 支持 广义 线性 模 
型 的 两 个 软件 包 是 SAS(PROC GENMOD) 和 S-PLUS. 

例 15.2 一 家 消费 品 生产 公司 研究 影响 顾客 用 优惠 券 兑换 该 公司 个 人 护理 产品 的 几率 的 因子 ， 一 个 
23 析 因 实 验 用 于 研究 下 列 变量 ，4= 优惠 券 的 价值 ( 低 , W), B= 优惠 券 的 有 效 期 , C= 使 用 的 方便 程度 
(容易 , 困难 ). 23 设计 的 8 个 单元 的 每 个 单元 中 都 随机 安排 了 1 000 Л, 响应 变量 是 竞 换 的 优惠 券 的 数量 . 
实验 结果 列 在 表 15.1 P. 


表 15.1 ”优惠 券 兑换 实验 的 设计 与 数据 

C 优惠 券 竞 换 数 
200 

- 250 

- 205 

347 

210 

286 

271 

326 


о 


1 


жізізізіі|ь 
* bx I 


І 
к-ті 


十 


设计 的 每 个 单元 中 的 响应 值 可 以 看 作 1 000 重 贝 努 利 试验 中 的 成 功 次 数 ， 所 以 该 响应 的 一 个 合理 模型 
是 , 具有 二 项 响应 分 布 和 logit 联系 函数 的 广义 线性 模型 这 种 特殊 形式 的 广义 线性 模型 通常 称 为 胸 辑 斯 廊 
回归 (logistic regression). 

Minitab 能 拟 合 逻辑 斯 谤 回归 模型 . 实验 者 决定 拟 合 只 包含 主 效 应 和 二 因子 交互 作用 的 模型 , 因此 , 响 
应 均值 的 模型 为 
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1 


1+ехр - (» * X Bizi 十 X E 


EQ = 


X 15.2 给 出 了 针对 表 15.1 中 数据 的 Minitab 的 部 分 输出 . 表 的 上 半 部 分 拟 合 了 全 模型 , 包含 了 所 有 
3 个 主 效应 和 3 个 二 因子 交互 作用 . 可 看 到 输出 包含 模型 系数 的 估计 及 它们 的 标准 误 . 在 零 假设 回归 系数 等 
于 零 成 立时 , 模型 系数 的 估计 与 其 标准 误 的 比值 (t 型 比值 ) 有 近似 正 态 分 布 . 因此 , 可 用 比值 2 = д/ве(д) 
检验 各 主 效应 或 交互 作用 项 是 否 显著 . 这 里 “近似 ”意味 着 样本 量 很 大 . 现在 这 里 的 样本 量 并 不 很 大 , 我 们 
要 小 心 解释 这 些 t 型 比值 的 P 值 , 但 是 这 些 统计 量 可 用 作 数 据 分 析 的 前 导 . 表 中 的 P 值 表明 截 距 项 、4 与 
B 的 主 效应 以 及 BC 交互 作用 是 显著 的 . 

表 中 拟 合 优 度 部 分 给 出 用 来 衡量 模型 总 体 适合 程度 的 3 个 不 同 的 检验 统计 量 (Pearson, Deviance 和 
Hosmer-Lemeshow). 这 些 拟 合 优 度 统计 量 的 P 值 都 很 大 , 这 表明 模型 是 令 人 满意 的 所 拟 合 的 模型 是 


1 
1 +ехр[-(—1.01 + 0.16921 + 0.16922 + 0.02313 — 0.0412223)] 
T. l 
2215 exp(*-1.01 — 0.16921 — 0.16922 — 0.02323 + 0.041223) 


ӯ= 


因为 效应 C 和 交互 作用 BC 很 小 , 这 些 项 好 像 可 以 从 模型 中 删除 且 不 会 有 大 的 影响 

Minitab 对 每 个 回归 模型 系数 都 给 出 了 优势 比 (odd ratio). 优势 比 直接 从 (15.9) 式 的 logit 联系 函数 
得 到 , 非常 类 似 于 标准 二 水 平 设 计 中 的 因子 效应 估计 ， 对 于 因子 A, 它 可 解释 为 4 取 高 的 值 (z1 = +1) 时 
兑换 优惠 券 的 几率 与 A 取 zl = 0 时 兑换 优惠 券 的 几率 的 比值 . 算得 的 优势 比 为 ep: = e0.168 765 = 1,18, 
Ж елі = 6200.168 765) = 1,40 是 A 取 高 的 什 (zl = +1) 时 兑换 优惠 券 的 几率 与 4 取 低 的 值 (zi = —1) 
时 兑换 优惠 券 的 几率 的 比值 . 因此 , 高 值 的 优惠 券 增加 了 40% 的 兑换 优惠 券 的 几率 . 

逻辑 斯 谤 回归 应 用 很 广泛 , 它 可 能 是 应 用 最 广 的 广义 线性 模型 . 它 在 关于 剂量 -响应 研究 ( 设 
计 因子 是 特定 的 治疗 处 理 的 剂量 , 而 响应 为 病人 是 否 被 成 功 治 好 ) 的 生物 医学 领域 有 着 广泛 的 应 
用 . 许多 可 靠 性 工程 实验 包含 二 元 (成 - 败 ) 数据 , 例如 当 单 位 产品 或 部 件 承受 压力 或 负荷, 响应 
是 该 单位 是 否 失效 . 

例 15.3 ” 护 栅 板 缺陷 实验 

思考 题 8.30 介绍 了 一 个 实验 ， 用 来 研究 9 个 因子 对 可 开 式 模压 护 栅 板 的 影响 Bisdaard 和 Fuller 
(1994-1995) 对 该 数据 进行 了 有 趣 且 有 用 的 分 析 , 来 说 明 实验 设计 中 数据 变换 的 作用 ,如 思考 题 8.30 中 (f) 
部 分 所 看 到 的 , 他 们 用 修改 的 平方 根 变换 得 到 模型 : 


Es 
(Vý +V} + 1У2 = 2.513 — 0.99624 — 1.2126 — 0.772zaz7 


一 般 情况 下 ,，z 表示 的 是 规范 后 的 设计 因子 ， 该 变换 很 好 地 稳定 了 次 品 数 的 方差 、 表 15.3 的 前 两 组 给 出 此 
模型 的 一 些 信息 . 在 “变换 后 ”标题 下 , 第 一 列 是 响应 的 预测 值 . 注意 那里 有 两 个 负 的 预测 值 . 标题 “未 变换 " 
下 给 出 未 变换 的 预测 值 , 以 及 在 16 个 设计 点 的 各 点 处 的 响应 均值 的 95% 置 信 区 间 . 因为 有 一 些 负 的 预测 值 
或 置信 下 限 , 我 们 无 法 算出 该 表 中 的 所 有 单元 中 的 值 . 

响应 实际 上 是 次 品 数 的 平方 根 . 负 的 预测 值 显然 不 合 逻辑 ， 注意， 这 种 情况 在 观测 到 的 数值 很 小 时 发 
E. 若 在 这 种 区 域 中 用 模型 预测 性 能 表现 是 很 重要 的 ， 则 此 模型 也 许 不 值得 信赖 ， 这 不 应 被 当 作对 实验 者 或 
Bisdaard 和 Fuller 的 分 析 的 批评 ， 这 是 一 个 极其 成 功 的 钊 选 实 验 ， 它 能 清楚 区 分 出 重要 的 工序 变量 ， 预 测 
并 非 原先 的 目的 , 也 不 是 Bisdaard 和 Fuller 所 做 分 析 的 目的 . 
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表 15.2 ”优惠 券 兑换 实验 的 Minitab 输出 


二 项 逻辑 斯 谤 回归 : 全 模型 


Link Function: Logit 


Response Information 


Variable Value Count 
c5 Success 2155 

Failure 5845 
ce Total 8000 
Logistic Regression Table 

odds 95% сі 

Predictor Coef SE Coef z P Ratio Lover Upper 
Constant -1.01154 ^ 0.0255150 -39.65 0.000 
А 0.169208 0.0255092 6.63 0.000 1.18 1.13 1.25 
B 0.169622 ^ 0.0255150 6.66 0.000 1.18 1.13 1.25 
c 0.0233173 0.0255099 0.91 0.361 1.02 0.97 1.08 
в -0062854 0.0255122 -0.25 0.805 0.99 0.95 1.04 
мс 200277268 0.0254324 -0.11 0.913 1.00 0.95 1.05 
вс -0.0410198 0.0254339  -1.61 0.107 0.96 0.91 1.01 
Log-Likelihood = -4615.310 
Goodness-of-Fit Tests 
Method Chi-Square ОҒ P 
Pearson 1.46458 1 0.226 
Deviance 1.46451 1 0.226 
Hosmer-Lemeshow 1.46458 6 0.962 
一 = 一 一 一 
Response Information 
Variable Value Count 
C5 Success 2155 

Failure 6845 
ce Total 8000 
Logistic Regression Table 

odds 95% СІ 

Predictor Coef SE Coef z P Ration Lower Upper 
Constant -1.01142 ^ 0.0255076 -39.65 0.000 
A 0.168675 0.0254235 6.63 0.000 1.18 1.13 1.24 
B 0.169116 0.0284321 6.65 0.000 1.18 1.13 1.24 
c 0.0230825 ^ 0.0254306 0.91 0.364 1.02 0.97 1.08 
вс -0.0409711 0.0254307 -1.61 0.107 0.96 0.91 1.01 
Log-Likelihood = -4615.346 
Goodness-of-Fit Tests 
Method Chi-Square DF P 
Pearson 1.53593 3 0.674 
Deviance 1.53602 з 0.674 
Hosmer-Lemeshow 1.53593 6 0.967 
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表 15.3 ”可 开 式 模压 护 栅 板 实验 的 最 小 二 乘 模 型 与 广义 线性 模型 分 析 
基于 Freeman 和 Tukey 修改 的 


平方 根 数据 变换 的 最 小 二 乘 方法 广义 线性 模型 ( 泊 松 95% 置 信 区 
变换 后 未 变换 响应 , 对 数 联系 函数 ) 间 的 长 度 
SAR 95% 95% Ed 广义 线 
观测 预测 值 信 区 间 预测 值 信 区 间 预测 值 信 区 间 最 小 二 乘 性 模型 
1 5.50 (414,6.85) 29.70 (16.65, 46.41) 51.26 (42.45, 61.90) 2976 19.45 
2 3.95 (260,531) 1512 (6.25, 27.65) 11.74 (8.14, 16.94) 21.39 8.80 
3 — 82 (017,288) 184 (L69,7.78) 112 (0.60, 2.08) 6.09 147 
4 — 307 (171,44) 891 (2.45, 19.04) 4.88 (2.87, 8.32) 16.59 5.45 
5 152 (017,288) 184 (1.69,7.74) 112 (0.60, 2.08) 6.09 147 
6 — 307 (LT71,442) 891 (2.45, 19.04) 488 (287,832) 16.59 5.45 
7 5.50 (4.14,6.85) 29.70 (16.65, 46.41) 51.26 (42.45, 61.90) 29.76 19.45 
8 395 (260,531) 1512 (6.25, 27.65) 11.74 (8.14, 16.94) 21.39 8.80 
9 1.08 (-028,243) От (ж, 5.41) 081 (0.42, 1.56) * 143 
10 -047 (—182, 0.89) * (* 0.36) 019 (0.09, 0.38) * 0.29 
11 196 (061,331) 3.36 (0.04, 10.49) 1.96 (1.16, 3.30) 10.45 214 
12 3,50 (215,4.86) 11.78 (4.13, 23.10) 8.54 (5.02, 12.98) 18.96 7.35 
13 196 (061,331) 3.36 (0.04, 10.49) 1.6 К 10.45 214 
14 350 (215,486) 11.78 (4.13, 23.10) 854 (5. 18.97 7.35 
15 1.08 (—0.28, 2.43) 071 (+, 5.41) 0.81 — (0.42, 1.56) * 143 
16 0.47 (-1.82, 0.89) * (ж, 0.36) — 019 (0.09, 0.38) * 0.29 


不 过 , 若 得 到 预测 模型 是 重要 的 ， 则 广义 线性 模型 也 许 是 不 同 于 变换 法 的 -- -种 好 方法 ，Myers 和 Mont- 
gomery 用 对 数 联系 函数 [(15.7) 式 ] 和 泊 松 响应 , 拟 合 与 Bisdaard 和 Fuller 所 做 的 相同 的 线性 预报 元 , 得 
到 模型 


jj = e (1:128- 0.89624 -1.176ze 一 0.737z2z7) 

A 15:3 中 的 第 3 组 包括 由 此 模型 得 到 的 预测 值 ， 以 及 设计 各 点 处 响应 均值 的 95% 置 信 区 间 (用 SAS 
PROC GENMOD 算得 )， 没 有 负 的 预测 值 (选取 联系 函数 来 保证 ) 和 负 的 置信 下 限 , 表 中 最 后 -组 比较 了 
未 变换 响应 的 95% 置 信 区 间 的 长 度 与 广义 线性 模型 的 95% 和 置信 区 间 的 长 度 , 可 以 看 到 广义 线性 模型 得 到 的 
置信 区 间 长 度 都 比 最 小 二 乘法 的 短 , 这 强烈 表明 广义 线性 模型 法 解释 了 更 多 的 变异 ,相对 于 变换 法 能 得 到 更 
好 的 模型 . 

例 15.4 ” 精 纺 毛纱 实验 

K 15.4 给 出 了 一 个 用 于 研究 精 纺 毛纱 的 33 析 因 设计 . 该 实验 是 Вох and Draper(1987) 描述 的 . 响 
应 是 到 失效 时 的 轿 数 ， 这 类 可 靠 性 数据 是 典型 的 非 负 、 连续 上 且 通 常服 从 右 侧 长 尾 的 分 布 . 

数据 原来 是 用 标准 (t —38) 方法 分 析 的 ， 所 以 需要 数据 变换 来 稳定 方差 .从 总 体 模型 拟 合 以 及 令 人 
满意 的 残 差 图 来 看 根据 到 失效 时 的 图 数 的 自然 对 数 数据 可 以 得 到 一 个 合适 的 模型 该 模型 为 


ў = 6.33 + 0.8211 — 0.6322 - 0.383 
或 用 原来 的 响应 (到 失效 时 的 图 数 ) 表示 为 


9 = e6.33+0.82z1 0.6324 0.3823 


该 实验 也 可 以 用 广义 线性 模型 并 选取 伽 玛 分 布 的 响应 和 对 数 联系 函数 来 分 析 。 采用 与 对 数 变换 响应 的 
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最 小 二 乘 分 析 时 一 样 的 模型 ， 这 样 得 到 的 模型 为 

9 = e6.35+0.84z1 一 0.63za —0.3975 

表 15.5 列 出 了 由 最 小 二 乘 模型 和 广义 线性 模型 得 到 的 预测 值 ,以 及 在 该 设计 27 个 点 的 各 点 处 均值 的 
95% 置 信 区 间 . 对 置信 区 间 长 度 的 比较 表明 ,广义 线性 模型 好 像 比 最 小 二 乘 模型 预测 得 更 好 . 


Risa ” 精 纺 毛纱 实验 


试验 zi т? 23 ЕЕ РОВ З А EC 
1 -1 -1 zi 674 6.51 
2 -1 -1 0 370 5.91 
3 -1 -1 1 292 5.68 
4 -1 0 -1 338 5.82 
5 -1 0 0 266 5.58 
6 -1 0 1 210 5,35 
7 -1 1 EI 170 5.14 
8 -1 1 0 118 4.77 
9 -1 1 1 90 4.50 
10 0 -1 E 1414 7.25 
u 0 E 0 1198 7.09 
12 0 E 1 634 6.45 
13 0 0 E 1022 6.93 
14 0 0 0 620 6.43 
15 0 0 1 438 6.08 
16 0 1 -1 442 6.09 
17 0 1 0 332 5.81 
18 0 1 1 220 5.39 
19 1 -1 E 3 636 8.20 
20 1 -1 0 3184 8.07 
21 1 -1 1 2 000 7.60 
22 1 0 E 1568 7.36 
23 1 0 0 1070 6.98 
24 1 0 1 566 6.34 
25 1 1 -1 1140 7.04 
26 1 1 0 884 6.78 
27 1 1 1 360 5.89 
Biss МООИ ЛУГ X Atti Dar 
ЕЗІ 
用 最 小 二 乘 方法 
Ez Lii 广义 线性 模型 95% 警 信 区 间 的 长 度 
959.8. 95% 95%Ж -g 7 XE 
观测 ”预测 值 信 区 间 Pai 信 区 间 Fa 信 区 间 LA 性 模型 
1 2.83 (2.76, 2.91) 682.50 (573.85, 811.52) 680.52 (583.83, 793.22) 237.67 209.39 
2 2.66 (2.60, 2.73) 460.26 (397.01, 533.46) 463.00 (407.05, 526.64) 136.45 119.59 
3 2.49 (2.42, 2.57) 310.38 (260.98, 369.06) 315.01 (271.49, 365.49) 108.09 94.00 
4 2.56 (2.50, 2.62 363.25 (313.33, 421.11) 361.96 (317.75, 412.33) 107.79 94.58 
5 2.39 (2.34, 2.44) 244.96 (217.92, 275.30) 246.26 (222.55, 272.51) 57.37 49.96 
6 2.22 (2.15, 2.28) 165.20 (142.50, 191.47) 167.55 (147.67, 190.10) 48.97 42.42 
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( 续 ) 

基于 对 数 变换 采 
用 最 小 二 乘 方法 

ЕЗІ жж 广义 线性 模型 95% 置 信 区 间 的 长 度 

P 9570 95900. 959.8. m TXR 

观测 预测 值 。 信 区 间 PE mam Бі 信 区 何 POOR һу 

7 2.29 (2.21, 2.36) 193.33 (162.55, 229.93) 192.52 (165.69, 223.70) 67.38 58.01 

в 2.12 (2.05, 2.18) 130.38 (112.46, 151.15) 130.98 (115.43, 148.64) 38.69 33.22 

9 1.94 (1.87, 2.02) 87.92 (73.93, 104.54) 89.12 (76.87, 103.32) 30.62 26.45 


10 3.20(3.13, 3.26) 1 569.28 (1 353.94, 1 819.28) 1 580.00 (1 390.00, 1 797.00) 465.34 407.00 
11 3.02 (2.97, 3.08) 1058.28 (941.67, 1 189.60) 1075.00 (972.52, 1 189.00) 247.92 216.48 
12 2.85 (2.79, 2.92) 713.67 (615.60, 827.37) 731.50 (644.35,830,44) 21177 186.09 
18 2.92 (2.87, 2.97) 835.41 (743.19, 938.86) 840.54 (759.65, 930.04) 195.67 170.39 
14 2.75 (2.72, 2.78) 563.25 (523.24, 606.46) 571.87 (536.67, 609.38) 83.22 72.70 
15 2.58 (2.53, 2.63) 379.84 (337.99, 426.97) 389.08 (351.64, 430.51) 88.99 T8.87 
16 2,65 (2.58, 2.71) 444.63 (383.53, 515.35) 447.07 (393.81, 507.54) 131.82 113.74 


17 2.48 (2.43, 2.53) 299.85 (266.75, 336.98) 30417 (275.13, 336.28) 61.15 
18 2.31 (2.24, 2.37) 20216 (174.42, 234.37) 206.95 (182.03, 235.27) 53.23 
19 3.56 (3.48, 3.63) 3 609.11 (3 034.59, 4 292.40) 3 670.00 (3 165.00, 4 254.00) 1 089.00 
20 3.39 (3.32, 3.45) 2 433.88 (2 099.42, 2 821.63) 2 497.00 (2 200.00, 2 833.00) 633.00 
21 3.22 (3.14, 3.29) 1 641.35 (1 380.07, 1 951.64) 1 699.00 (1 462.00, 1 974.00) 512.00 
22 3.28 (3.22, 3.35) 1 920.88 (1 656.91, 2 226.90) 1 952.00 (1 720.00, 2 215.00) 495.00 
23 3411 (3.06, 3.16) 1 295.39 (1 152.66, 1 455.79) 1 328.00 (1 200.00, 1 470.00) 270.00 
24 2.94 (2.88, 3.01) 3.57 (753.53, 1012.74) 903.51 (793.15, 1 029.00) 235.85 


25 3.01 (2.93, 3.08) 1022.35 (859.81, 1 215.91) 1038.00 (894.79, 1 205.00) — 356.10 310.21 
26 2.84 (2.77, 2.90) 689.45 (594.70, 799.28) 706.34 (620.99, 204.58 182.44 
27 2.67(2.59, 2.74) 464.94 (3 480.57 (412.29, 162.04 147.86 


广义 线性 模型 已 在 生 药 的 研究 与 开发 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 随 着 更 多 的 软件 包 包含 了 这 种 
功能 , 广义 线性 模型 在 一 般 的 工业 研究 与 开发 领域 中 会 有 更 加 宽广 的 应 用 ， 


15.2 ” 析 因 设计 中 的 不 平衡 数据 


本 章 的 基本 目的 是 分 析 平衡 析 因 设计 , 即 在 每 个 单元 处 观测 值 的 个 数 都 是 相同 的 . 其 实 , 观 
测 值 个 数 不 相 等 的 情况 也 经 常 遇 到 . 导致 不 平衡 析 因 设计 的 原因 很 多 . 例如 , 实验 者 起 初 设 计 了 
一 个 平衡 实验 , 但 因为 在 收集 数据 时 出 现 不 可 预见 的 问题 , 以 致 于 丢失 了 一 些 观 测 值 , 她 或 他 最 
后 得 到 的 就 是 不 平衡 数据 ， 另 一 方面 , 有 些 不 平衡 实验 是 特意 设计 的 ， 比 方 说 , 某 些 处 理 组 合 比 
起 其 他 的 组 合 做 起 试验 来 更 为 昂贵 或 更 为 困难 , 这 样 , 在 这 些 单元 中 就 会 取 较 少 的 观测 值 , 或 者 ， 
实验 者 对 某 些 处 理 组 合 有 较 大 的 兴趣 , 因为 它们 代表 了 新 的 或 未 研究 过 的 条 件 , 所 以 , 实验 者 会 
决定 在 这 些 单元 中 多 做 几 次 重复 . 

在 平衡 数据 中 出 现 的 主 效应 以 及 交互 作用 的 正 交 性 质 在 不 非 平衡 情况 下 将 不 再 具备 ， 这 
意味 着 我 们 不 能 再 使 用 通常 的 方差 分 析 法 ， 因 此 , 不 平衡 析 因 设 计 比 起 平衡 设计 的 分 析 要 困难 
得 多 . 

本 节 简要 综述 一 下 关于 处 理 不 平衡 析 因 设计 的 方法 , 着 重 于 二 因子 固定 效应 模型 的 情况 . 设 
在 第 单元 的 观测 值 个 数 为 nij. ХФ ni. = Xs 为 第 i 行 (因子 A 的 第 i 个 水 平 ) 中 观测 

de 
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值 的 个 数 , nj = È nij 为 第 了 列 (因子 B 的 第 了 个 水 平 ) 中 观测 值 的 个 数 , 而 n. = EE Nij 
диин УЙ. 
15.21 成 比例 的 数据 : 简单 的 情况 


在 分 析 中 难度 不 大 的 一 种 不 平衡 数据 情况 是 成 比例 的 数据 .也 就 是 说 , 第 0 单元 中 的 观测 
值 的 个 数 是 


m 


mg = 一 一 (15.11) 


这 一 ИТТІ ТІГІ 当 出 现 比 例 数据 时 , 可 以 用 标准 的 
方差 分 析 . 只 须 在 平方 和 的 计算 公式 中 作 小 的 修改 即 可 , 它们 是 


Фф 
$ 
i 

Мә 


Ме 


554 = 


这 样 就 得 到 一 个 基于 序 贯 模型 拟 合 分 析 的 ANOVA, 先 拟 合 因子 4 再 拟 合 因子 B( 男 一 种 方法 
是 采用 “调整 的 ”模型 拟 合 方法 , 类 似 于 第 4 章 对 不 完全 区 组 设计 所 用 的 方法 : 两 种 方法 都 可 以 
用 Minitab Balanced ANOVA 程序 来 实现 ). 

作为 比例 数据 的 例子 , 考虑 例 5.1 的 电池 设计 实验 , de 15.6 是 原始 数据 的 一 种 修正 . 显然， 
这 些 数据 是 成 比例 的 . 例如 , 在 单元 1,1 中 有 


[mna _ 10(8) _ 
0 


个 观测 值 . 对 这 些 数据 应 用 通常 的 方差 分 析 , 其 结果 如 表 15.7 BUR. 材料 类 型 和 温度 都 是 显著 
的 , 而 交互 作用 仅 在 a = 0.17 时 才 是 显著 的 ， 因 此 , 除了 交互 作用 的 效应 不 显著 外 , 结论 与 例 
5.1 中 对 完全 数据 集 的 分 析 结果 大 体 一 致 


表 15.6 ”比例 数据 的 电池 设计 实验 


材料 类 型 TER 
15 70 125 
nu=4 m2=4 m3=2 ni.=10 
130 155 34 40 
1 74 180 80 75 70 58 yı.. = 896 
na 一 2 т22 = 2 n23 = 1 n2, = 5 
2 159 126 136 115 45 y2.. = 581 
"4-2 "2-2 nas =1 па. 25 
3 138 160 150 139 96 y3.. = 683 
ni-8 т2-8 na=4 n. = 20 


ya. — 1122 ул. = 769 уз. = 269 у. = 2 160 
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表 15.7 7 15.6 中 电池 设计 数据 的 方差 分 析 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo 
材料 类 型 7 811.6 2 3 905.8 4.78 
温度 16 090.9 2 8 045.5 9.85 
交互 作用 6 266.5 4 1 566.6 1.92 
误差 8 981.0 11 816.5 

总 和 39 150.0 19 


15.2.2 ”近似 方法 


当 不 平衡 数据 较 接近 于 平衡 情况 时 , 有 时 可 以 用 近似 方法 把 不 平衡 问题 转变 为 平衡 问题 . 当 
然 , 这 样 只 能 作出 近似 的 分 析 , 但 因为 平衡 数据 的 分 析 很 容易 , 所 以 我 们 经 常 试图 采用 这 一 方法 . 
在 实践 上 , 当 数据 与 平衡 情况 不 是 太 不 一 样 时 , 确定 所 引入 方法 的 近似 程度 相对 来 说 就 不 重要 了 . 
现在 简要 描述 一 些 近似 方法 . 假定 每 一 单元 至 少 有 一 个 观测 值 ( 即 ny > 1). 


1. 估计 缺失 观测 值 


如 果 只 有 少数 ni; 不 相同 , 合理 的 方法 是 估计 缺失 值 , 例如 , 考虑 表 15.8 的 非 平衡 设计 . 显 
然 , 估计 单元 2,2 的 单个 缺失 值 是 一 种 合理 的 方法 . 对 于 有 交互 作用 的 模型 , 能 够 最 小 化 误差 平 
方 和 的 第 ij 单元 的 缺失 值 的 估计 是 giy ERED, 用 那 一 单元 中 现 有 的 观测 值 的 平均 值 来 估 
计 人 缺失 值 ， 


Wiss 非 平衡 设计 的 nij fi 


2 


9 
aaju 
m 
aa afo 


将 估计 值 作为 实际 数据 处 理 , 方差 分 析 时 唯一 要 修改 的 是 , 将 误差 自由 度 减 去 已 估计 的 缺失 
观测 值 的 个 数 , 例如 , 如 果 估计 出 表 15.8 中 2,2 单元 的 缺失 值 , ШІ 26 个 误差 自由 度 来 代替 27 
个 误差 自由 度 . 


2. 搁置 数据 
考虑 表 15.9 中 的 数据 只 有 2,2 单元 比 其 他 单元 多 一 个 观测 值 . 此 时 , 估计 其 余 8 个 缺失 
值 就 不 是 一 个 好 主意 , 因为 这 导致 估计 值 在 最 后 的 数据 中 占 了 约 1896. 另 一 种 方法 是 把 单元 2,2 
的 一 个 观测 值 搁置 一 旁 , 而 得 出 一 个 有 n = 4 次 重复 的 平衡 设计 . 
iss ЗЕРЕН nij 值 
列 


行 


Y 
ымын 
ылы) 

aa ajoo 
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捆 秆 一 旁 的 观测 值 必须 是 随机 选取 的 , 不 但 不 能 完全 丢弃 它 , 我 们 还 将 把 它 重新 放 回 到 设计 
中 , 然后 再 随机 选取 另 一 观测 值 搁置 一 旁 , 再 进行 分 析 . 并 且 , 我 们 希望 , 这 两 次 分 析 不 会 得 出 关 
于 数据 的 互相 矛盾 的 解释 . 如 果 出 现 矛 盾 , 则 我 们 怀疑 已 被 搁置 一 旁 的 观测 值 是 一 个 异常 值 或 野 
值 , 因而 应 当做 出 相应 处 理 . 在 实践 中 , 当 仅 有 少数 的 观测 值 被 搁置 一 旁 , 而 且 单元 内 部 的 变异 
性 较 小 时 , 这 种 混乱 情况 不 大 可 能 出 现 . 

3. 未 加 权 平 均 数 法 

在 Yates (1934) 所 引入 的 这 一 近似 法 中 , 把 单元 平均 值 看 作为 数据 并 按 标准 的 平衡 数据 分 
析 方 法 来 求 得 行 、 列 以 及 交互 作用 的 平方 和 . 求 得 误差 均 方 为 


X X Ya 
ERÈ 


MSg = (15.12) 


n.. — ab 
现在 , 用 MS 估计 о?, 这 是 单个 观测 值 yix 的 方差 然而 我 们 所 做 的 是 关于 单元 平均 值 的 方 
差分 析 . 因为 第 y 单元 的 平均 值 的 方差 是 o?/niy, 所 以 实际 用 在 方差 分 析 中 的 误差 均 方 值 应 该 
是 guo. 的 平均 方差 的 一 个 估计 量 , 即 


b 9 
1 /my o? a È 1 
"EE TA oe T 
Vig) = ab ab AÀ ng (15.13) 


用 (15.12) Ж/М MSe 来 估计 (15.13) 式 的 o?, 得 


М8 


MSh = ка (15.4) 
TES ab ту e 


TEX FT 7736 ОВ ЕНЕҢ (Яп. — ab 个 自由 度 )， 

未 加 权 平均 数 法 是 一 种 近似 方法 , 因为 行 、 列 以 及 交互 作用 的 平方 和 都 不 服从 卡 方 分 布 , 这 
一 方法 的 主要 优点 是 它 在 计算 上 的 简明 性 . 当 nus 不 是 相差 很 多 时 ， 未 加 权 平均 数 法 的 效果 通常 
ж. 

一 种 相关 的 方法 是 加 权 平 均 数 法 , 也 是 Yates (1934) 提出 的 . 这 一 方法 也 用 到 单元 平均 数 
的 平方 和 , 但 是 , 平方 和 中 的 项 是 反比 于 相应 方差 进行 加 权 的 . 这 一 方法 更 详细 的 叙述 , 可 参阅 
Searle(1971a) 以 及 speed, Hocking, and Hackney(1978). 


15.2.3 ”精确 方法 


当 近似 方法 不 适用 时 , 例如 , 当 出 现 空 的 单元 GE ny = 0) 时 , 或 者 当 т) 有 很 大 差别 时 ， 
实验 者 必须 用 精确 分 析 法 . 为 求 出 用 来 检验 主 效应 与 交互 作用 效应 的 平方 和 ， 做 法 是 把 方差 分 
析 模 型 作为 回归 模型 , 对 数据 拟 合 该 模型 , 并 用 一 般 回归 显著 性 检验 方法 . 然而 , 有 多 种 方式 可 
做 到 这 一 点 , 而 且 这 些 方法 会 得 出 不 同 的 平方 和 数值 . 再 说 , 需要 检验 的 假设 也 不 总 是 类 似 于 平 
衡 情况 , 且 它 们 也 并 不 总 是 易于 解释 的 . 要 进一步 阅读 这 一 主题 , 可 参阅 Searle(1971a), Speed, 
and Hocking(1976), Hocking and Speed(1975), Hocking, Hackney, and Speed(1978), Searle, 
Speed, and Henderson(1981), Searle(1987), 以 及 Milliken and Johnson(1984). 统计 软件 SAS 
通过 PROC GLM 为 不 平衡 数据 分 析 提供 了 极 好 的 办 法 - 
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第 2 章 与 第 4 章 介 绍 了 区 组 化 原则 的 使 用 , 以 提高 处 理 间 比较 的 精度 . 配对 t 检验 是 第 2 
章 中 介绍 的 方法 , 随机 化 区 组 设计 是 第 4 章 给 出 的 . 一般 来 讲 , 区 组 化 原则 能 用 于 可 控 讨 厌 因子 
的 影响 . 协 方差 分 析 (ANCOVA) 是 另 一 种 常用 于 改进 实验 精度 的 技术 . 设 在 一 实验 中 , 响应 变 
量 是 y, 存在 另 一 变量 , 例如 x, H y 线性 依赖 于 c. 还 有 , 设 x 不 能 被 实验 者 控制 , 但 可 以 随 着 
y 一 起 被 观测 到 ， 变量 x 叫做 协 变量 或 伴随 变量 ， 协 方差 分 析 涉及 如 何 针 对 协 变量 的 效应 调节 
被 观测 的 响应 变量 . 如 果 不 做 这 样 的 调节 , 则 伴随 变量 会 提高 误差 均 方 值 , 并 使 由 于 处 理 不 同 而 
引起 的 响应 之 间 的 真正 差异 更 难于 检测 . 这 样 一 来 , 协 方差 分 析 就 是 调节 不 可 控 讨 厌 变量 效应 的 
一 种 方法 , 正如 我 们 将 会 见 到 的 , 这 一 方法 是 方差 分 析 和 回归 分 析 的 综合 . 

作为 可 以 使 用 协 方差 分 析 的 一 个 实验 例子 , 考虑 进行 一 项 研究 , 以 确定 由 3 台 不 同 机 器 生产 
的 单 丝 纤维 的 强度 的 差异 . 该 实验 数据 列 在 表 15.10 中 . 图 15.3 是 样品 的 抗 断 强度 与 直径 ( 粗 
细 ) 关系 的 散 点 图 ， 显然, 纤维 的 抗 断 强度 亦 受 其 纤 度 或 粗细 所 影响 , 较 粗 的 纤维 一 般 强 于 较 细 
的 纤维 . 当 检验 机 器 之 间 的 抗 断 强度 的 差异 时 , 协 方差 分 析 可 以 用 来 消除 粗细 度 (х) 对 抗 断 强度 
(y) 的 效应 . 


表 15.10 抗 断 强度 数据 : y= 强度 (10), s= 直径 (10-3 英寸) 
机 器 1 机 器 2 机 器 3 


41 25 48 28 37 23 


E E , 
207 126 2 136 186 106 


30 


-L 1 1 —L 
10 20 30 m 


直径 + 
图 153 抗 断 强度 (y) 与 纤维 直径 (г) 的 关系 
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15.3.1 方法 说 明 
现在 针对 有 一 个 协 变量 的 单 因子 实验 来 说 明 协 方差 分 析 的 基本 方法 . 假定 响应 和 协 变量 之 
间 存 在 线性 关系 , 恰当 的 统计 模型 是 
yu mh ro Bg — E.) + Ei { ee (15.15) 
j=L2 on 
其 中 yy 是 在 单 因子 的 第 i 种 处 理 或 水 平 下 取得 的 响应 变量 的 第 ; 个 观测 值 , zi; 是 对 应 于 yo 
(BL, 第 个 试验 ) 的 协 变量 或 伴随 变量 的 测量 值 , 5 是 全 体 г.) 的 平均 值 , / 是 总 平均 值 т; 
是 第 ; 种 处 理 的 效应 , 8 是 线性 回归 系数 , 表示 уу 对 zy 的 相依 性 , ео 是 随机 误差 分 量 ， 假定 
误差 sy 是 NID(0, 02) 的 , 斜率 8 #0, yg 与 zi 之 间 的 真实 关系 是 线性 的 , 每 种 处 理 的 回归 
系数 是 相同 的 , 处 理 效应 之 和 为 办 ( Ene о), 伴随 变量 ziy 不 受 处 理 的 影响 
m 
由 (15.15) 式 看 出 , 协 方差 分 析 模 型 是 方差 分 析 和 回归 分 析 所 用 的 线性 模型 的 组 合 . 也 就 是 
说 , 有 单 因子 方差 分 析 的 处 理 效 应 {r } 和 回归 分 析 的 回归 系数 9，(15.15) 式 中 用 (zu — 5.) 代 
3 cu 来 表示 伴随 变量 , 这 样 可 使 参数 и 是 总 平均 值 . 模型 原先 可 写 为 
Vij = W + Ti Bi + Ei { eg (15.16) 
3-1,2,--,п 
其 中 i! 是 常数 , ARE MTM, MURIS ROT HUE / + 5， 在 文献 中 更 多 见 到 的 是 (15.15) 
ж. 
为 了 描述 协 方差 分 析 , 引入 下 列 记号 


Sw =Š S-i) =$ ġġ- E (15.17) 
aa af 
а n d WW WC 2o x 
m = Хо а.) TEES - E^ (15.18) 
СЕ 2) - 8.) = È Ў augu - 8:20.) (15.19) 
AA ав ап 
тп 5H -ikx-É (15.20) 
еа -ai a- È (15.21) 
Tay =n а-а й) = 1i) - 6302 (15.22) 
Ew = Ў Ў ш) = Sw -Tu (15.23) 
Ezz = b» È (ey =i)? = 8, — Taa (15.24) 


Ezy = > p (Tiz — £i)(yu — 9.) = Sey — Tey (15.25) 
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注意 , 一 般 地 , 5 = TE, 其 中 符号 S, T, E 分 别 用 于 表示 总 、 处 理 以 及 误差 的 平方 和 与 又 积 
RI 对 = Жу 的 平方 和 必须 是 非 负 的 ; 但 是 , Х (ғу) 的 和 可 以 是 负 的 . 

以 下 说 明 , 协 方差 分 析 怎样 根据 协 变量 效应 来 调整 响应 变量 ,考虑 全 模型 [(15.15) Ж). и, 
Ti, B 的 最 小 二 乘 估计 是 户 = 也 ,六 = 现 一 到 .一 ci 2.) 以 及 


B- e (15.26) 
模型 中 的 误差 平方 和 为 
SSE = Eyy — (Eey)? / Es; (15.27) 


它 有 a(n — 1) - 1 个 自由 度 . 实验 的 误差 方差 用 


来 估计 . 今 假设 不 存在 处 理 效应 . 则 模型 [(15.15) Ж) 将 是 


Vij =u + (zy — 2.) + eg { Е (15.28) 
j=1,2 e,n 
n 与 B 的 最 小 二 乘 估计 是 户 = 了 ,8 = 8.,/5... 此 简化 模型 的 误差 平方 和 是 
956 = Sy, — (Sry)? /Sz2 (15.29) 


它 有 an — 2 个 自由 度 . 在 (15.29) RP, (6,,)/8.. 是 通过 y 关于 z 的 线性 回归 所 获得 的 、 
在 y 的 平方 和 中 的 减少 量 ， 还 有 , 注意 到 SSE 小 于 55S2[ 因 为 模型 (15.15) 式 含有 附加 的 参 
数 (7). f S55 – 59 是 由 于 (т) 而 在 平方 和 中 的 减少 量 . 因此 6586 5 SSe 之 间 的 差 ， 
WI $85 — 55 为 检验 没有 处 理 效应 的 假设 提供 了 有 a — 1 个 自由 度 的 平方 和 . 因此 , 为 了 检验 
Ho: ti = 0 计算 
ву = (838 一 955Ss)/(a 一 1 
SSx /[a(n — 1) — 1] 
如 果 零 假设 为 真 , 则 它 服从 Faia- 分 布 . 当 Fo > Fao-lam-D-1 时 , 拒绝 Но: п = 0. 
也 可 以 用 P 值 方法 . 
考察 表 15.11 的 内 容 是 有 益 的 . 在 此 表 中 ， 我 们 已 介绍 过 将 协 方差 分 析 作 为 “调整 ”的 方差 
分 析 . 在 “方差 来 源 ” 一列, 总 变异 性 用 5,, 来 测量 , 它 有 ап-1 个 自由 度 , 方差 来 源 “ 回 归 ” 
是 有 一 个 自由 度 的 平方 和 (5.,)*/8,.. 如 果 没 有 协 变量 , 将 会 有 Say = Ses = E, = En = 0. 


(15.30) 


表 15.11 ”作为 “调整 "的 方差 分 析 的 协 方差 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 ғ 
回归 (8.,)2/5.ш 1 
88,- 856 = Syy- 
ЖА (Szu)?/Sza — [Eyy — (Ezy)? /Ess] 
误差 SSE = Ey, — (Ezy)? /Ezz а(п—1) -1 MSg = „58а т 
总 和 Syy am 一 1 


550-586 (SS -SSg)/(a-1) 
ат MSp 
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误差 平方 和 将 简化 为 Eyy, 而 处 理 平方 和 将 是 Syy — Ey = Ty. 但 是 , 因为 出 现 协 变量 , 就 必 
须 如 表 15.11 那样 对 y 在 z 上 的 回归 “调节 ”5v， 和 E, 已 调节 的 误差 平方 和 有 a(n - 1) - 1 
个 自由 度 而 不 是 a(n - 1) 个 自由 度 , 因为 有 一 个 附加 的 参数 (斜率 9) 用 于 拟 合 这 些 数据 . 
计算 方法 通常 以 表 15.12 那样 的 协 方差 分 析 表 来 显示 ,采用 这 一 布局 是 因为 它 便于 概括 出 
所 有 要 求 的 平方 和 与 又 积 和 , 以 及 为 检验 关于 处 理 效应 的 假设 的 平方 和 . 此 外 , 除了 检验 处 理 效 
应 没有 差异 的 假设 之 外 , 经 常 发 现 , 给 出 调整 的 处 理 均值 对 解释 数据 是 有 用 的 . 这 些 已 调整 的 处 
理 均值 是 按 
调整 的 gu = ў. Dn E.) і-1,2,--,а (15.31) 


计算 的 , 其 中 Å = Eu] Eus 这 一 已 调整 的 处 理 平均 值 就 是 模型 (15.15) 式 ] 中 的 рът, i= 
1,2,… ,a 的 最 小 二 乘 估计 量 . 任 一 已 调整 的 处 理 平均 值 的 标准 误 是 


Sani. = м» (i * 22] A (15.32) 


最 后 , 我 们 曾经 假定 模型 [(15.15) Ж) 的 回归 系数 0 是 非 零 的 . 可 以 用 检验 统计 量 


њ (Es Ese 


ET 
Mis (15.33) 


来 检验 假设 Ho : 6 = 0, АВЕ, "CIA Fia sca 分 布 , 因此 , 5 Fo > Бал,а(п-1)-і 
时 , 拒绝 Ho : 8 = 0. 
表 15.12 ”有 一 个 协 变量 的 单 因子 实验 的 协 方差 分 析 
平方 和 与 已 对 回归 调整 的 
zaxm ван 一 又 积 和 y 自由 度 Mp 
T cy у 
AERE 4-І Т. To, Туу 
RE aln —1) Ees Bey Eyy 55 = Eyy ~ (Esy)*/Esz an 1) - 1 MSp = 335-і 
总 和 ап-1 Sas Say Syy 85, = 8,,-(8г,)7/бе ап-2 
调整 的 处 理 均值 88% - 596 а-і Ed 


例 15.5 考虑 15.3 节 开始 时 描述 的 实验 . 3 台 不 同 的 机 器 为 纺织 公司 生产 单 丝 纤维 . 过 程 工程 师 感 兴 

趣 于 确定 3 台 机 器 生产 的 纤维 的 抗 断 强度 是 否 有 差异 . 但 是 , 纤维 的 强度 与 它 的 直径 有 关 , 较 粗 的 纤维 一 般 

强 于 较 细 的 ， 从 每 台 机 器 上 选取 5 根 纤维 样品 的 随机 样本 ， 每 一 样品 的 纤维 强度 (y) 和 对 应 的 直径 (с) 如 

表 15.10 所 示 . 

抗 断 强度 与 纤维 直径 关系 的 散 点 图 (图 15.3) 强烈 提示 我 们 , 抗 断 强度 与 直径 之 间 存 在 线性 关系 , 而 用 

协 方差 分 析 消 除 直径 对 强度 的 效应 看 起 来 是 合适 的 ,假定 抗 断 强度 与 直径 之 间 是 一 线性 关系 是 恰当 的 , 则 模 
型 是 

i213, 

Vij =H + Ti + (riy — 2.) + Eij | dois. 5 


利用 (15.17) RÆ (15.25) R, 可 算得 


153 协 方差 分 析 497 


5,5 TT 2 一 SU. 二 346. 
£k Шана ау c Hed 
3 5 (362)? _ 
ui 2 tO e E OSA agg eatem 
Se= Ў Ў equ; - C07 (ауа) + (241) ++ Q5) 2) 

= an 

(362)(603) _ 
EON = 282.60 

1% 2 1 _ (803? _ 
Ту = 5 È v? 05 = (207)? + (216)? + (180)? (jg = 14040 
т = E а- E = $29) + (130)? + 1069] - 5 = 6613 
Tay = EY sas - EW) 

- B10126)(207) + (130)(216) + (106)(184)] — Bl — 96.00 


Eyy = Syy - Туу = 346.40 — 140.40 = 206.00 
Ers = Sza - Тоз = 261.73 — 66.13 = 195.60 


Ezy = Szy - Туу = 282.60 - 96.00 = 186.60 
由 (15.29) Ж, 得 


88р = Syy — (8г)2/8:а = 346.40 — (282.60)? /261.73 = 41.27 
ЖЖ an — 2 = (3)(5) - 2 = 13 个 自由 度 , 由 (15.27) Ж, 求 得 
556 = Eyy — (Ezy)? /Exs = 206.00 — (186.60)? /195.60 = 27.99 


ЕЖ a(n 一 1) -1 =3(5 - 1) -1 = 11 个 自由 度 . 
用 于 检验 Но: т = то = та = 0 的 平方 和 是 


SS5 — SSg = 41.27 — 27.99 = 13.28 
EH a-1=3-1=2 AA HE. 这 些 计算 列 在 表 15.13 中 。 
表 15.13 ” 抗 断 强度 数据 的 方差 分 析 


平方 和 与 叉 积 和 对 回归 的 调节 
方差 来 源 自由 度 p E" T 自由 度 E Fo Pii 
机 器 2 66.13 96.00 140.40 
误差 12 195.60 186.60 206.00 27.99 11 254 
总 和 14 261.73 282.60 346.40 41.27 13 
已 调节 的 机 器 13.28 2 6.64 261 0.1181 


为 了 检验 机 器 生产 的 纤维 的 抗 断 强度 的 差异 性 的 假设 (BP, Ho : ri = 0), 由 (15.30) 式 算得 的 检验 统 


TAA (SS5 —SSg)/(a-1) 1328/2 6 
_ (855 ~ SSg)/(a—1) із. 2964 
= SSg/la(n-1)-1] 3799/1 254 = 261 
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与 Fo.10,2,11 = 2.86 ШАЎ, 我 们 发 现 不 能 拒绝 零 假 设 ， 也 就 是 说 , 没有 强 有 力 的 证 据 表明 3 台 机 器 所 生产 
的 纤维 的 抗 断 强度 有 差异 . 
由 (15.26) 式 算得 回归 系数 的 估计 量 为 


5. Ery _ 186.60 _ 
p= Ess 19560 09940 
用 (15.33) 式 检验 假设 Но: 8 = 0. 检验 统计 量 是 
Fo = (Em /Bee _ (186.60)? /195.60 _ 7008 


MSE 2.54 


因为 Fo.o1,1,11 = 9.65, 我 们 拒绝 8 = 0 的 假设 . 因此 , 抗 断 强度 和 直径 之 间 存在 线性 关系 , 用 协 方差 分 析 
进行 的 调整 是 必需 的 . 


&,.) = 43.20 — (0.954 0)(26.00 — 24.13) = 
— (ёз, — ё.) = 36.00 — (0.954 0)(21.20 — 24.13) = 38. 
将 已 调整 的 处 理 平均 值 与 未 调整 的 处 理 平均 值 (Ji) 进行 比较 , 看 出 已 调整 的 平均 值 相互 较为 靠近 , 这 从 另 
一 角度 表明 协 方差 分 析 是 必需 的 ， 

协 方差 分 析 的 基本 假定 是 处 理 不 影响 协 变量 x, 因为 此 方法 消除 了 i 的 变异 效应 . 但 是 , 若 zu 的 变 
异性 部 分 来 自 于 处 理 ， 则 协 方差 分 析 就 丢弃 了 处 理 效应 的 一 部 分 ， 这样 一 来 , 我 们 必须 相当 确信 处 理 不 影响 
数值 rg， 在 一 些 实验 中 , 由 协 变量 的 性 质 ， 这 点 可 能 是 显然 的 ， 而 在 另 一 些 实验 中 , 可 能 拿 不 准 , 在 我 们 的 
例子 中 , 3 台 机 器 之 间 的 纤维 直径 (zij) 可 能 存在 差异 , 在 这 种 情况 下 . Cochran and Cox(1957) 提出 了 一 
种 关于 数值 ci; 的 方差 分 析 法 , 它 有 助 于 确定 这 个 假定 的 有 效 性 ， 对 于 我 们 的 问题 , 此 方法 得 出 


_ 06.13/2 33.07 
195.60/12 16.30 


它 小 于 Fo.10,2,12 = 2:81, 所 以 没有 理由 相信 那些 机 器 生产 出 不 同 直径 的 纤维 
协 方差 模型 的 诊断 检测 是 建立 在 残 差分 析 的 基础 上 的 . 对 于 协 方差 模型 , 残 差 是 


ei = yu — 0 


Fo = 2.03 


其 中 的 拟 合 值 是 


Dis = ht Erg = 2.) = 0.. + lii (2) + (оу — 2.) 
+ 


TR, 
eg = ya ~ i. — Dri 一 天) (15.34) 
为 说 明 (15.34) 式 的 用 法 , 在 例 15.5 中 , 第 一 台 机 器 的 第 一 个 观测 值 的 残 差 是 
eu = yi — fi — B(zii — 21.) = 36 — 41.4 — (0.954 0)(20 — 25.2) = 36 — 36.439 2 = —0.439 2 
全 部 观测 值 、 拟 合 值 和 残 差 列 于 下 表 ， 
观测 值 yi; MAM фу RÆ ey = vy Iy 


ЖИН уу ME dij 


BRŽ eij = yi — fij 


36 36.439 2 —0.439 2 42 41.209 2 0.790 8 
41 41.209 2 —0.209 2 49 47.887 1 11129 
39 40.255 2 —1.255 2 40 39.384 0 0.616 0 
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(£) 


观测 值 wii ME piy PÆ eij = ug — Dij 


拟 合 值 gu Я eij = vis du 


48 45.107 9 2.982 1 37 37.717 1 —0.717 1 
39 39.384 0 —0.384 0 42 40.579 1 1.420 9 
45 47.015 9 —2.015 9 34 35.809 2 —1.809 2 
44 45.107 9 一 1.107 9 32 30.085 2 1.914 8 


35.809 2 一 0.809 2 


MA gi 与 残 差 的 关系 图 见 图 15.4, 协 变量 ri 与 残 差 的 关系 图 见 图 15.5, 机 器 与 残 差 的 关系 
图 见 图 15.6. 残 差 的 正 态 概率 图 见 图 15.7. 这 些 图 形 没有 显现 出 与 假定 有 任何 违背 之 处 , 所 以 ， 
结论 是 , 协 方差 模型 [(15.15) Ж) 对 于 抗 断 强度 数据 是 适当 的 . 


+4 4 
. . 
十 2 " 2 . 
. . 
. Ы . 
ê 0 * 0 id 
. . 
ы 2. 
2 * . 2 . n 
4 1 
2 30 35 40 4! 0 0 10 20 30 40 0 
9, ty 
图 15.4 例 15.5 的 残 差 与 图 15.5 i 15.5 的 残 差 与 纤维 
拟 合 值 的 关系 图 直径 z 的 关系 图 
«n 
95 A 
90 
ж 7 7 
H 10 
5 А 
1 
-4 2 0 2, 4 
机 器 BU, 
Н 15.6 BÆ ІЗ А. 图 15.7 例 15.5 的 残 差 的 正 态 概率 图 


在 这 一 实验 中 , 如 果 没有 进行 协 方差 分 析 , 那么 会 什么 样 呢 ? 也 就 是 说 , 如 果 略 去 协 变量 r, 
将 抗 断 强度 数据 (y) 作为 单 因子 实验 来 分 析 , 会 发 生 什么 样 的 情况 ? 抗 断 强度 数据 的 方差 分 析 
如 表 15.14 AR. 据 此 分 析 , 结论 是 机 器 生产 的 纤维 的 强度 有 显著 性 差异 . 这 与 由 协 方差 分 析 所 
得 的 结论 完全 相反 . 如 果 推测 机 器 对 纤维 强度 的 效应 有 显著 性 差异 , 则 我 们 应 该 试图 使 3 台 机 器 
的 强度 输出 相等 . 但 是 , 在 这 一 问题 中 , 在 消除 了 纤维 直径 的 线性 效应 之 后 , 几 台 机 器 所 生产 的 
纤维 的 强度 是 没有 差异 的 . 而 降低 机 器 内 部 纤维 直径 的 变异 性 可 能 会 有 用 , 因为 这 有 可 能 降低 纤 
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维 强度 的 变异 性 . 
表 15.14 ” 抗 断 强度 数据 作为 单 因子 实验 的 不 正确 分 析 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 Fo Pi 
机 器 140.40 2 70.20 4.09 0.044 2 
误差 206.00 12 17.17 
总 和 346.40 14 


15.3.2 ”计算 机 输出 


现 有 的 几 个 计算 机 软件 包 能 够 进行 协 方差 分 析 . 关于 例 15.4 的 数据 的 Minitab General 
Linear Models 程序 输出 列 在 表 15.15 rp. 该 输出 与 前 面 给 出 的 结果 非常 相似 . 在 题 为 “Analysis 
of Variance” 的 部 分 中 , “Seq SS” 对 应 于 模型 总 平方 和 的 “ 序 贯 ”分解 , 即 


SSRA) = SS( 直 径 ) + SS( 机 器 | 直径 ) = 305.13 + 13.28 = 318.41 
其 中 “Adj SS” 对 应 于 每 个 因子 的 “额外 ”平方 和 , Вр 
35( 机 器 | 直径 ) = 13.28， ”SS( 直 径 | 机 器 ) = 178.01 
表 15.15 例 15.5 的 Minitab 输出 (1536445) 


General Linear Model 


Factor Type Levels Values 
Machine fixed 8128 


Analysis of Variance for Strength, using Adjusted SS for Tests 


Source DF  SeqSS Adj SS Adj MS F P 
Diameter 1 305.13 178.01 178.01 69.97 0.000 
Machine 2 13.28 13.28 6.64 2.61 0.118 
Error 11 27.99 27.99 2.54 

Total 14 346.40 

Term Coef StDev T Ф 

Constant 17.177 2.783 6.17 0.000 

Diameter 0.9540 0.1140 8.36 0.000 

Machine 

1 0.1824 0.5950 0.31 0.765 

2 1.2192 0.6201 1.97 0.075 


Means for Covariates 


Covariate Mean StDey 
Diameter 24.13 4.324 


Least Squares Means for Strength 


Machine Mean StDev 
1 40.38 0.7236 
2 41.42 0.7444 


3 38.80 0.7879 
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注意 , 55( 机 器 | 直径 ) 用 于 检验 没有 机 器 效应 的 校正 平方 和 , 35( 机 器 | 直径 ) 用 于 检验 假设 8 = 0 
的 校正 平方 和 . 因为 取 整 , 表 15.15 中 的 检验 统计 量 与 那些 手工 算 的 结果 稍 有 不 同 . 

程序 也 计算 (15.31) 式 的 调整 的 处 理 均值 [ 样 例 输出 中 Minitab 称 之 为 最 小 平方 均值 (least 
squares means)] 以 及 标准 误 . 程序 还 会 用 第 3 章 讨论 的 配对 多 重 比较 方法 对 所 有 处 理 配对 进行 
比较 . 


15.3.3 ”用 一 般 线性 回归 显著 性 检验 进行 推导 
在 协 方差 模型 


і-1,2,--,а 


D celorum (15.35) 


yi =H + Ti Bri — 8.) + eis | 


中 , 利用 一 般 回归 显著 性 检验 法 , 可 以 正式 推导 出 用 于 检验 Ho : ri = 0 的 ANCOVA 方法 . 考 
虑 用 最 小 二 乘法 估计 模型 [(15.15) Ж) 中 的 参数 , 最 小 二 乘 函数 为 


L- Es luij — n т – Plt — 8)? (15.36) 


由 OL/On = ӘІ/дт = 1/98 = 0, 得 到 正规 方程 组 


nianüdnY) so y. (15.372) 
ізі 
піп BY g-R)-W i212. (15.37) 
А 
а n A 
B: 2 % 26 — 2.) + 8.2 = Sry (15.37c) 
= 


把 (15.37b) 中 的 a 个 方程 相 加 , 因为 È p (zi; — 2.) = 0, 故 得 到 (15.37a) Ж. 所 以 , 在 正 
规 方程 组 中 有 一 个 线性 相依 性 ， 因此 ， 为 了 求解 就 必须 给 (15.37) 式 添加 一 个 线性 独立 的 方程 
一 个 合 平 逻辑 的 边界 条 件 是 bi ъ= 0. 
用 此 条 件 , 由 (15.37a) RRA 
й= 9 (15.38а) 

又 由 (15.37) 式 求 得 

%-ф.-%.-Йа.-ғ.) (15.38b) 
代入 7, 后 , (15.370) 式 可 写成 


X. -9) 56-2) AEs -2) È (24 5.)+ Ase = Sey 


但 又 注意 到 
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ЎТИ, (15.37с) 式 的 解 为 
Sev -Tey _ Егу 
Sza -Tsa Eaz 
这 就 是 前 面 15.3.1 节 中 给 出 的 (15.26) R. 
拟 合 全 模型 [(15.15) 式 ] 在 总 平方 和 中 的 减少 量 可 表示 为 


B= 


Run B) = iy. + X Aii + BS 
7G). Erie = D. — (Bey/ Bea) (E. — 8. hrs Ges Eea) Szy 
=y? fone Y: Ge — 8). ~ (sf Eza) Xe = 8 )w + (Bay/ Esa) Say 


=y? /an + Туу — (Boy/ Ezs)(Tey ~ Sey) 


=y? fan + Tyy + (Ezy)? / Esa 
此 平方 和 有 a 1 个 自由 度 , 因为 正规 方程 组 的 秩 是 a + 1. 此 模型 的 误差 平方 和 是 


a 


55 = У X М%-Ж(шт,0) 


[E 
È yi — у /an — Ty, – (Exy Е. (15.39) 
7 Ty ~ (Ezy)? / Es 


Suy 
Eyy – (Ezy)? /Eza 


М» 


5 


ЕЖ ат – (a 1) = a(n — 1) - 1 ЖНЖ. 此 量 即 是 前 面 的 (15.27) sk. 


今 考虑 接受 零 假设 , 即 Ho : = то = … Ta = 0. 此 简化 模型 是 
Vu = u+ Blz — 2.) + ey { еда (15.40) 
j=12 ,nn 
这 是 一 个 简单 的 线性 模型 , 此 模型 的 最 小 二 乘 正 规 方程 组 是 
anù = y. (15.41a) 
88. = S. (15.41b) 
这 些 方程 组 的 解 是 所 = р, Ê= 5,,/8.., 拟 合 此 简化 模型 而 在 总 平方 和 中 的 减少 量 是 
Rn B) = йу. + BSsy = (9.)y.. + (Sey/ Ses) Sy = Y? Jan %(8.,)7/5.. (15.42) 


该 平方 和 有 两 个 自由 度 . 


153 $a E24 503 


可 以 发 现 用 于 检验 Ho : r = то = = Ta = 0 的 恰当 的 平方 和 是 
В(т|р, В) = R(p, 7, 8) – (и, B) 
=у2/ап  Tyy + (Ezy)? /Ezs — у [an — (Sxy)*/S2s (15.43) 
= Syy — (Sey)? /Sue — [Eyy — (Ezy)?/ Esa] 


这 里 用 到 了 Ty, = Syy — Eyy. 注意 В(т|и, 8) # а+1-2=а-1 个 自由 度 , 并 且 等 于 153.1 
节 中 由 555-585 给 出 的 平方 和 . 于 是 , 针对 Ho : m = 0 的 检验 统计 量 是 
R(r/n B)/(a-1) _ (856 – SSE)/(a— 1) 
P= Шап-1-17 SSr/ln-1)-1] (15.44) 
它 即 是 前 面 的 (15.30) Ж. 因此 , 用 一 般 回归 显著 性 检验 法 , 我 们 证 明了 15.3.1 节 的 协 方差 分 析 
的 结论 ， 


15.3.4” 含 协 变量 的 析 因 实 验 


协 方差 分 析 可 以 用 于 更 复杂 的 处 理 结构 , 例如 析 因 设计 . 假定 对 于 每 种 处 理 组 合 有 足够 数据 ， 

则 几乎 任何 复杂 的 处 理 结构 都 可 以 用 协 方差 分 析 的 方法 来 分 析 . 以 下 要 说 明 如 何 将 协 方差 分 析 
用 于 工业 实验 中 最 广泛 的 析 因 设 计 类 (2^ 析 因 设计 ) P. 

假定 在 所 有 处 理 组 合 中 协 变量 对 响应 变量 的 影响 是 相同 的 , 可 以 算出 类 似 于 15.3.1 节 给 出 

的 协 方差 分 析 表 , 唯一 的 差别 是 处 理 平 方 和 , 对 于 有 n. 次 重复 的 2? 析 因 设 计 , 处 理 平方 和 (Tvy) 

2 m Y. > yo. — y^. / (2) 2)n. 它 是 因子 A, B 和 交互 作用 АВ 的 平方 和 的 和 . 调整 的 处 理 


平方 和 可 以 分 解 为 单个 效应 部 分 ， 即 调整 的 主 效应 平方 和 55, 和 Sp. 以 及 调整 的 交互 作用 的 
平方 和 554в. 

当 扩展 处 理 的 设计 结构 时 , 重复 的 次 数 是 关键 问题 . 考虑 2? 析 因 设计 . 若 每 种 处 理 组 合 都 有 
单独 的 协 变量 时 , 要 估计 出 所 有 的 处 理 组 合 ( 协 变量 与 处 理 的 交互 作用 ), 至 少 要 有 两 次 重复 . 这 
等 价 于 对 每 个 处 理 组 合 (Вр, 设计 单元 ) 拟 合 一 个 简单 回归 模型 . 每 个 单元 有 两 个 观测 , 有 一 个 
自由 度 用 来 估计 截 距 (处 理 效 应 ), 另 一 个 自由 度 来 估计 和 斜率 ( 协 变量 效应 ). 对 于 这 种 饱和 模型 ， 
没有 自由 度 来 估计 误差 . 因此 , 一 般 情况 下 , 要 做 完整 的 协 方差 分 析 至 少 要 有 3 次 重复 . 随 着 设 
计 单元 (处 理 组 合 ) 与 协 变量 的 数量 增加 , 此 问题 变 得 更 加 复杂 . 

若 重 复 的 次 数 有 限制 , 不 同 的 假定 可 用 来 完成 某 种 有 用 的 分 析 , 可 做 的 最 简单 的 (通常 也 是 
ROM) 假定 是 协 变量 没有 效应 . 若 错误 地 未 考虑 协 变量 , 整个 分 析 与 后 继 的 结论 也 许 会 有 严重 
的 错误 , 另 一 种 选择 是 假定 没有 处 理 - 协 变量 交互 作用 . 即便 这 个 假定 是 不 正确 的 , 协 变量 关于 
所 有 处 理 的 平均 影响 , 仍 能 增加 对 处 理 效应 的 估计 与 检验 的 精度 . 此 假定 的 一 个 缺点 是 , 如 果 处 
理 的 几 个 水 平 与 协 变量 有 交互 作用 , 有 的 项 可 能 会 消 掉 其 他 项 , 而 协 变量 在 没有 交互 作用 时 给 出 
的 估计 也 会 不 显著 , 第 3 种 选择 是 假定 一 些 因 子 (例如 某 些 二 因子 交互 作用 或 更 高 阶 交互 作用 ) 
是 不 显著 的 . 这 允许 一 些 自由 度 用 于 估计 误差 . 不 过 , 因为 除非 有 足够 的 自由 度 分 配给 它 , 否则 
误差 的 估计 会 相对 不 精确 , 所 以 这 种 做 法 应 该 很 小 心地 进行 , 得 到 的 模型 要 彻底 地 评估 . 车 有 两 
次 重复 , 上 述 每 种 假定 都 有 自由 度 来 估计 误差 并 可 以 进行 有 用 的 假设 检验 . 采用 何 种 假定 由 实验 
情况 和 实验 者 愿意 承受 多 大 的 风险 决定 . 要 注意 在 建立 效应 的 模型 时 , 若 一 个 处 理 因 子 被 去 除 ， 
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则 由 原来 的 29 所 得 的 两 次 重复 不 是 真正 的 重复 . 这 些 “ 隐 性 重复 ”的 确 释放 了 自由 度 用 于 参数 
估计 , 但 它们 不 应 该 作为 估计 纯 误差 的 重复 , 因为 原先 设计 的 执行 可 能 没有 随机 化 . 
为 了 说 明 其 中 的 某 些 观点 , 考虑 表 15.16 所 示 的 有 两 次 重复 和 一 个 协 变量 的 23 析 因 设计 . 
若 不 考虑 协 变量 来 分 析 响 应 变量 y, 则 相应 模型 为 : 
9 = 25.03 + 11.204 + 18.05B + 7.24C — 18.91 AB + 14.804C 
总 模型 在 a = 0.01 水 平 上 显著 , 而 且 R? = 0.786, М5 = 470.82. 残 差分 析 表 明 , 除了 观测 值 
у = 103.01 不 正常 外 , 该 模型 没有 问题 . 


表 15.16 ”有 两 次 重复 的 23 设计 的 响应 与 协 变量 数据 


A B C т y 
-1 -1 -1 4.05 —30.73 
1 -1 -1 0.36 9.07 
-1 1 -1 5.03 39.72 
1 1 -1 1.96 16.30 
-1 E 1 5.38 一 26.39 
1 -1 1 8.63 54.58 
E 1 1 410 44.54 
1 1 1 11.44 66.20 
-1 ~1 -1 3.58 —-26.46 
1 E -1 1.06 10.94 
-1 1 -1 15.53 103.01 
1 1 -1 2.92 20.44 
-1 -1 1 2.48 —8.94 
1 -1 1 13.64 73.72 
-1 1 1 -0.67 15.89 
1 1 1 513 38.57 


车 选择 第 2 种 假定 ， 公共 斜率 中 不 包括 协 变量 与 处 理 的 交互 作用 , 则 可 以 估计 全 部 效应 与 协 
变量 效应 , Minitab 输出 (用 General Linear Models 程序 ) 列 在 表 15.17 中 . 注意 , 考虑 协 变 
基 后 ，M Se 大 大 地 减少 . 在 依次 去 除 各 不 显著 交互 效应 与 主 效应 C 后 , 最 后 的 分 析 结 果 列 在 表 
15.18 中 . 此 简化 模型 给 出 了 甚至 比 表 15.17 中 的 有 协 变量 的 全 模型 还 要 小 的 M S 

最 后 , 我 们 考虑 第 3 种 做 法 , 假定 可 以 忽略 某 些 交互 作用 项 . 考虑 允许 处 理 间 以 及 处 理 - 协 变 
量 交 互 作用 的 斜率 不 同 的 全 模型 ， 假 定 三 因子 交互 作用 (ABC 与 ABCz) 都 不 显著 , 用 它们 的 
相应 的 自由 度 来 估计 所 拟 合 的 最 一 般 的 效应 模型 中 的 误差 ， 这 是 一 个 在 实践 中 常用 的 假定 . 在 
大 多 数 实验 中 可 以 忽略 三 因子 以 及 更 高 阶 的 交互 作用 .Minitab 目前 的 版 本 还 不 能 对 与 处 理 有 
交互 作用 的 协 变量 进行 建 模 , 所 以 我 们 采用 SAS PROC GLM. 第 IJ 型 的 平方 和 是 所 要 的 调整 
的 平方 和 . 表 15.19 给 出 了 此 模型 的 SAS 结果 . 
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表 15.17 对 表 15.16 中 的 实验 进行 的 Minitab 协 方差 分 析 , 假定 有 公共 和 斜率 


General Linear Model 


Factor 
A 
B 
с 


Analysis of Variance for y, 


Source 
x 


Tern 
Constant 


Type 
fixed 
fixed 
fixed 


Levels 
2 
2 
2 


Seq SS 
12155.9 
1320.7 
3997.6 
52.7 
3788.3 
10.2 
5.2 
33.2 
628.1 
21992.0 


Coef 
71.016 
4.9245 


— 一 -一 -~ 


Values 
-1 1 
-1 1 
-і 1 


using Adjusted SS for Tests 


Adj SS 
2521.6 
1403.8 
4066.2 
82.3 
3641.0 
1 

а 

2 

1 


StDev 
5.454 


0.9290 


Adj MS 
2521. 
1403. 
4066. 
82. 


& 
RIS WS 


-0.19 
5.30 


28.10 
15.64 
45.31 
0.92 
40.58 
0.01 
0.09 
0.37 


P 


0.858 
0.001 


оооооооо 
ә 
8 
8 


表 15.18 МЖ 15.16 中 的 实验 的 简化 模型 进行 的 Minitab 协 方差 分 析 


General Linear Model 


Factor 
A 
B 


Analysis of Variance for y, 


Source 


Term 
Constant 
x 


Type 
fixed 
fixed 


Levels 
2 
2 


Seq SS 
1215.9 
1320.7 
3997.6 
3754.5 

763.3 
21992.0 


Coef 
-1.016 
5.0876 


Values 
зі 1 
uod 


using Adjusted SS for Tests 


Adj SS 
8287.9 
1404.7 
4097.7 
3754.5 
763.3 


StDev 
3.225 


0.4655 


Adj MS 
8287.9 
1404.7 
4097.7 
3754.5 

69.4 


T 


-0.58 
10.93 


0.000 
0.001 
0.000 
0.000 
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对 于 一 个 近乎 饱和 的 模型 , 误差 估计 将 会 相当 不 精确 . 即便 只 有 很 少 几 项 单独 在 a = 0.05 
水 平 上 显著 , 总 体感 觉 此 模型 比 前 面 两 个 都 要 好 些 (根据 R? 与 误差 均 方 ). 因为 对 模型 的 处 理 效 
应 更 感 兴趣 , 我 们 依次 去 除 模型 的 协 变量 部 分 中 的 项 , 以 增加 用 于 估计 误差 的 自由 度 . 若 依次 去 
М ACs, BOr, W М5к 会 减 小 到 0.733 6 且 有 几 项 不 显著 . 依次 去 除 Cz, AC, BC 后 , 最 终 的 
模型 显示 在 表 15.20 上 . 


Ж 15.19 9 15.16 中 的 实验 的 SAS PROC GLM 输出 ( 协 方差 分 析 ) 


Dependent Variable: Y 


Sum of Mean 
Source DF Squares Square F Value Pr > Е 
Model 13 21989.20828 1691.47756 1206.45 0.0008 
Error 2 2.80406 1.40203 


Corrected Total 15 21992.01234 


R-Square cv. Root MSE Y Moan 

0.999872 4.730820 1.184074 25.02895 
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr>F 
A 1 4.6599694 4. 6599694 3.32 0.2099 
B 1 13.0525319 13.0525319 9.31 0.0927 
c 1 35.0087994 35.0087994 24.97 0.0378 
AB 1 17.1013635 17.1013635 12.20 0.0731 
AC 1 0.0277472 0.0277472 0.02 0.9010 
вс 1 0.4437474 0.4437474 0.32 0.6304 
x 1 49.2741287 49.2741287 35.14 0.0273 
AX 1 33.9024288 33.9024288 24.18 0.0390 
BX 1 92.7747490 95.7747490 68.31 0.0143 
cx 1 0. 1283784 0. 1283784 0.09 0.7908 
ABX 1 336.9732676 336.9732676 240.35 0.0041 
ACX 1 0.0020997 0.0020997 0.00 0.9726 
BCX 1 0.0672386 0.0672386 0.05 0.8470 


此 例 强调 , 为 了 提高 关于 模型 中 各 项 的 假设 检验 的 精度 , 需要 有 自 由 度 用 于 估计 实验 误差 ， 
过 程 应 该 序 贯 进行 , 以 避免 受 不 好 的 误差 估计 的 影响 而 去 除 显著 的 项 . 

回顾 从 这 3 种 方法 得 到 的 结果 , 可 以 看 到 每 种 方法 都 成 功 地 改进 了 此 例 中 的 模型 拟 合 . 车 有 
很 强 的 理由 相信 协 变量 与 因子 没有 交互 作用 , 最 好 在 分 析 之 初 就 给 出 假定 . 此 选择 也 可 以 由 软件 
Жж. 尽管 实验 设计 软件 包 也 许 只 能 对 与 处 理 没有 交互 作用 的 协 变量 建 模 ， 分 析 者 也 许 仍 能 合理 
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选 出 影响 过 程 的 主要 因子 , 即使 存在 某 个 处 理 - 协 变量 交互 作用 . 我 们 也 注意 到 模型 适合 性 的 所 
有 常用 检验 方法 都 仍然 适用 , 强烈 推荐 其 作为 ANCOVA 建 模 过 程 的 组 成 部 分 . 


表 15.20 Ж 15.16 中 的 实验 的 SAS PROC СІМ 输出 (简化 模型 ) 


Dependent Variable: Y 


Source DF 
Model 8 
Error 7 


Corrected Total 15 


R-Square 
0.999742 


Source DF 


ЕСІНЕ 
ERR"ECU'T 


X 


Parameter 
Intercept 
A 
B 


1 


0 


wwuoaown 


Sum of 
Squares 
21986.33674 
5.67560 
21992.01234 


С.у. 
.597611 


rj 


Type III 85 
19.1597158 
38.0317496 
232.2435668 

31.7635098 
240.8726525 
233.3934567 
550.1530561 
542.3268940 


28 


T for НО: Pr 

Estimate ^ Parameter=0 

2438830 18.74 0. 
.7850330 4.86 0. 
«6596279 6.85 0. 
4560862 16.92 0. 
-3636850 -6.26 0. 
-0471937 17.24 0. 
-0632049 16.97 0. 
«0340997 26.05 0. 
-0342229 -25.86 0. 


Mean 
Square 
2748. 29209 
0.81080 


Root MSE 
0.900444 


Mean Square 
19.1597158 
38.0317496 

232. 2435668 
31.7635098 

240.8726525 

233.3934567 

550. 1530561 

542.3268940 


F Value 


3389 


F Va 


23. 
46. 
286. 
39. 
297. 
287. 
678. 
668. 


> ITI 


0001 
0018 
0002 
0001 


,61 


lue 
63 
91 
44 
18 
08 
86 
53 
88 


Pr > F 
0.0001 


Y Mean 
25.02895 


Pr > F 
0.0018 
0.0002 
0.0001 
0.0004 
0.000: 
0.0001 
0.0001 
0.0001 


Std Error of 


оооооооо о 


Estimate 
54659908 
57291820 
53434356 
32237858 
53741264 
11877417 
12160595 
11647826 
11732045 


15.4 重复 测量 
在 社会 科学 、 行 为 科学 以 及 工程 、 物 理科 学 的 某 些 方面 的 实验 工作 中 , 实验 的 单位 经 常 是 人 . 
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在 某 些 实验 情况 中 , 因为 经 验 、 所 受 教育 或 背景 的 不 同 , 不 同 的 人 对 同一 处 理 的 响应 的 差异 是 很 
KHU. 除非 受到 控制 , 不 然 , 人 与 人 之 间 的 这 种 变异 性 就 会 成 为 实验 误差 的 一 部 分 , 在 某 些 情况 
Т, 它 会 显著 地 提高 误差 均 方 值 , 使 得 更 难于 检测 出 处 理 之 间 的 真正 差异 . 
利用 设计 来 控制 人 与 人 之 间 的 这 种 变异 性 是 有 可 能 的 , 这 种 设计 是 对 每 一 个 人 (或 “对 象 ”) 
用 n 种 处 理 的 每 一 种 , 这 类 设计 叫做 重复 测量 设计 . 本 节 将 简要 介绍 一 下 单 因子 重复 测量 实验 . 
设 一 个 实验 有 a 种 处 理 , 每 种 处 理 对 n 位 对 象 的 每 一 位 都 用 一 次 ， 数据 如 表 15.21 BER. 
观测 值 yi; 表示 对 象 j 对 处 理 i 的 响应 , 仅 用 n 位 对 象 . 用 于 此 设计 的 模型 是 


yi =H + Ti + Bj + eiy (15.45) 
其 中 五 是 第 i 种 处 理 的 效应 , 0; 是 与 第 jA dS ARUDA. 假定 处 理 是 固定 的 (所 以 


D п = 0), 而 所 用 的 对 象 则 是 来 自作 为 对 象 的 某 一 个 较 大 的 总 体 的 一 个 随机 样本 . 于 是 , 这 些 


对 象 总 体 上 代表 随机 效应 ， 所 以 我 们 假定 Bi 的 均值 是 零 , 6; 的 方差 是 o3. 因为 项 Bi 对 同一 位 
对 象 的 所 有 a 次 测量 是 公用 的 , 所 以 yi 与 yj 之 间 的 协 方差 一 般 说 来 不 是 零 . 习惯 上 假定 yi 
与 yes 之 间 的 协 方差 对 所 有 的 处 理 和 对 象 是 常数 . 


Ж 15.21 ”一 个 单 因子 重复 测量 设计 的 数据 


处 理 5% 处 理 总 和 
1 2 加 n 
1 yu yia Vin y 
2 E 22 Уп ya. 
a Уа Уа? Van Va. 
对 象 总 和 уа уз f Yn y. 
—_— ~ ы“. 


考虑 总 平方 和 的 方差 分 解 式 的 一 种 分 析 法 , 比方 说 


Ў о-в а-в Хы = 03) (15.46) 


可 以 将 (15.46) 式 右 边 的 第 1 项 看 作 是 由 对 象 之 间 差异 所 得 的 平方 和 , 第 2 项 看 作 是 对 象 内 部 
差异 的 平方 和 , 也 就 是 说 ， 
SST = SSuspm 十 SSusum 


平方 和 SSus sg 与 55wgwiw 是 统计 独立 的 , 其 自由 度 为 
an —1- (n — 1) + n(a — 1) 
对 象 内 部 的 差异 既 依赖 于 处 理 效应 的 差异 ， 也 依赖 于 不 可 控制 的 变异 性 (噪音 或 误差 )， 因 
此 , 可 以 将 由 对 象 内 部 差异 所 得 的 平方 和 分 解 为 


pp 一 = ы. йа +0)" (15.47) 


Impe 
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(15.47) 式 右边 第 1 项 测量 了 处 理 均值 之 间 的 差异 对 S Suas 的 贡献 , 而 第 2 项 是 属于 误差 的 
残 差 偏差 . SSusma 的 两 个 分 量 是 独立 的 . 于 是 


SSusum = SSun 十 555 


其 自由 度 分 别 为 
n(a — 1) = (a — 1) (a — 1)(n — 1). 


为 检验 没有 处 理 效应 的 假设 , RD, 
Ho:n=m=.=7=0 
Hi: 至少 有 一 个 7 六 0 


SSem/(a—1) _ М8ья 


= SSs/(a-1(n-1 MSs 
如 果 模 型 误差 是 正 态 分布 的 , 则 在 零 假设 Hoir =0 F, 统计 量 Fo UA Е, a-nn 分 布 . 当 
Fo > Валон 时 拒绝 零 假设 . 

方差 分 析 法 概括 在 表 15.22 中 , 表 中 还 列 出 了 便于 计算 的 平方 和 公式 , 读者 应 该 能 认 出 , 重 
复 测量 的 单 因子 设计 的 方差 分 析 等 价 于 随机 化 完全 区 组 设计 的 分 析 , 将 对 象 看 作为 区 组 就 是 了 . 


Fo (15.48) 


表 15.22 单 因子 重复 度量 设计 的 方差 分 析 


Jo 平方 和 ETT X2 方 Fo 
(1) 对 象 之 间 六 у Ш n-1 
j=1 
GEAR È Suh- DE n(a - 1) 
(3) (处 理 ) PELIS а-1 М9 = Sa Hum 
(4) (а) 相 减 : 行 0)- 行 9) (а-1)а-1) Mse= TS 
(5) 总 和 Xxa-5 an-1 


ішігі 


15.5 НЕ 考题 


115.11 重新 考虑 思考 题 5.22 中 的 实验 ， 用 Box-Cox 法 确定 , 在 该 实验 数据 的 分 析 中 , 对 响应 进行 变换 是 
Яңа (或 有 用 )? 
715.2 在 例 6.3 P, 我 们 选择 了 对 钻头 推进 速率 响应 做 对 数 变换 , 用 Box-Cox 法 说 明 这 是 恰当 的 数据 变换 
15.3 重新 考虑 思考 题 8.24 中 的 熔炼 工序 实验 , 该 实验 用 一 个 25-3 分 式 析 因 设计 研究 烘 烤 后 粘 在 阳极 上 
的 粘贴 材料 的 重量， 对 设计 的 8 次 试验 的 每 一 次 重复 3 次 , 每 个 试验 组 合 的 重量 的 平均 值 与 极 差 作 
为 响应 变量 . 是 否 有 迹象 表明 需要 对 各 响应 变量 做 变换 ? 
15.4 思考 题 8.25 中 , 一 个 重复 分 式 析 因 设计 用 于 研究 半导体 制造 中 的 基层 的 弯曲 度 . 基层 的 弯曲 度 测量 
值 的 均值 与 标准 差 作为 响应 变量 ， 是 否 有 迹象 表明 需要 对 各 响应 变量 做 变换 ? 
155 重新 考虑 思考 题 8.26 中 的 光 刻 胶 实 验 . 把 每 个 试验 组 合 的 光 刻 胶 厚度 的 方差 作为 响应 变量 .是否 有 
迹象 表明 需要 对 各 响应 变量 做 变换 ? 
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*15.6 


15.7 


15.8 


15.9 
15.10 


15.12 
1513 


在 思考 题 8.30 描述 的 护 栅 缺 陷 的 实验 中 ， 一 种 平方 根 变 换 的 变形 被 用 于 数据 分 析 . 用 Вох-Сох 法 
确定 这 是 否 恰当 的 数据 变换 . 

在 思考 是 12.11 的 中 心 复合 设计 中 , 得 到 两 个 响应 : 氧化 物 厚度 的 均值 与 方差 . 用 Box-Cox 法 研究 
变换 对 这 两 个 响应 变量 的 用 处 . 该 问题 的 (c) 部 分 中 提出 的 对 数 变 换 是 否 恰当 ? 

在 思考 题 12.12 的 33 分 式 析 因 设计 中 , 有 一 个 响应 变量 是 标准 差 , 用 Box-Cox 法 研究 变换 对 这 两 
个 响应 变量 的 用 处 . 若 以 方差 作为 响应 变量 , 结果 是 否 不 同 ? 

思考 题 12.9 建议 用 In(s2) 作为 响应 变量 [根据 (b) 部 分 ]. Вох-Сох 法 显示 此 变换 是 否 合适 ? 
Myers, Montgomery, and Vining(2002) 描述 了 一 个 研究 精子 生存 的 实验 . 设计 因子 是 柠檬 酸 钠 的 
用 量 、 两 三 醇 的 用 量 以 及 平衡 时 间 ,每 个 因子 都 有 两 种 水 平 ， 响 应 变量 是 在 各 组 条 件 安排 下 每 50 个 
精子 中 存活 的 精子 数量 ， 数据 见 下 表 ， 


ERRA Wm 平衡 时 间 存活 数量 

- - - 34 
* - - 20 
- 十 8 
十 * 21 

- 十 30 
十 - * 20 
- * * 10 


+ + + 25 


用 logistic 回归 法 分 析 该 实验 数据 ， 

一 个 软饮料 批发 商 研究 运输 方法 的 效果 . 开发 了 3 种 手推车 , 在 公司 的 方法 工程 实验 室 进行 了 一 个 
实验 ， 感 兴趣 的 变量 是 运输 时 间 (y, 以 分 名 为 单位 )、 不 过 , 运输 时 间 也 与 运送 物体 积 (2) 有 很 强 的 
ЖЖ. 每 种 手推车 用 4 次 , 得 到 下 面 的 数据 ,分析 这 些 数据 并 得 出 合适 的 结论 ，( 取 a = 0.05) 


--------------------------------- 


手推车 类 型 
1 2 3 
y z y z y т 
27 24 25 26 40 
44 40 35 32 22 26 
33 35 46 42 53 50 
41 40 26 25 18 20 


对 于 思考 题 15.11 中 的 数据 , 计算 调整 的 处 理 均值 及 其 标准 误 . 
下 面 是 单 因 子 协 方差 分 析 的 平方 和 与 义 积 和 . 完成 分 析 并 作 合适 的 结论 . ( 取 a = 0.05) 
方差 来 源 自由 度 平方 和 与 又 积 和 
z zy y 
处 理 3 1 500 1000 650 
误差 12 6 000 1 200 550 


总 和 15 7 500 2 200 1 200 


155 € 考题 51 


15.14 ЖИ 15.5 中 调整 的 处 理 均值 的 标准 误 . 
*15.15 测试 某 种 工业 胶水 的 4 种 配方 . 胶水 用 在 粘 合 部 件 时 的 拉 伸 强度 与 所 用 厚度 有 关 . 对 各 配方 , 得 到 强 
JE (у) 的 5 个 观测 值 (以 磅 为 单位 ) 和 厚度 (x, 以 0.01 英寸 为 单位 ). 数据 列 在 下 表 . 分 析 这 些 数据 


并 得 出 合适 的 结论 . 
胶水 配方 
1 2 3 4 
У z У z y z V T 
46.5 13 48.7 12 46.3 15 44.7 16 
45.9 14 49.0 10 47.1 14 43.0 15 
49.8 12 50.1 п 48.9 п 51.0 10 
46.1 12 48.5 12 48.2 п 48.1 12 
44.3 14 45.2 14 50.3 10 48.6 1 


15.16 使 用 思考 题 15.11 的 数据 , 计算 调整 的 处 理 均值 与 它们 的 标准 误 

15.17 一 名 工程 师 正 研究 机 器 操作 时 切割 速度 对 金属 切削 率 的 效应 ,不 过 ,金属 切削 率 也 与 试 样 的 硬度 有 
XX. 每 种 切割 速度 取 5 个 观测 值 ,被 切削 的 金属 量 (у) 与 试 样 的 硬度 (с) 列 在 下 表 中 ， 用 协 方差 分 
析 法 分 析 此 数据 ，( 取 a = 0.05) 


切 制 速度 ( 转 /分 钟 ) 


1 000 1 200 1 400 

у т v T V T 

68 120 112 165 118 175 
90 140 94 140 82 132 
98 50 65 120 73 124 
FI. 125 74 125 92 141 
88 136 85 133 80 130 

—_—— 一 с іш f 


15.18 证 明 ; 在 有 单个 协 变量 的 单 因 于 协 方差 分 析 中 ,第 ASIN AERA 10001 — o) BNET A 
2 i 
We Bae = 2.) таана [MS (i^ 23] 


用 此 公式 , 计算 例 15.5 中 机 器 1 的 调整 的 处 理 均值 的 95% 置 信 区 间 . 
15.19 证 明 : 在 有 单个 协 变量 的 单 因子 协 方差 分 析 中 ,任意 两 个 调整 的 处 理 均值 的 差 是 


> mj” 


Sanno -weng = [mse (2 +! 
15.20 试 讨论 如 何 将 方差 分 析 中 的 抽检 特性 曲线 用 于 协 方差 分 析 . 


L Ris 

II. t 分 布 的 百 分 位 数 

Ш. x? 分 布 的 百 分 位 数 

IV. F 分 布 的 百 分 位 数 

V. 固定 效应 模型 方差 分 析 的 抽检 特性 曲线 

VI. 随机 效应 模型 方差 分 析 的 抽检 特性 曲线 

VIL. 学 生化 极 差 统计 量 的 百 分 位 数 

УШ, 带 有 控制 的 比较 处 理 的 Dunnett 检验 的 临界 什 
IX. 正 交 多 项 式 的 系数 

X. 28-р 分 式 析 因 设计 的 别名 关系 (k < 15,n < 64) 


附 录 513 


L 累积 标准 正 态 分 布 了 


” Leth 

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 z 
0.0 0.500 00 0.503 99 0.507 98 0.511 97 0.515 95 0.0 
01 0.539 83 0.543 79 0.547 76 0.551 72 0.555 67 04 
02 0.579 26 0.583 17 0.587 06 0.590 95 0.594 83 0.2 
0.3 0.617 91 0.621 72 0.625 51 0.620 30 0.633 07 03 
0.4 0.655 42 0.659 10 0.662 76 0.666 40 0.670 03 0.4 
05 0.691 46 0.694 97 0.698 47 0.701 94 0.705 40 0.5 
0.6 0.725 75 0.729 07 0.732 37 0.735 65 0.738 91 0.6 
0.7 0.758 03 0.761 15 0.764 24 0.767 30 0.770 35 ол 
0.8 0.788 14 0.791 03 0.793 89 0.796 73 0.799 54 0.8 
0.9 0.815 94 0.818 59 0.821 21 0.823 81 0.826 39 0.9 
10 0.841 34 0.843 75 0,846 31 0.848 49 0.850 83 10 
" 0.864 33 0.866 50 0.868 64 0.870 76 0.872 85 11 
12 0.884 93 0.886 86 0.888 77 0.890 65 0.802 51 12 
13 0.903 20 0.904 90 0.906 58 0.908 24 0.909 88 13 
14 0.919 24 0.920 73 0.922 19 0.923 64 0.925 06 l4 
15 0.933 19 0.934 48 0.935 74 6 99 0.938 22 15 
1.6 0.945 20 0.946 30 0.948 45 0.949 50 16 
17 0.955 43 0.956 37 0.958 18 . 17 
18 0.964 07 0.964 85 0.906 37 0.967 11 18 
19 0.971 28 0.971 93 0.973 20 0.973 81 19 
2.0 0.977 25 0.977 78 0.978 82 0.979 32 20 
24 0.982 14 0.982 57 0.983 41 0.938 82 21 
22 0.986 10 0.986 45 0.986 79 0.987 13 0.987 45 22 
23 0.989 56 0.989 83 0.990 10 0.990 36 23 
24 .992 02 0.992 24 0.992 45 0.992 66 24 
2.5 0.993 96 0.994 13 0.994 30 0.994 46 2.5 
2.6 0.995 47 0.995 60 0.995 73 0.995 85 26 
27 0.996 53 0.996 64 0.996 74 0.996 83 0.996 93 27 
28 0.997 44 0.997 52 0.997 60 0.997 67 0.907 74 2.8 
29 0.998 13 0.998 19 0.998 25 0.998 31 0.998 36 29 
3.0 0.998 65 0.998 69 0.998 74 0.998 78 0.998 82 3.0 
34 0.999 03 0.999 06 0.999 10 0.999 13 0.999 16 34 
32 0.999 31 0.999 34 0.999 36 0.999 38 0.990 40 3.2 
3.3 0.999 52 0.999 53 999 55 0.999 57 0.999 58 

за 0.999 66 0.999 68 0.999 69 0.999 70 0.999 71 

3.5 0.999 77 0.999 78 0.999 78 0.999 79 0.999 80 

3.6 0.999 84 0.999 &5 0.999 85 0.999 86 0.999 86 

3.7 0.999 89 0.999 90 0.999 90 0.999 91 

3.8 0.999 93 0.999 93 0.999 94 0.999 94 

39 0.999 95 0.999 96 0.999 96 0.999 96 


CD ЖИА, 摘自 W. W. Hines and D. C. Montgomery, Probability and Statistics in Engineering 
and Management Science, 3rd edition, Wiley, New York, 1990. 
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(£) 
z 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 z 
0.0 0.519 94 0.523 92 0.527 90 0.531 88 0.535 86 0.0 
0.1 0.559 62 0.563 56 0.567 49 0.571 42 0.575 34 0.1 
0.2 0.598 71 0.602 57 0.606 42 0.610 26 0.614 09 0.2 
0.3 0.636 83 0.640 58 0.644 31 0.648 03 0.651 73 0.3 
0.4 0.673 64 0.677 24 0.680 82 0.684 38 0.687 93 0.4 
0.5 0.708 84 0.712 26 0.715 66 0.719 04 0.722 40 0.5 
0.6 0.742 15 0.745 37 0.748 57 0.751 75 0.754 90 0.6 
0.7 0.773 37 0.776 37 0.779 35 0.782 30 0.785 23 0.7 
0.8 0.802 34 0.805 10 0.807 85 0.810 57 0.813 27 0.8 
0.9 0.828 94 0.831 47 0.833 97 0.836 46 0.838 91 0.9 
1.0 0.853 14 0.855 43 0.857 69 0.859 93 0.862 14 1.0 
1.1 0.874 93 0.876 97 0.879 00 0.881 00 0.882 97 Ll 
1.2 0.894 35 0.896 16 0.897 96 0.899 73 0.901 47 12 
13 0.911 49 0.913 08 0.914 65 0.916 21 0.917 73 13 
14 0.926 47 0.927 85 0.929 22 0.930 56 0.931 89 14 
15 0.939 43 0.904 62 0.941 79 0.942 95 0.944 08 1.5 
1.6 0.950 53 0.951 54 0.952 54 0.953 52 0.954 48 16 
17 0.959 94 0.960 80 0.961 64 0.962 46 0.963 27 17 
1.8 0.967 84 0.968 56 0.969 26 0.969 95 0.970 62 1.8 
19 0.974 41 0.975 00 0.975 58 0.976 15 0.976 70 19 
2.0 0.979 82 0.980 30 0.980 77 0.981 24 0.981 69 2.0 
21 0.984 22 0.984 61 0.985 00 0.985 37 0.985 74 24 
22 0.987 78 0.988 09 0.988 40 0.988 70 0.988 99 22 
23 0.990 61 0.990 86 0.991 11 0.991 34 0.991 58 23 
24 0.992 86 0.993 05 0.993 24 0.993 43 0.993 61 24 
2.5 0.994 61 0.994 77 0.994 92 0.995 06 0.995 20 2.5 
26 0.995 98 0.996 09 0.996 21 0.996 32 0.996 43 26 
27 0.997 02 0.997 11 0.997 20 0.997 28 0.997 36 27 
28 0.997 81 0.997 88 0.997 95 0.998 01 0.998 07 28 
2.9 0.998 41 0.998 46 0.998 51 0.998 56 0.998 61 2.9 
3.0 0.998 86 0.998 89 0.998 93 0.998 97 0.999 00 3.0 
3.1 0.999 18 0.999 21 0.999 24 0.999 26 0.999 29 3.1 
3.2 0.999 42 0.999 44 0.999 46 0.999 48 0.999 50 3.2 
33 0.999 60 0.999 61 0.999 62 0.999 64 0.999 65 33 
3.4 0.999 72 0.999 73 0.999 74 0.999 75 0.999 76 3.4 
3.5 0.999 81 0.999 81 0.999 82 0.999 83 0.999 83 3.5 
3.6 0.999 87 0.999 87 0.999 88 0.999 88 0.999 89 3.6 
3.7 0.999 91 0.999 92 0.999 92 0.999 92 0.999 92 3.7 
3.8 0.999 94 0.999 94 0.999 95 0.999 95 0.999 95 3.8 
3.9 0.999 96 0.999 96 0.999 96 0.999 97 0.999 97 3.9 


IL t 分 布 的 百 分 位 点 了 


SSE 0.25 0.0 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 0.0005 


0.325 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 127.32 318.31 636.62 
0.289 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.089 23.326 31.598 
0.277 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 7.453 10.213 12.924 
0.271 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.713 8.610 
0.267 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 6.869 
0.265 0.727 1.440 1.943 2447 3.143 3.707 4317 5.208 5.959 
0.263 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.019 4.785 5.408 
0.262 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041 
0.261 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781 
10 0.260 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587 
11 0.260 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437 
12 0.259 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 4.318 
13 0.259 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 4.221 
14 0.258 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.326 3.787 4.140 


[2 н 


15 0.258 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073 
16 0.258 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015 
17 0.257 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965 
18 0.257 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922 
19 0.257 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883 
20 0.257 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850 
21 0.257 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819 
22 0.256 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792 
23 0.256 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.767 
24 0.256 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745 
25 0.256 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725 
26 0.256 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707 
27 0.256 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690 
28 0.256 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674 
29 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659 
30 0.256 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646 
40 0.255 0.681 1.303 1.684 2.021 2.428 2.704 3.807 3.551 
60 0.254 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460 
120 0.254 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2617 3.160 3.373 
oo 0.253 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 
v= 自由 度 


CD 承蒙 惠 允 , 摘自 E. S. Pearson and H. О. Hartley, Biometrika Tables (от Statisticians, Vol. 1, 
3rd edition, Cambridge University Press, Cambridge, 1966. 
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ш. x? 分 布 的 百 分 位 点 了 


“| os95 0990 0975 0950 0.500 0.050 0025 0010 0.005 
v 

1 0.00+ 000+ 0.00 0.00 045 384 502 668 788 
2 0.01 002 005 010 139 599 738 921 1060 
3 007 011 022 035 237 Ты 935 1.34 1284 
4 021 030 048 От 336 949 1.14 1328 1486 
5 041 055 083 115 435 1107 1238 1509 1675 
6 0.68 087 124 164 535 1259 1445 1681 1855 
7 0.99 124 169 217 635 1407 1601 1848 2028 
8 L34 165 218 273 734 1551 1753 2009 2196 
9 113 209 270 333 834 1692 1902 21.67 23.59 
10 246 256 325 304 934 1831 2048 2321 2519 
n 260 305 — 382 457 1034 19.68 2192 2472 26.76 
12 307 357 440 503 1134 2103 2334 2622 2830 
13 3.57 411 — 501 — 589 1234 2236 2474 27.60 29.82 
14 407 466 563 657 1334 28.68 2612 2914 31.32 
15 460 523 027 726 1434 2500 2749 3058 3280 
16 5.14 — 581 691 7.06 1534 2630 2885 3200 3427 
17 570 641 756 867 1634 2759 3019 3341 3572 
18 626 701 823 9.39 1734 2887 3153 3481 3716 
19 654 763 891 1012 1834 3014 3285 3619 3858 
20 743 826 9450 1085 1994 3141 3417 3757 4000 
25 1052 11.52 1312 1461 2434 3765 4065 4431 4693 
30 1879 1495 1679 1849 2934 43.77 4698 5089 5367 
40 20.71 2216 2443 2651 3934 5576 5934 6369 66.77 
50 27.99 2971 3236 3476 49.33 6750 7142 7615 7949 
60 35.53 3748 4048 4319 59.33 7908 83.30 8838 9195 
70 4328 45.44 4876 51.74 6933 90,53 95.02 10042 104.22 
ю 5117 53.54 5715 60.39 79.33 101.88 106.63 11233 116.32 
90 5920 6175 65.06 69.13 89.33 11314 118.14 12412 128.30 
100 6733 70.06 7422 — 77.93 99.33 124.34 129.56 135.81 14017 

у- 自由 度 


O 承蒙 惠 允 , 摘自 E. S. Pearson and H. О. Hartley, Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1, 
3rd edition, Cambridge University Press, Cambridge, 1966. 
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IV. 下 分 布 的 百 分 位 点 中 
Буљаи 


120 


分 子 自由 度 (v1) 
10 


60 


40 


30 


15 20 


12 


SSERGSOSSSSSSZSSERAERSREZGERRSSSS 
eddddddddndddddaddddddddddaddddd 


SESOBRAZSSSSSESSESSSRSSRSSRAXQEOSS 


ааа аа ad add dd dd a 


KEEBEEPEREEEEEDEEREEEEEEEEEEEBEEBI 
ddsaddeddddsddddddddddddddddaddddd 


47 


ESSSZESOSISSSSZSESSSSOSSERSSEERRAHSI 


Svan 


FEEEEDEEEEEEEEEEEEEEEEPEEEERBEERBEE: 
HANNO 


99$59559929$939989 LELELEEEBEEEEEEREEI 
A N A 14 444444444Д2ДД415Д25а482 51448 


7 


БЕЗ ЕБЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕРРЕЕЕЕЕКЕЕ 


jéeddddddddddsdSddddaddd i dS 


S33888895089919 999855 SES SSOSSSSRAS 


O T Da Ea Ka D A a Ea Paa Paa Da Pa aa Pa DA DA dd dddddmdrdiüdd 


38588t$98259 59399998855 SS SEXSÓÓURSAX 


SANSA ddHA AN ASSSSSSTTVISAASSSSSRSS 


S8389Et999759099993999 9988 SEE SS SSOSEN 


Сеара араа 


БЕБЕ СЕВЕЕЕБЕВЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕ 
БОЕ Ta Ea DA pas at Da Pas Pae ЫРЫ Da Da аа 


EEE 
NN 


SSSSSERZSRZOSSUSQISSQQSSSSSSSSESNH 


euassuddüddddissdddsd34$ 5 PIS БЫ 


85358865888804%8859943999335399655 E 
Wéedadddddadddadmuddddddddddsditud 


EDELFEDDEPEENPEEEPREEDRRIT 99955595588 
NN 


43 


41 


85985%8ЕБ8885855808999989911292799859 


БАҒАСЫНАН ШАЛЫНА dA 


ET азы 
188%ЕБ5088858045995555%% 9585 
93958 EE EEEE EEEE KREE EEEE ERE EREE 


EET- TIE T 1-114 d c-r EISE ggg 
88852ЕР888885000159928899559%%941999 


RN 


85858055499892799449299988558558549 
NN 


n 


vo 


таөзсо-осо-оро оо 


Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1, 3rd edition, Cambridge University Press, 


© 承蒙 惠 允 , 摘自 E. S. Pearson and H. O. Hartley, 


v- 自由 度 


Cambridge, 1966. 
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001 ATI М1 OST PET SEI ZI 6PI SST OPT #91 191 ZLI LLI BI I s0c 06% iz] o 
GTI 907 ZET LET IVT «УТ SPI GST 091 GYT 801 ИЛ ШТ 081 061 661 ETZ SZ S22| о 
GT SET OVI WPI SVI 191 PST (ӨТ ӨТ LT PLI WT tet 481 G61 WZ 8Iz 67 6z| 09 
SET GPI ІРІ IST PFI 191 191 991 LT 921 611 ST 191 £61 002 602 Z WZ z) o 
WI OST PET 261 191 PYT 291 01 LLI (87 981 881 Е61 861 602 PZ scc 62 sz) or 
ІРІ IST 991 99ү COT SOT 891 ELT SLT EST 981 681 £61 661 902 SMZ Scc 092 681 oc 
SPI ZST 991 691 EFT 991 691 PLT GLT PFI 281 061 PT 002 902 MZ 602 092 69c| s 
GFI STT LTT 091 PYT 191 OLT SAT 081 981 LT 161 961 002 207 LTZ 062 Iez 0621 uc 
OST POT STI IST 991 S9I LT 91 181 981 881 261 961 102 802 LZ IEZ асс 162| oc 
ШІ ӘСІ 681 ЕЗІ 991 69T ШТ ШТ (81 281 681 86T 261 ZOZ 602 8:2 ctc £Z coc| c 
EST LT I9T ӨТ 191 OLT ELI SLT f9T 881 161 PEI 861 FOZ OZ 61 tec Vez toz| wc 
ШІ GST 091 991 691 ZLI WI 081 PFI 681 061 961 661 SOZ 112 122 EZ 96 TOC | e 
АСТ 091 091 191 OLI ЕТ ІІ 181 981 061 EGT 161 TOZ 90¢ ЕТС ccz sez z z|) cc 
GST 091 991 691 ал SPI 81 EI JST 261 961 861 ZOT 80% PZ tcc 960 252 9621 16 
191 POT 89T ILI WT МЛ GLI 081 681 76T 961 002 TOC 602 912 Scc SZ 670 262| 00 
EDT 191 OLI EPI ӨЛІ GLI 181 981 161 961 861 202 902 ITZ gt¢ Z oz 197 cóc 6 
891 GIT ШІ GLT SLT 181 PI 681 £61 861 002 POZ 800 ЄС 000 T 292 292 10t| gl (2 
GIT ZAT SLI 81 181 981 981 IGI 961 002 802 902 01с SZ ccc IEZ WZ 92 80% IUE 
ZLI SLT SLT IST PST 281 681 PEI 661 402 902 602 tlc SIC PZ SEZ 9Р0 202 506 9r m 
9LT GLT 081 S81 281 061 267 261 202 90% 602 ZIZ JMZ їсс 222 9% 6У2 OZ 10$ ств 
ӨІ ӘНІ ӘНІ OPI IGT PT 961 102 502 OZ ZIZ SZ GIZ WZ IEZ 662 265 tic OE) vr 
GST 88T 061 EST 961 861 102 502 OZ VIZ MZ 022 EZ SCC GEZ EZ 900 005 WE ВЯ 
OST ST 901 661 102% POZ 902 OZ SZ 61с 102 Vet SCC Z 6602 SPZ 192 182 өте) cl 
161 002 gog 50% 80% OTZ ZIZ 272 122 SZ 222 062 WEZ бс РЕ Vez 990 өвс gel m 
900 800 112 SIZ MZ SUC 002 060 %02 262 SEZ 862 IPT 9РС 56% 190 LLZ 6% ecel of 
orz BIT 122 SZ 520 SUC OEZ PWET SEZ ZZ РРС LZ IST S7 190 697 ISZ 10% 9e) 6 
602 EZ WET Z ВЕС OZ 2/2 gpe OFZ POZ 952 6907 292 292 ELZ ISZ 060 ПЕ 9Pt| 8 
7С GPZ 152 960 997 SUL бс EIZ 192 OLT 21% SLZ 81% ESZ 882 96% 20% 926 esel) 2 
Шс ус 9/0 віс 082 282 782 180 062 262 960 862 10% <0% ITE RIT 60% se sel 3 
ОТЕ IE PE 9ТЕ LE 6ГЕ IGE Vct 22% OEE ZEE PEE LEE ОРЕ СРЕ ZOE 09% BE WP) С 
ШЕ ВЕ GLE OFE CST EFE PFE 18% 06% Z6t 26% 56% 86% 107 60У ITP 6LT zt? peop| р 
ELS 914 SIS OUS LTS SUS STS OGS 405 %05 %08 505 125 809 IES PES 689 9р0 05| g 
6Р6 8Р6 186 206 976 <У6 TVG CPG IV6 606 86 186 M6 L6 606 W6 916 006 #81 z 
ЕЕЕ) 90%9 6/29 CSTO 909 00709 tL'IO ZZ'T9 11709 609 9869 vr'6s 1686 0086 ITLS 8589 GS'EG 0С6р 986E) I 
= ш о ғ ео vc 6 а а 0l 6 8 296 rt tz i 
(1) CER м 
(ж) taaforor 
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001 201 ЖТ GET ӨРІ ZST LFI 191 GLI EFT 881 PT 10% OZ 122 LEZ 092 00% aE] oo 
SGI «ЕТ ЕРІ GST Gel IFT 997 91 EFI 161 961 202 602 LTZ 600 SZ 892 10% 26%) ой 
661 LPI EST 6ST GYT OLT SLI PFI 261 661 PZ OZ 272 WT LEZ tec MAZ ME 00%) 09 
ISI 891 PYT 691 WI GLT PFT ZGT 002 802 ZIZ 8г2 Scc PEZ SVG 192 Y9c tct 80%| or 
ӨТ 891 PLT GLT PFT 68T ST 102 602 MZ 122 222 EEZ 22 ESZ 697 26% ZEL T| og 
VI OLT SLI 181 981 061 PET #02 OTZ SUC 202 822 SEZ EPZ SSZ 0LC 867 EE SIT| ez 
S91 ILI шт 81 287 161 961 %2 ZEZ GLZ We 60% 960 WZ 950 122 56% vet P| 80 
191 ELT 6Ll PFT 881 961 261 902 ETZ OZ Z IEZ 262 рс 190 ELZ 9% WE P| z 
691 SLT 081 981 061 GGT 661 102 ST ZZZ LZ ZEZ 662 LPZ 690 PLZ 86% LEE %0%| 9c 
LT ШТ 081 181 261 961 102 602 9:2 PZ SCC PEZ 0ғ% 6У2 092 MAZ 66% бЕЕ P| Gc 
ELI GLI PBT 681 061 861 EOZ IZ 872 T 062 Z ZZ 166 090 8,0 70% Ort ocv| vc 
9/1 181 98T 161 961 102 SOZ EIZ 022 22 ZEZ 16% PZ $90 PIZ 082 LOL СРЕ WP| gc 
ШІ 081 681 PEI 86T EOZ 102 SZ SCC OZ PMEZ OZ 9У2 SSZ 992 080 WE We Otv| cc 
IST 281 061 961 102 SOZ OZ 872 Z ZEZ ІЕС 292 6vc 196 890 VEG 10% 48 Zev| wz 
МІ 061 961 661 POZ 802 ZIZ OZ SCC SEZ 662 SZ 16% 092 LZ 290 Ore 6% ser| oz 
881 E61 861 EOZ /02 IZ MZ %20 IEZ 860 2092 SVG PST EIZ PLZT 060 ETE 26% 885| 6r 
261 161 202 902 IZ STZ 6l¢ 222 PEZ IVZ 982 IST 89Z 990 LLZ £60 9ГЕ Е lvv| 81 (0) 
961 102 902 OFZ STZ 6Г2 ETZ 1с stc СРС 68Z cez 192 O7 182 96% OE 69€ Gvv| LMM 
102 902 112 STZ 6l¢ %22 SCC SET 292 бс PST 607 992 PLZ ST 10% FE tot cvv| sr 
1024 пе 9Г2 OZ WE 600 SZ OZ 8С vec 652 992 142 622 062 906 GTE 89% | STH 
с SIZ 1022 102 182 SEZ 6T Z ETZ 092 <92 022 920 SWZ 960 ITE PEE WE 09v| Wf 
1020 500 060 WEZ 862 T 972 ETZ 090 192 ILZ 122 E87 262 %0% BTE IWE 18% 19| eT% 
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11 1.80 243 2.31 2.44 2.53 2.60 2.67 2.72 2.77 
12 1.78 211 2.29 2.41 2.50 2.58 2.64 2.69 2.74 
13 2:47. 2.09 227 2.39 2.48 2.55 2.61 2.66 2.71 
14 1.76 2.08 2.25 2.37 2.46 2.53 2.59 2.64 2.69 
15 1.75 207 224 236 244 2.51 257 262 2.67 
16 1.75 2.06 2.23 2.34 2.43 2.50 2.56 2.61 2.65 
17 1.74 2.05 2.22 2.33 2.42 2.49 2.54 2.59 2.64 
18 1.73 2.04 2.21 2.32 2.41 2.48 2.53 2.58 2.62 
19 1.73 2.03 2.20 2.31 2.40 2.47 2.52 2.57 2.61 
20 1.72 2.03 2.19 2.30 2.39 2.46 2.51 2.56 2.60 
24 1.71 2.01 2.17 2.28 2.36 2.43 2.48 2.53 2.57 
30 1.70 1.99 2.15 2.25 2.33 2.40 2.45 2.50 2.54 
40 1.68 1.97 2.13 2.23 2.31 2.37 2.42 2.47 2.51 
60 1.67 1.95 210 2.21 2.28 2.35 2.39 2.44 2.48 
120 1.66 1.93 2.08 218 2.26 2.32 2.37 2.41 2.45 
oo 1.64 1.92 2.06 2.16 2.23 2.29 2.34 2.38 2.42 

do. (a — 1, f) 
单 侧 比 较 
4 一 1= 处 理 均值 数 (不 含 控制 ) 

/ 1 2 3 4 5 6 T 8 9 
5 3.37 3.90 4.21 4.43 4.60 4.73 4.85 4.94 5.03 
6 3.14 3.61 3.88 4.07 4.21 4.33 4.43 4.51 4.59 
7 3.00 3.42 3.66 3.83 3.96 4.07 4.15 4.23 4.30 
8 2.90 3.29 3.51 3.67 3.79 3.88 3.96 4.03 4.09 
9 2.82 3.19 3.40 3.55 3.66 3.75 3.82 3.89 3.94 
10 2.76 3.111 3.31 3.45 3.56 3.64 3.71 3.78 3.83 
11 2.72 3.06 3.25 3.38 3.48 3.56 3.63 3.69 3.74 
12 2.68 3.01 3.19 3.32 3.42 3.50 3.56 3.62 3.67 
13 2.65 2.97 3.15 3.27 3.37 3.44 3.51 3.56 3.61 
14 2.62 2.94 3.11 3.23 3.32 3.40 3.46 3.51 3.56 
15 2.60 2.91 3.08 3.20 3.29 3.36 3.42 3.47 3.52 
16 2.58 2.88 3.05 3.17 3.26 3.33 3.39 3.44 3.48 
37. 2.57 2.86 3.03 3.14 3.23 3.30 3.36 3.41 3.45 
18 2.55 2.84 3.01 3.12 3.21 3.27 3.33 3.38 3.42 
19 2.54 2.83 2.99 3.10 3.18 3.25 3.31 3.36 3.40 
20 2.53 2.81 2.97 3.08 3.17 3.23 3.29 3.34 3.38 
24 2.49 2.77 2.92 3.03 3.11 3.17 3.22 3.27 3.31 
30 2.46 2.72 2.87 2.97 3.05 3.11 3.16 3.21 3.24 
40 2.42 2.68 2.82 2.92 2.99 3.05 3.10 3.14 3.18 
60 2.39 2.64 2.78 2.87 2.94 3.00 3.04 3.08 3.12 
120 2.36 2.60 2.73 2.82 2.89 2.94 2.99 3.03 3.06 
оо 2.33 2.56 2.68 2.77 2.84 2.89 2.93 2.97 3.00 
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X. 25-9 分 式 析 因 设计 的 别名 关系 (R15, n 64) 


3 个 因子 的 设计 


(a) 23-1 分 式 析 因 设计 


设计 生成 元 
с B 
ЖАХЖ:І- АВС 
别名 
A-BC 
В-АС 
С-АВ 


分 辨 度 III 


4 个 因子 的 设计 


(b) 24-1 分 式 


设计 生成 元 
D= ABC 
定义 关系 : I = ABCD 


分 辨 度 IV 


(c) 25-2 分 式 析 因 设计 


5 个 因子 的 设计 


设计 生成 元 
D=AB E=AC 
定义 关系 :了 = ABD = АСЕ = BCDE 


BC = DE = ACD = ABE 
CD = BE = ABC = ADE 


分 辨 度 III 


(9) 2571 分 式 析 因 设计 


每 一 个 主 效应 都 与 一 个 四 因子 交互 作用 别名 
AB=CDE BD=ACE 
AC=BDE BE=ACD 
AD=BCE CD= АВЕ 
AE-BCD CE=ABD 
BC=ADE DE=ABC 

8 个 区 组 中 的 24: АВ = CDE 


分 辨 度 V 
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( 续 ) 
6 个 因子 的 设计 
(е) 26-3 分 式 析 因 设计 分 辨 度 Ш 
设计 生成 元 
D-AB E=AC F-BC 
定义 关系 :了 = ABD = ACE = BCDE = BCF = ACDF 
= ABEF = DEF 
别名 
A-BD-CE-CDF-BEF | E-AC-DF-BCD-ABF 
B-AD-CF-ODE-AEF | F-BC-DE-ACD-ABE 
CD-BE-AF-ABC 
C-AE-BF-BDE-ADF LADESBDESOEE 
D-AB-EP-BCE-ACF 
(f) 26-2 分 式 析 因 设计 分 辨 度 TV 
设计 生成 元 
E-ABC F-BCD 
定义 关系 : 1 = ABCE = BCDF = ADEF 
别名 
А = ВСЕ = DEF АВ = СЕ 
В = АСЕ = CDF АС = ВЕ 
C = АВЕ = BDF Ар= ЕР 
D = ВСЕ = AEF AE = BC =DF 
E = ABC = ADF АЕ =DE 
F = BCD = ADE BD-CF 
ABD-CDE-ACF-BEF ВР-Ср 
ACD = BDE = ABF = CEF 
8 个 区 组 中 的 2 4: ABD = CDE = ACF = BEF 
(g) 20! 分 式 析 因 设 计 分 辨 度 VI 
` 生成 元 
F = ABCDE 
定义 关系 : T = ABCDEF 
别名 


每 个 主 效应 都 与 一 个 五 因子 交互 作用 别名 
每 个 二 因子 交互 作用 都 与 一 个 四 因子 交互 作用 别名 

ABC-DEF АСЕ = Врғ 

АВр = СЕР АСР = ВрЕ 

АВЕ = СОР АРЕ = BCF 

АВЕ = СЮЕ АРЕ = ВСЕ 

АСЮ = ВЕР АЕЕ = ВСЮ 

16 个 区 组 中 的 2 个 : АВС = DEFR 8 个 区 组 中 的 4 个 : AB = CDEF 

ACD = BEF 
AEF = BCD 


( 续 ) 
7 个 因子 的 设计 
(h) 27-4 分 式 析 因 设计 分 辨 度 Ш 
设计 生成 元 
D=AB Е-АС F-BC G=ABC 
定义 关系 :了 = ABD = ACE = BCDE = ВСЕ 
= ACDF = ABEF = DEF = ABCG 
CDG = BEG = ADEG = AFG 
= BDFG = CEFG = ABCDEFG 
别名 
A=BD=CE=FG  E-AC-DF-BG 
F = BC = DE = AG 
G=CD = BE = AF 
() 27-3 分 式 析 因 设计 AW IV 


E-ABC F-BCD G-ACD 
定义 关系 ; I-ABCE-BCDF-ADEF-ACDG-BDEG-ABFG-CEFG 
别名 
A-BCE-DEF-CDG-BFG AB-CE-FG E-ABC-ADF-BDG-CFG AF=DE=BG 
ACE-CDF-DEG-AFG АС BG-CEG AG-CD-BF 
C-ABE-BDF-ADG-EFG A. F-CG G-ACD-BDE-ABF-CEF BD-CF—-EG 
D-BCF-AEF-ACG-BEG AE: DF 
ABD-CD. —BEF-BCG-AEG-DFG 
8 个 区 组 中 的 2 1: ABD-CDE-ACF-BEF-BCG-AEG-DFG. 


(0) 27-2 分 式 析 因 设计 分 辨 度 Iv 


ABDE 
BDEG = СЕЕС 


A= =CDF=DEG BC= ADF СЕ = ЕС 
B Вр = АСЕ = AEG CF 
с AD = ВСЕ = ВЕС ВЕ = ADG CG = EF 
р А. врс ВЕ = ACD DE = АВС 
Е А. BCD ВС = ADE DF = ABC 
F AG = BDE Ср = ABF DG = ABE 
G=CEF 

16 个 区 组 中 的 2 4: ACE = AFG 8 个 区 组 中 的 4 4: ACE = АЕС 

BC. BFG 
AB =CDF = DEG 

(k) 277! 分 式 析 因 设计 分 辨 度 VII- 


1} 
每 一 个 主 效应 都 与 一 
每 一 个 二 因子 交互 作用 都 与 一 个 五 因子 交互 作用 别名 
每 一 个 三 因子 交互 作用 都 与 一 个 四 因子 交互 作用 别名 
32 个 区 组 中 的 2 个 : АВС 16 个 区 组 中 的 4 个 : АВС 
CEF 
CDG 


536 Hr * 
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8 个 因子 的 设计 


O 2854 分 式 析 因 设计 JR IV 
设计 生成 元 
E-BCD Е= АСЮ С-АВС H-ABD 
定义 关系 :了 = BCDE = ACDF = ABEF = ABCG = ADEG = BDFG 
= СЕЕС = ABDH = АСЕН = BCFH = DEFH 
= СОСН = BEGH = AFGH = ABCDEFGH 
别名 

A=CDF= BEF = ВСС = DEG = BDH = CEH = ЕСН AB = EF = CG = DH 
В = СРЕ = AEF = ACG = DFG = ADH = CFH = ЕСН АС = DF = ВС = ЕН 
С = ВРЕ = АРЕ = АВС = EFG = АЕН = ВЕН = DGH Ар = СЕ = ЕС = ВН 
D = ВСЕ = ACF = АЕС = ВЕС = АВН = ЕЕН = ССН АЕ = ВЕ = DG= СН 
Е = ВСР” = АВЕ = ADG = СЕС = ACH = DFH = ВСН АР = СЮ = ВЕ = СН 
F = ACD = АВЕ = BDG = СЕС = ВОН = DEH = AGH АС = ВС = рЕ = ЕН 
С = АВС = ADE = BDF = СЕЕ = CDH = ВЕН = АЕН АН = Вр = СЕ = ЕС 
Н = ABD = АСЕ = ВСЕ = DEF = CDG = ВЕС = АЕС 

8 个 区 组 中 的 2 个 : АВ = EF = СС = DH 


(m) 25-3 分 式 析 因 设计 分 辨 度 IV 
Р= АВС G-ABD Н = BCDE 
定义 关系 :了 = АВСР = ABDG = CDFG = BCDEH ~ ADEFH = АСЕСН = BEFGH 
别名 
A-BCF-BDG AE-DFH-CGH DE-BCH = АЕН 
B-ACF-ADG AF-BC-DEH DH = BCE = AEF 
C=ABF=DFG АС = Вр ~ СЕН EF = ADH = ВСН 
р= АВС = СЕС АН = ОЕЕ = СЕС ЕС̧ = АСН ~ ВЕН 
Е = ВЕ = CD 有 = ЕСН ЕН = BCD = ADF = АСС = ВЕС 
Е = АВС = СОС ВН = СрЕ = ЕЕС FH = АрЕ = ВЕС 
С= АВр = СЮЕ Ср = ЕС̧ = ВЕН СН = АСЕ = ВЕЕ 
H= СЕ = BDH = AGH АВЕ = СЕЕ = DEG 
AB=CF=DG CG = DF = AEH ABH = СЕН = DGH 
АС = ВЕ = ЕСН CH-BDE-AEG ACD = BDF = BCG = АЕС 
AD = ВС = ЕЕН 
16 个 区 组 中 的 2 个 : ABE-CEF- DEG 8 个 区 组 中 的 4 个 : ABE-CEF— DEG 
ABH-CFH-DGH 
EH-BCD-ADF-ACG-BFG 
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[23] 
8 个 因子 的 设计 ( 续 ) 
(n) 2872 分 式 析 因 设计 АЙЖ у 
设计 生成 元 
G-ABCD H-ABEF 
定义 关系 : I = ABCDG = ABEFH = CDEFGH 
别名 
AB-CDG-EFH BG= ACD ВЕС- 
ВН = AEF BGH = 
CD = ABG 
CE 
CF= 
cG 
CH CEG = РЕН 
DE = СЕН = РЕС 
DF CFG = DEH 
DG = CFH = DEG 
DH ВЕС = ССН = DEF 
32 个 区 组 中 的 2 个 : CDE = ЕСН 16 个 区 组 中 的 4 个 ， CDE - РСН 
ACF 
BDH 
9 个 因子 的 设计 
(o) 29-5 分 式 析 因 设 计 分 辨 度 Ш 
设计 生成 元 


Е-АВС F=BCD G=ACD H=ABD Ј = АВСр 
定义 关系 :了 = ABCE = BCDF = ADEF DEG = АВЕС = CEFG = ABDH 
-СРЕН = АСЕН = BEFH = ВССН = AEGH = DFGH = ABCDEFGH 
—ABCDJ = DEJ = AFJ = BCEFJ = BGJ = ACEGJ = CDFGJ 
=ABDEFGJ = CHJ = ABEHJ = BDFHJ = BCDEFHJ 
=ADGHJ = BCDEFGHJ = ABCFGHJ = EFGHJ 
别名 


FG-DH 
AC-BE-DG-FH 


8 个 区 组 中 的 2 


: AB =CE = FG = DH 


(%) 


9 个 因子 的 设计 ( 续 ) 


(р) 29-4 分 式 析 因 设计 分 辨 度 IV 
设计 生成 元 
F-BCDE G=4CDP Н = АВрЕ J= АВСЕ 
定义 关系 :了 = BCDEF = ACDEG = АВЕС = АВРЕН = АСЕН = ВССН 
= РЕЕСН = АВСЕЈ = ADFJ = BDGJ = CEFGJ = CDHJ 
= ВЕЕНЈ = АЕСНЈ = ABCDFGHJ 


别名 
A-BFG-CFH-DFJ | AD-CEG-BE. J 


BJ-ACE-DG-EFH 


DH-BCJ-GHJ CD-BEF-AEG-HJ 
CE-BDF-ADG-ABJ-FGJ 
CJ-ABE-EFG-DH 
DE-BCF-ACG-ABH-FGH 
EF-BCD-DGH-CGJ-BHJ 


BC-DEF-GH-AEJ 
H-ACF-BCG-CDJ  BD-CEF-AEH-GJ 


J-ADF-BDG-CDH  BE-CDF-AD СЈ=ЕНЈ  EJ-ABC-CFG-BFH-AGH 
A. G-DE. BH-ADE-CG-EFJ AEF-BEG-CEH-DEJ 
AC-DEG-F. EJ 
16 个 区 组 中 的 2 个 : AEP-BEG-CEH-DEJ 8 ^H A AER BEG=CEH=DEJ 
AB=FG=DEH=CEJ 
CD-BEF-AEG-HJ 
(9) 2275 分 式 析 因 设计 分 辨 度 IV 


G=ABCD H-ACEF 
定义 关系 : I- ABCDG- ACEFH - BDEFGH 
别名 


J-ABEFGJ—-ADHJ-BCGHJ 


CJ = DEF = BGH 
AFJ = BEG = DFH 
AGH = DGJ 

AGJ = BEF = DGH 


ABJ = EFG = BDH 
ACJ = CDH 
ADE = EHJ 
ADF = FHJ 
AEG = BFJ 
AEJ = BFG = DEH 


GH = BCJ AFG = BEJ 
32 个 区 组 中 的 2 个 : СЕС 16 个 区 组 中 的 4 个 : 


AGJ = BEF = DGH 
ADE =EHJ 


( 续 ) 
10 个 因子 的 设计 
(r) 21976 分 式 析 因 设计 分 辨 度 III 
设计 生成 元 
Е-АВС F=BCD G=ACD H=ABD J=ABCD К= АВ 
BDEG = АВЕС = СЕЕС = ABDH 


ВЕЕН = ВССН = АЕСН = DFGH = ABCDEFGH 

= АВСрЈ = DEJ = AFJ = ВСЕЕЈ = ВСЈ = АСЕСЈ = CDFGI 
ABDEFGJ = СНЈ = АВЕНЈ = BDFHJ = ACDEFHJ = ADGHJ 
BCDEGHJ = АВСЕСНЈ = ЕЕСНЈ = АВК = СЕК = ACDFK 

BDEFK = ВСРСК = ADEGK = ЕСК = АВСЕЕСК = DHK 

= АВСРЕНК = ВСЕНК = AEFHK = АССНК = ВЕСНК = ABDFGHK 
CDEFGHK = CDJK = ABDEJK = ВЕЈК = АСЕЕЈК = АСЈК 
BCEGJK = ABCDFGJK = DEFGJK = ABCHJK = ЕНЈК = ADFHJK 
= ВСРЕЕНЈК = BDGHJK = ACDEGHJK = СЕСНЈК = ABEFGHJK 


别名 
J= DE = АЕ = ВС = СН 
К = АВ = С. FG-DH 
AC = BE = DG = FH 
AD = EF = CG = BH 
АЕ = ВС = РЕ = СН 


АС = Ср = ВЕ 
АН = Вр = СЕ = ЕС 
Н = СЈ= рк 
8 个 区 组 中 的 2 个 : АС = Ср = ВЕ = ЕН = ЈК 
(s) 210—5 分 式 析 因 设计 分 辨 度 ТУ 


设计 生成 元 
Е = АВСЮ G-ABCE Н = АВрЕ J=ACDE К = BCDE 

定义 关系 ; 工 BCDF = ABCEG = DEFG = ABD. CEFH - CDGH = ABFGH 
CDEJ = BEFJ = BDGJ = АСЕСЈ = BCHJ = ADFHJ = AEGHJ 
CDEFGHJ = BCDEK = AEFK = ADGK = BCFGK = ACHK 
РЕНК = BEGHK = ACDEFGHK = ABJK = CDFJK -СЕСУК 
—-ABDEFGJK = BEHJK = ABCEFHJK = ABCDGHJK = FGHJK 
别名 

AH = BDE = BFG = DFJ 


EGJ= CK 


AJ DFH = EGH = BK 
AK = EF = DG = СН = ВЈ 
BC = ADF = AEG = HJ = DEK = FGK 
BD = ACF = АЕН = GJ FHK 
BE = ACG = ADH = FJ GHK 
BF = ACD = AGH = EJ DHK 
BG = ACE = AFH = DJ EHK 
BH = ADE = AFG = CJ EGK 
FJK 
ЈК СЕ = АВС = ЕН = ADJ GJK 
AC — BDF — ВЕС CF = ABD = EH = AGJ = BGK = DJK 
AD = BCF = BEH CG = ABE = BH = AFJ = BFK = EJK 
A. ВСС = BDH DE = FG = ABH = ACJ = BCK = HJK 


BCD = BGH 
AC = BCE = BFH 
16 个 区 组 中 的 2 个 : AK = EF = DG = СН = BJ 


DF = АВС = EG = AHJ = BHK = CJK 


AB =CDF = CEG = DEH = FGH = JK 
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(%) 
10 个 因子 的 设计 (Ж) 
(t) 29-4 分 式 析 因 设 计 i ТУ 
设计 生成 元 


G=BCDF H=ACDF J BDE К-АВСЕ 
定义 关系 :了 = BCDFG = ACDFH = ABGH = ABDEJ = ACEFGJ = BCEFHJ 
=DEGHJ = ABCEK = ADEFGK = BDEFHK = CEGHK 
=CDJK = BFGJK = AFHJK = ABCDGHJK 


别名 
A-BGH AD-CFH-BEJ BK = ACE = FGJ 
B= AGH AE = BDJ = BCK CD = BFG = AFH = ЈК 
С= рік АЕ = СРН = НЈК СЕ = АВК = СНК 
D-CJK AG = BH CF = BDG = ADH 
E= АН =CDF = BG = FJK CG = BDF = EHK 
P= АЈ = BDE = ЕНК СН = ADF = ЕСК 
С = АВН АК = ВСЕ = FHJ СЈ= рк 
Н = АВС ВС = DFG = АЕК СК = АВЕ = ЕСН = DJ 
J-CDK Вр = СЕС = ABJ DE = ABJ = GHJ 
К-сру ВЕ = ADJ = ACK DF = BCG = ACH 
АВ = СН = DEJ = СЕК ВЕ = CDG = ЈК DG = ВСЕ = ЕНЈ 
АС = DFH = BEX ВЈ = ADE = FGK DH = АСЕ = EGJ 
EF = GJ = DEH = ВЕК АЕС = ВЕН = СЕЈ = DFK 
ЕС = DHJ = СНК СК = СЕН ~ BFJ АЕН = ВЕС 
ЕН = DGJ = ССК НЈ = DEG = АЕК АЕС = ВЕН = СЕЈ = DEK 
ЕЈ = ABD = РСН НК = СЕС = АҒУ АСЈ = СЕР = ВНЈ 
ЕК = АВС = ССН АВЕ = РСН АСК = DEF = ВНК 
ЕС = BCD = BJK АСС = ВСН = EFJ BCJ = ЕЕН = BDK 
FH = АСЮ = АЈК АСЈ = ЕЕС = Арк ВЕЕ = СНЈ = РНК 
РЈ = ВСК = АНК ADG = BDH = EFK CDE = EJK 
FK = BGJ = AHJ AEF = CGJ = DGK CFK = DFJ 


32 个 区 组 中 的 2 М: AGJ = CEF = BHJ 16 个 区 组 中 的 4 个 : AGJ = СЕЕ = BHJ 
AGK = DEF = BHK 
CD =BFG = AFH = ЈК 


11 个 因子 的 设计 


(u) 23177 分 式 析 因 设计 Я Ш 
生成 元 

Е-АВС F-BCD G-ACD H-ABD J=ABCD К-АВ L-AC 
XXR:I-ABCE-BCDF- ADEF= ACDG= BDEG= ABFG= CEFG=ABDH 
DEH = ACFH = BEFH = BCGH = AEGH = DFGH = ABCDEFGH 
=ABCDJ = DEJ = AFJ = BCEFJ = BGJ = ACEGJ = CDFGJ 


—ABDEFGJ = CHJ = ABEHJ = BDFHJ = ACDEFHJ = ADGHJ 
—BCDEGHJ = АВСЕСНЈ = EFGHJ = АВК = CEK = ACDFK 
=BDEFK = BCDGK = ADEGK = FGK = ABCEFGK = DHK 
=ABCDEHK = BCFHK = AEFHK = ACGHK = BEGHK 
=ABDFGHK = CDEFGHK = CDJK = ABDEJK = ВЕЈК = ACEFJK 
=AGJK = BCEGJK = ABCDFGJK = DEFGJK = ABCHJK = EHJK 
=ADFHJK = BCDEFHJK = BDGHJK = ACDEGHJK = CFGHJK 
=ABEFGHJK = ACL = BEL = ABDFL = CDEFL = DGL = ABCDEGL 
= ВСЕСІ = AEFGL = BCDHL = ADEHL = ЕНІ = ABCEFHL 
=ABGHL = CEGHL = ACDFGHL = BDEFGHL = BDJL = ACDEJL 
= СЕЈІ = ABEFJL = ABCGJL = EGJL = ADFGJL = BCDEFGJL 
=AHJL = ВСЕНЈІ = ABCDFHJL = DEFHJL = CDGHJL 
=ABDEGHJL = BFGHJL = ACEFGHJL = BCKL = AEKL = DFKL 
=ABCDEFKL = ABDGKL = CDEGKL = ACFGKL = BEFGKL 
=ACDHKL = BDEHKL = ABFHKL = CEFHKL- GHKL 
=ABCEGHKL = BCDFGHKL = ADEFGHKL = ADJKL = BCDEJKL 
= АВСЕЈКІ = EFJKL= ССЈКІ = ABEGJKL = BDFGJKL 
= АСРЕЕСЈКІ = BHJKL = ACEHJKL = СОЕНЈКІ = ABDEFHJKL 
-ABCDGHJKL = DEGHJKL = AFGHJKL = BCEFGHJKL 
别名 

A-FJ-BK-CL J=DE=AF=BG=CH 

B-GJ-AK-EL K=AB=CE=FG=DH 

с НЈ = ЕК =AL 

р= ЕЈ = НК = СІ 

Е= рЈ = СК = ВІ 

Е = АЈ= СК = Ні АС̧ = Ср = ВЕ = ЕН = ЈК 

G-BJ-FK-DL АН = Вр = СЕ = ЕС = ЛІ, 

Н=СЈ= ЮК = ЕІ 

8 个 区 组 中 的 2 个 : АЕ = ВС = ре = СН = KL 


11 个 因子 的 设计 (Bi) 


(v) 211-6 分 式 析 因 设计 分 辨 度 Iv 
设计 生成 元 
F=ABC G=BCD H=CDE J=ACD K=ADE L=BDE 

定义 关系 :T=ABCF=BCDG=ADFG=CDEH=ABDEFH=BEGH=ACEFGH 
=ACDJ=BDFJ=ABGJ=CFGJ=AEHJ=BCEFHJ=ABCDEGHJ 
=DEFGHJ=ADEK =BCDEFK = АВСЕСК =EFGK=ACHK 
-BFHK-ABDGHK-CDFGHK-CEJK-ABEFJK-BDEGJK 
—ACDEFGJK = ОНЈК = ABCDFHJK = ВССНЈК -AFGHJK 
-BDEL-ACDEFL-CEGL-ABEFGL-BCHL-AFHL-DGHL 
—-ABCDFGHL-ABCEJL-EFJL-ADEGJL-BCDEFGJL 
-ABDHJL-CDFHJL-ACGHJL-BFGHJL-ABKL-CFKL 
-ACDGKL-BDFGKL-ABCDEHKL-DEFHKL-AEGHKL 
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(%) 


JKL-ABCFGJKL 


-BCEFGHKL-BCDJKL-ADFJKL- 


=ВЕНЈКІ = АСЕЕНЈКІ = СОЕСНЈКІ= АВРЕЕСНЈКІ 
别名 


GJ LEGK- BHK- -AHL-EJL-CKL 
CBCD-ADF-BEH-ABJZCFJ-EFK-CEL- DH. 
JK-BOL-AFL-DGL 
ЕН=СЕК= РНК = ЕР. 
HJ-ABL-CFL-GJL 
mEFJ-ABK- 
L AL-FH-BK 
'G-HL AJ-CD-BG-EH  BD-CG. 


DEG-BDH-CGH-FH. 
16 个 区 组 中 的 2 个 : АВ-СР- алар eS AB 
AD 
BD 


12 个 因子 的 设计 


(w) 212-8 分 式 析 因 设计 ] 分 辨 度 III 


DJ-CK-BL-HM 


HL = BM 
DL-CM 
FL= EM 
ВС = АН 
"РЕ = СН 


= АС = ВЕ = DG = РН 
М=Ар = BF = CG = ЕН 
AE=BC=FG=DH=KL= JM 


АС-ЕР- CD-BH-JK-LM 
8 个 区 组 中 的 2 个 : AE- BC = FG = DH = KL = JM 


(&) 
13 个 因子 的 设计 
(х) 213-9 分 式 析 因 设计 分 辨 度 ш 
设计 生成 元 
Е-АВС F=ABD G=ACD H=BCD 
J=ABCD К-АВ L=AC M=AD N-BC 
C=FJ=EK=AL=GM=BN 
D=EJ=FK=GL=AM=HN 
E=DJ=CK=BL=HM=AN 
N=BC=AE=FG=DH=KL=JM 
AF=BD=EG=CH=JL=KM 
AG-EF-CD-BH-JK-LM 
8 个 区 组 中 的 24: AF = Вр = ЕС = CH = JL2 KM. 
14 个 因子 的 设计 
(y) 2/5710 分 式 析 因 设计 DT ET 
设计 生成 元 


E-ABC F-ABD G=ACD Н-ВСр J= ABCD 
К-АВ = АС M-AD М-ВС O- BD 
别名 


A-HJ-BK- M = EN = FO 
B=GJ = AK = EL = FM = 0N = DO 
C-FJ-EK = AL = СМ = BN = HO 
D = ЕЈ = РК =GL = AM = HN = BO 
E=DJ=CK =BL= HM = AN = СО 
F =CJ = DK = HL = BM = GN = AO 
HK = DL = СМ = РМ = ЕО 
H = АЈ = СК = РІ = ЕМ = DN = СО 
Ј= рЕ= СЕ = ВС = АН LO 
K = AB = СЕ = DF =GH = LN = MO 
L= АС = ВЕ = DG = FH = KN = JO 
M = Ар = ВЕ =CG = ЕН = JN = КО 
М = ВС = АЕ = ЕС = РН = KL=JM 
O= Вр = AF = ЕС = СН = Ј = КМ 
АС = EF = Ср = ВН = ЈК = LM = NO 
8 个 区 组 中 的 2 4: АС = EF = Ср = ВН = ЈК = LM = NO 
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(%) 
15 个 因子 的 设计 
(2) 215-1 分 式 析 因 设计 ЭНЕ Ш 
设计 生成 元 


E-ABC F—-ABD G-ACD H-BCD J-ABCD 
К-АВ L-AC M-AD М-ВС O-BD P-CD 
别名 
A=HJ=BK=CL= DM = EN = F0 =GP 
B =GJ = AK = EL = FM = CN = DO = HP 
С= ЕЈ = ЕК = AL = СМ = ВМ = НО= DP 
D = ЕЈ = ЕК = СІ = АМ = HN = ВО = CP 
Е = рЈ= СК Ы = НМ = АМ = СО = FP 
F = ОЈ = DK = НІ = ВМ = СМ = АО = EP 
6 = ВЈ= нк 2 = СМ = ЕМ = ЕО = АР 
Н = АЈ= СК = РІ= ЕМ = рМ = СО= ВР 
Ј= рЕ = СЕ = ВС = АН = MN = 10 = KP 
К = АВ = СЕ= ОЕ = СН = 1М = МО= ЈР 
L= АС = ВЕ = DG = ЕН = КМ = JO = МР 
М = Ар = ВЕ = СС = ЕН = Ју = КО-1Р 
М= ВС = АЕ = ЕС = РН = КЫ = ЈМ = ОР 
О= Вр = АЕ = ЕС = СН = Ји = КМ = МР 


Р= Ср = EF = АС = ВН = ЈК = LM = NO 
一 一 -一 


A 
鞍点 354, 355, 356 

в 
ЖЖ 278 
饱和 分 式 析 因 设 计 264 
保持 常量 因子 11 
备 选 分 式 241, 242, 249 
备 择 假设 27, 28, 30 
比例 数据 292, 480, 490 
边界 点 设计 383 
变换 24, 31, 48 
标准 化 对 照 ”73 
标准 拉丁 方 ”114 
标准 正 态 分 布 23, 36, 203 
别名 239, 241, 242 
泊 松 分 布 64 
不 可 控 变量 399 
不 完全 区 组 设计 98, 120, 125 
部 分 别名 271 
部 分 混杂 ”236 

c 
ЖЕ 14, 61, 62 
残 差 平方 和 151, 323, 343 
残 差 平方 和 的 纯 误 差分 量 187 
测量 系统 能 力 研究 423 
超 饱 和 设计 “239, 283, 284 
尺度 化 残 差 340 
尺度 化 预测 方差 372, 378 
抽检 特性 (OC) 曲线 32 
抽样 分 布 17,23, 24 
处 理 1, 17, 32 
处 理 均值 的 对 照 85 
处 理 效应 51, 87, 139 
重复 测量 设计 508 
纯 二 次 项 弯曲 的 检验 ”209 

D 
单 边 备 择 假设 28, 37, 42 


引 


单纯 形 格 点 设计 381, 383, 384 
单纯 形 设计 367, 382, 396 
单 因子 ANOVA 检验 统计 量 56 
单 因子 完全 随机 化 实验 51 
单 因子 折 破 设计 267 
等 半径 设计 371 
等 高 线 图 7, 160, 196 
第 1 类 错误 、27, 74, 75 
第 [I 类 错误 、27, 32, 284 
点 图 17, 18, 50 
调 优 347 
调整 的 n? 统计 量 184 
定量 设计 因子 68, 158, 212, 296 
定性 设计 因子 “68, 212, 296 
独立 随机 变量 107 
对 数 联 系 483, 484, 487, 
XH 32,71, 72 
ЯЗ ЖІ 73 
多 重 比 较 бі, 71,144 
多 重 响应 11, 362, 404 

E 
二 阶 模型 ”209, 210, 354 
二 阶 设计 367, 371 
二 项 分 布 64 

F 
方差 9, 15, 20 
方差 分 最 50, 64, 107 
方差 分 量 估计 415, 417, 441 
方差 分 析 12, 48, 50 
方差 散布 图 372 
方差 算 子 ”20, 404, 405 
方差 稳定 化 变换 64, 67, 85 
非 标准 模型 ”377 
非 几 何 设计 269 
非 线性 规划 ”364 
非 正 规 分 式 设计 281 
非 中 心 已 分 布 82 


分 层 原理 158 
分 散 效应 ав, 85, 97 
分 式 析 因 设计 6, 7, 239 
分 式 析 因 族 241, 251 
附加 平方 和 法 ”335 
G 
i334 4 483, 484, 487 
概率 分 布 17,19, 20 
杠杆 点 342 
搁置 数据 491 
工程 设计 6 
构造 分 式 析 因 设 计 
估计 量 22, 28, 59 
估计 缺失 观测 值 491 
广义 交互 作用 233, 234, 251 
广义 线性 模型 480, 482, 483 
规范 设计 因子 135, 175, 350 
过 程 稳健 性 研究 12, 308, 411 
H 
ЖИІ 18, 19, 50 
THER 483 
互补 分 式 设计 241 
回归 变量 ”319, 320, 332 
回归 的 假设 检验 ”319 
回归 的 帽子 矩阵 332 
回归 和 方差 分 析 S7 
回归 模型 17, 48, 136 
回归 系数 175, 176, 214 
回归 显著 性 48, 88, 111 
混合 模型 415, 423, 424 
混合 模型 的 无 约束 形式 ”427 
混合 模型 的 约束 形式 462 
混合 水 平 析 因 设 计 296 
泥 料 实验 ”8, 380, 480 
混 区 设计 225, 226, 234 
混杂 设计 257, 258, 377 
3 
机 理 模 型 1 
基本 设计 242, 243, 245 
假设 检验 14, 17, 26 
检验 假定 76 
检验 统计 量 27, 28, 29 
简化 模型 ”89, 90, 111 


交叉 设计 117 
交叉 因子 ”450, 459, 463 
交错 嵌 套 设计 450 
交互 作用 345 
交换 算法 378 
校正 平方 和 ”53, 117, 140 
近似 Р ЮЮ 415 
近似 多 项 式 70 
经 验 模型 ”2, 7, 212 
均 方 224, 232, 247 
均值 模型 ”51, 139, 404 
K 
卡 方 分 布 24, 402, 438 
ШЕГІ 134 
可 加 模型 107 
可 控 变 量 349, 399, 400 
可 重复 性 与 可 再 现 性 ”421, 444, 445 
控制 处 理 79 
工 
拉丁 方 设计 98, 112, 115 
离散 概率 分 布 20 
立方 体形 设计 369 
连续 型 概率 分 布 19 
联合 置信 区 间 59, 60, 85 
联系 函数 480, 484, 487 
两 样本 上 检验 ”26, 28, 33 
型 弄 区 设计 450, 471, 472 
裂 区 设计 472, 473, 478 
岭 系统 347, 362, 363 
零 假设 336, 416, 495 
ӚНІМІН 480, 484, 485 
м 
满意 度 函 数 365 
FERK 481 
面 中 心 立 方 (FCC) 369 
模型 拟 合 69, 167, 342 
模型 适合 性 检验 58,08, 146 
N 
内 表 设计 401 
WETERE 319 
拟 合 响应 曲面 347, 349, 366 
拟 合 响应 曲线 134 
拟 合 优 度 检验 485 
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P 
配对 比较 实验 ”38, 40 
Ñ F 336 
平衡 不 完全 区 组 设计 98, 120, 132 
Q 
期 望 均 方 ”48, 151, 153 
MAMA 64, 127, 421 
ЕЖЕН: 415, 429, 450 
ТІНЕЙ: 459 
球面 CCD 369 
区 组 化 ”260, 269, 373 
全 模型 ”189, 190, 335 
全 区 369, 464, 466 
全 区 误差 464, 465, 469 
确认 实验 ”250, 251, 338 
s 
MARI 50, 68,69 
MARK 7,171, 259 
设计 的 СЖЖ 378 
设计 分 辨 度 239, 251, 541 
设计 生成 元 469, 541, 534 
实验 策略 1,2,3 
实验 单元 11,12, 41 
实验 的 最 佳 猜测 法 ”3 
实验 方法 误差 率 59 
双边 备 择 假设 27 
随机 抽样 ”21 
随机 化 ”26, 32, 51 
随机 化 检验 ”32, 58, 141 
随机 化 区 组 设计 40, 105, 111 
随机 化 完全 区 组 设计 (RCBD) 98 
随机 效应 模型 ”52, 415, 417 


T 
察 勒 级 数 404 
讨厌 因子 “10, 11, 12 
特征 向 量 361 
特征 值 356 
统计 假设 27 
统计 检验 的 显著 性 水 平 17, 29 
统计 量 21, 23, 28 
统计 模型 ”27, 52, 112 
推断 分 布 42 
w 


外 表 设 计 401 


完全 混 区 设计 “236 
完全 随机 化 ”129, 162, 216 
完全 随机 化 实验 ”26, 92, 98 
APE 267, 276, 281 
伪 分 量 384 
位 置 效应 ”85, 86, 401 
稳定 岭 系统 362 
稳健 参数 设计 15, 398 
稳健 产品 设计 138 
稳健 过 程 1, 15, 398 
无 计划 实验 ”319 
无 偏 估 计量 22,151, 323 
无 重复 析 因 设计 192, 198, 201 
误差 传播 ”405 
误差 传递 法 “404 
x 
析 因 设计 中 的 不 平衡 数据 480 
析 因 实验 或 设计 4, 239, 296 
线性 统计 模型 ”51, 162, 471 
响应 变量 480, 483, 503 
响应 曲面 7,8, 136 
响应 曲面 的 稳定 点 354, 360 
响应 曲面 法 347 
响应 曲面 设计 297, 348, 368 
响应 曲面 旭 136, 177, 378 
ЖЖ 257 
小 复合 设计 371, 411, 414 
效应 的 半 正 态 概率 图 276, 277, 402 
效应 模型 ”415, 416, 428 
效应 稀疏 原理 ”192 
协 变量 12, 493, 495 
协 方差 495, 496, 498 
协 方差 分 析 498, 499, 503 
协 方差 矩阵 319,， 323, 443 
信 噪 比 103 
序 贯 实验 ”239, 240, 275 
旋转 设计 368, 372, 375 
旋转 性 347, 368, 369 
学 生化 残 差 339, 340, 341 
学 生化 极 差 统计 量 76, 77, 536 
Y 
样本 标准 差 21, 40, 41 
样本 方差 42, 43, 53 
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样本 均值 9,21, 22 最 大 似 然 估计 法 ”441, 484 
一 般 回 归 显著 性 检验 48, 87, 89 最 速 上 升 法 177, 347, 349 
一 次 一 因子 实验 4, 137, 138 最 速 上 升 路 径 349, 350, 352 
一 阶 模型 ”209, 210, 342 最 小 低 阶 混杂 设计 257 
一 阶 设计 367, 373, 395 最 小 二 乘法 69, 109, 323 
因 变量 319 最 小 二 乘 正规 方程 组 ”97, 125, 321 
因果 图 12 最 小 方差 估计 量 22 
因子 筛选 “11, 12, 171 最 小 分 辨 度 为 IV 的 设计 282 
隐藏 重复 195 最 小 显著 性 差异 7T 
影响 诊断 319 最 优 设计 272, 273, 377 
预测 变量 320 其 他 
预测 方差 准则 378 23 析 因 设 计 的 回归 分 析 326 
预测 区 间 251 2* 设计 的 标准 顺序 175 
约束 最 大 似 然 估计 法 ”443 25 设计 的 回归 系数 的 标准 误 、 189 
约束 最 优化 ”364 25 设计 的 效应 的 标准 误 、189 


2 
噪声 变量 399, 400, 401 
EZH 48, 73, 74 
正 交 拉丁 方 ”98, 118, 118 
正 交 拉丁 方 设计 98, 117, 118 
正 交 区 组 化 373 
正 交 设计 160, 175, 284 
正 态 分 布 332, 337, 402 
正 态 概率 图 “17, 30, 31 
正则 形式 ”347, 356, 361 
直 积 表 设 计 399, 400, 401 
指数 分 布 484 
WER 48 
置信 系数 35 
置信 区 间 14, 17, 34 
中 心 点 171, 209, 211 
中 心 复合 设计 7,210, 347 
中 心 极限 定理 ”23, 36, 37 
轴 试 验 210, 367, 383 
主 分 式 设计 244, 250, 266 
EKM 228, 229, 234 
子 区 (或 裂 区 ) 464 
子 区 误差 ”464, 465, 472 
自 变量 319, 320, 347 
自由 度 22,24, 25 
组 合 表 设 计 398, 401, 414 


2* 设计 投影 195 
ANOVA 随机 因子 51, 415 
ANOVA 中 的 方差 相等 性 检验 ба 
4 最 优 设计 378 

Bartlett 检验 65 

Box-Behnken 设计 369, 370, 394 
Cochran 定理 55 

Dunnett 检验 79, 92, 530 

D 最 优 设计 272, 377, 378 
Fisher LSD 方法 105, 128, 129 
FAM 25,43, 72 

G 最 优 准则 378 

Hadamard 矩阵 设计 “283 
Hosmer-Lemeshow 拟 合 优 度 检 验 485 
Kruskal-Wallis 9 48, 90, 97 
Levene 检验 65, 66, 96 

Logit ЖЖ 484 

Ockham 剃刀 原则 244 

Pearson 拟 合 优 度 检验 ”485 
Plackett-Burman 设计 269, 270, 271 
PRESS 统计 最 184, 224, 341 
PRESS HX 340 

Tukey 检验 76, 77, 94 

tM 71, 86, 166 

У 最 优 设计 378 

Yates 顺序 175 


